LPTS — Liniowy problem teorii sprezystosci - jest podstawowym zagadnieniem w
mechanice ciala stalego. Rozwazmy cialo sprezyste o objetosci V. Obcigzeniem sg sity
objetosciowe f i powierzchniowe t na czesci brzegu S_. Na pozostalym brzegu zadane

s przemieszczenia S,

y S,

f=1f:fy f.]T — wektor intensywnoséci sil objetoéciowych

t = [ty t, t.]7 — wektor intensywnosci sit powierzchniowych



Nalezy obliczy¢ przemieszczenia, naprezenia i odksztalcenie. W ogolnym przypadku
jest to 15 niewiadomych funkcji (3 przemieszczenia w kierunku x, y i z oraz po 6
sktadowych tensora naprezenia i odksztatcenia) czyli potrzebne jest 15 rOwnan.

U= [uz = u(r,y,2), uy =v(r,y,2), v, =w(r,y,2)]’ — wektor funkeji
przemieszczen

€ = [z Ey €2 Yoy Vaz ,},yz]T — wektor odksztalcen (5,22, — odksztal-
cenia liniowe; yzy, Yz, Yy — katy odksztalcenia postaciowego)

o= [0 Oy O Tay Taz Tyz]T — wektor naprezen (o, 0y, 0. — naprezenia
normalne, 7.y, To2, Ty. — Daprezenia styczne)



Tymi rdwnaniami beda:

-réwnania rownowagi

-roOwnania geometryczne

-rownania fizyczne

Zacznijmy od rOwnan geometrycznych nazywanych rownaniami Cauchy’ego

1 Er‘ut; n au_»_.' ..
B = — ==
'!-j' 2 an aIi—l 3 11 j I'-‘ y'l Z

Z podstawowym (kinematycznym) warunkiem brzegowym

w;(r,y,z) = u! na czesci powierzchni ciala S,

Lub w zapisie macierzowym
e = Lu

u = u” na czescl powlerzchni ciala .S,



Réwnania rownowagi Naviera

aﬁij
lan

+ fi =0 w objetosei ciala V'
z naturalnymi warunkami brzegowymi

oijn; =t; na czescl powierzchni ciala S,
lub w zapisie macierzowym

L'e+f=0 w objetosci ciala V

t =1t° na czedci powierzchni ciala S,



Rownania fizyczne Hooke’a

L’
O = 2G (E‘.,;j -+ mgkkﬁij)

gdzie
G — modul Kirchhoffa,

v — liczba Poissona,

Ekk = &2 +Ey T €z,

d;5 — delta Kroneckera.

lub w zapisie macierzowym

o= De



Sformutowanie wariacyjne

dari)
f”‘i( 74 +fi) dv =10 iij:I:yaz
an

v

Korzystajac z zaleznosci
30'.::_:; 3(0.53"1.?.5) 31:1-
vy — — Oy 5
aI 7 8:-: 7 81‘ g

Otrzymamy rOwnania

Dalej wykorzystujemy twierdzenie Gaussa o dywergencji

0(0ijvi
f (ij)dv = fﬂ'@jv@ﬂjds = f(ﬂ'ij”j)“‘ids‘l' ft?l’“—ds
an

Vv 8 Su

a0



Po podstawieniu 1 uwzglednieniu warunku, ze funkcja wagowa speinia j.p.w. na brzegu
S, otrzymamy ostateczng posta¢ roOwnia

i 4 = dv + [ t%vid
,/Ji"?a:f:j U—i[fzu; v—l—S/ jvids

v
Lub w zapisie macierzowym

T o v = T i TOS
Js (v) o(u) d !u fd +/vtd

S5a

wykorzystujgc warunki symetrii tensora naprezenia 1 odksztatcenia



Problem teorii sprezystosci mozna teraz sformutowac¢ w nastepujacy sposob

Nalezy wyznaczyC przemieszczenia u;, odksztafcenia ¢;; i naprezenia
oi; jako wystarczajaco gtadkie funkcje =, y, z, spetniajace réwnania

a= D=
c=Lu
WEI'LII'IkI brzegmve [ FDWI'IE'II'IIE WEI'IEC'_',I"JI'IE

dla wszystklch funkcji wagowych v; z wiasnoscia, ze v; = 0
na CIESCI powierzchni ciata S,,.

uw =u’ na czesci powierzchni ciala S,
t =t° na czedci powierzchni ciala S,

T o v = T v T-:-S
1[5 (v) o(u) d /v fd +fvtd

v 5o



Podstawiajac, otrzymamy sformutowanie wariacyjne wyrazone w przemieszczeniach

Prawo fizyczne
= De

= Lu
Prawo geometryczne
e=Lu

w sformulowaniu
wariacyjnym

el (v)o(u)dv = / vl fdo + f vTt°ds Rownanie rownowagi
B

_ uw =u’ na czesci powierzchni ciala S,
Warunki brzegowe
t =t° na czedci powierzchni ciala S,



LPTS jest problemem samosprz¢zonym tzn. moze by¢ sformutowany w sposéb
rOwnowazny w postaci minimalizacji funkcjonatu energii potencjalne;j

o = %fEijJide — fﬁ;mdv— ft?u.,;ds — /ti_uids
v v

So Su

Problem LPTS ma teraz nast¢pujgce sformutowania

Nalezy wyznaczyC przemieszczenia u;, odksztalcenia =;; i naprezenia
o;; jako wystarczajaco gtadkie funkcje r, y, z, spetniajace réwnania
o= Des
e=Lu

u = u” na czesci powierzchni ciala S,
t =1” na czeSci powierzchni ciala S,

1 minimalizujace funkcjonat energii potencjalne;.



W tej czesci podane zostanie sformutowany model skonczenie elementowy LPTS dla
zagadnienia 2D z zalozeniem tzw. ptaskiego stanu naprezenia.
W modelu 2D do wyznaczenia mamy dwie funkcje przemieszczen

U= ug(r,y) 1v=uy(r,y)

W plaskim stanie naprezenia tensory odksztatcenia 1 napr¢zenia redukujg si¢ z szesciu
do trzech sktadowych

o= [0y oy 'rmy]T

€= [eg &y '}’zy]T

W roéwnaniu geometrycznym macierz operatorow rozniczkowych ma postac

a 0 d
e =Lu LT = Ox dy
0 a 0

i dy O _




W réwnaniu fizycznym macierz materiatowa ma postac

E 1 v 0O
_ D= v 1 0
o= Des 1-12) 0 o0 L

2

W koncu wektory sit objetosciowych 1 sit powierzchniowych redukujg si¢ do dwoch
sktadowych

f= [f:zr fy]T t= [tz ty]T

Podsumowujac dla ptaskiego stanu napr¢zenia problem LPTS opisany jest 8
rOwnaniami:

2 rownania rownowagi

3 rownania geometryczne

3 rownania fizyczne



W dalszym ciggu do zbudowania modelu MES postuzymy si¢ funkcjonatem energii
potencjalnej uktadu. Oczywiscie mozemy rowniez skorzystac ze stabego
sformutowania wariacyjnego

Obszar rozwigzania dzielimy na elementy skonczone 1 przedstawiamy catkowita
energi¢ potencjalng w postaci sumy energii potencjalnych dla kazdego elementu
skonczonego

o = %/Eijﬂ'ijdﬂ — /.fﬂ.t.;jdv— ft‘?u.ids — /‘ti_uids
Vv Vv

o Su

2

E
b — [1 f (e°(u®))T Dee®(uf)heda dy — / (u®)T Fehe drdy+
AE AE

e=

o T

gdzie A°, h® sa powierzchnia i gruboscia elementu skonczonego oraz wykorzy-
stano rownanie fizyczne o = D e”.



Aproksymacja wektora funkcji przemieszczen

u®(x,y) = N*(z,y) Q°

Q=107 Q5 ... QE]T — wektor stopni swobody (nieznanych parame-
trow wezlowych elementu),

N*(x,y) — macierz funkeji ksztaltu o wymiarze (2 - n),

n — liczba stopni swobody elementu.

Roéwnanie geometryczne przyjmuje postac
e¢ = Lu® = LN*Q° = B°Q°
gdzie
B = LN*

Jest macierza pochodnych funkcji ksztattu



Podstawiajac przyjeta aproksymacje 1 rownanie geometryczne do funkcjonatlu energii
otrzymujemy

P = %f(QE)T(BE)TDEBEQEhEdI dy o /(QE)T(NE)TfEhEdIdy_I_
A= A=

. f(QE)T(NE)TtEdIdy . /(QE]T(NE)TfEdI dy —
re s
_ l(QE)T ! f(BE)TDEBehEdI dy] Qe o (QE—)T f(NE)T_fEhEdI dy—l—

2
Ae A=

_ (QE)T |: f(NE)ngdIdy 4 f(NE)TtEdI dy] _
re

s

= %(QE)TKEQE _ (QE)T{PB 4 Peb 4 Reb) _

= S(Q)KQ Q) F*



W poprzednim rownaniu przyjeto nastepujace oznaczenia

macierz sztywnosci elementu skonczonego

Ke— f (B°)T DB hed:r dy
Ae
wektor obcigzenia elementu (réwnowaznikéw wezlowych obeiazenia w ele-
mencie)

Pt = /(NE)T_fEhEdI dy
Ae
wektor obciazenia brzegu 'y elementu
P = f (N Ttedz dy
I's

wektor obciazenia brzegu I'f elementu
R — f (N)T+5dz dy
Dodatkowo, catkowity wektor obciazenia elementu oznaczono

Fe€ :PE+PEb_|_REh



Uwagi

1. Dla obliczenia K° nalezy wyznaczy¢ B€ z analizy réwnan geometrycz-
nych Cauchy’ego oraz D° z prawa fizycznego Hooke'a.

2. Ze wzoru na K¢ wynika, ze jest to macierz symetryczna (K¢ = (K¢)1).
3. Macierz K¢ jest macierza osobliwa (det K® = 0).
4. Wektor P? jest znany, natomiast wektor R®” jest nieznany.
Warunek konieczny ekstremum funkcji energii potencjalnej dla elementu skonczonego
0d¢/0Q° =0
Prowadzi do uktadu réwnan MES w formie

KEQE— — FE—



Przyktad: Analiza naprezen w tarczy.
Do dyskretyzacji uzyjemy dwoch
trojkatnych 3-weztowych elementow
skonczonych z liniowymi funkcjami

ksztattu.
Wektory stopni swobody elementow

zawieraja po szes¢ sktadowych

@' =[ut of b b o o

@ = ot i} o o}
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Aproksymacja

el | @6
1 1 2 3

2 1 3 4 ut(r,y) = N°(z,y) Q°
Wezet Y
CIEEE oo
| ©Y)=lo N, O N, 0 N
2 0 0
3 2 0.5
4 2 1.5 NI(I )__11-_,_3 2 1
1Y) =—¢ 3Y Nl(:c,y)zl—izc
1 2 3
N&(I,y)=1—§:r—§y Ng(z,y)zﬁ—y
| L 3 1
N3 (z,y) = 5= N:,?(z,y)=—§+§z+y



Aproksymacja  N¢(x,y) =

N1 O NZ O N3 0]
0 N, 0 N, 0 N,

B = LN*
-5 ; ]
dx
-mm Be(x y) —1o0 i N; 0 N, 0 N; ()‘ _
1 1 2 3 ' ay[lo N, O N, 0O N
2 1 3 4 ai ai
0y Ox]
dN. 0 ON, 0 ON; 0 7
EIENER P - -
1 0 1.5 0 dN; 0 oN, 0 ON;
2 0 0 N dy dy 3y
3 2 05 ON, 0N, ON, ON, ON; 0ON;
 dy Ox Jdy Ox Jy Ox |




(qp] (9] _
o Zlaz|x
67666
(4p] (9]
NixO = |
o |© o |
N N
o =Zlaoaz|x
67666
N (]
NixO = |
o |© o |
— —
o =2z |R
6_606
! !
NT o =
o |© < |
[l
—
N
x
\—r/
\3)
aa)

Aproksymacja

——
= o e

| D =

= s e

el CE = R =

D men —w

—le O s

0
0 -1 0 1
0

0
0




Obliczenia Mathcad

ORIGIN =1
NWARMIA
0151 -0.167 -0.333 0.5
X1l := 1 A= Xl_1 A =| 0667 -0667 O
MW
051 0 1 0

v
2

NyOey) = (x y 1)A
Np(xy) = (x y 1)-A

Ng(xy) = (x y 1A

Niy(xy) 0  No(xy) 0 Ng(xy) 0
NL(xy) =
0 Ni(xy) 0 Np(xy) 0  Nz(xy)
A 0 A 0 A 0
1,1 1,2 1,3 0167 0 -0333 0 05 0
Bl=| 0 A,y 0 Ay 0 Ayg Bl=| 0O 0667 0 -0667 0 O
A. . A . A . A . A . A 0.667 -0.167 —0.667 —0.333 0 05



Obliczenia Mathcad

0151 05 0 05
X2=[2051 A=x2"1 A=| 0 -1 1
MW
2 151 1 15 -15
D
Nyfxy)=(xy 1)-A
2
No(xy)=(xy 1)-A
@
Na(xy)=(xy 1)-A
N]_ (Xa y) 0 N2 (Xa y) 0 N3(X7 y) 0
N2(x,y) =
0 Nl(X,y) 0 N2(X9y) 0 NS(X’y)
Atr 0 A, 0 A 0 05 0
B2=| O A2,1 0 A2’2 0 A2’3 B2=| 0 0
0 -05
A2,1 Al,l A2,2 A1,2 A2,3 A1,3

-1 0

0 0 05 0
0 -1 0 1
1 05



Macierz statych materiatowych

o 1 v 0
D= (1 5 v o1 0
—v _
) 0 0 lTV
6
E = 25.10 v =016
v 0 2566x 10° 4.105x 10°
E \Y 0
D1:= ——. . D1=| 4105x 10° 2566x 10
1-vS o0 ==Y
2 0 0

0
0

1.078x 10



Macierz sztywnosci KL:=05|x1]-02:81"-DLB1

1651x 10° —496x 10° —1.009x 10° —5816x 10° —6414x 10° 1.078 x 10°

Ke— ] (B*)TD*B°hedsr dy
A=

_496x 10° 3511x 100 8552x 10° —3241x 10° 4105x 10° —2.694x 10°
o1 | 1000 10° 8552x 10% 2202x 10° 9921x 10° —1283x 10° —1.078x 10°
_5816x 10° -3241x 10° 9.921x 10° 378x 10° —4105x 10° —5.388x 10°

_6414x% 10° 4105x 10° —1283x 10° —4.105x 10° 1.924x 10° 0

1078x 10° 2694 x 10° —1.078x 10° —5388 x 10° 0 8,082 x 10°

K2 =05 |x2|-02-B2"-D2-B2

10 10

4105x 10° -1283x 10° -4.105x 10°
10

1.283 x 106 1.652x 10 8.09x 10

10

1652x 100 5388x 10°  1078x 10°  809x 1070 _1.078x 10° —5388 x 10°

10 10

1078x 10°  2155x 10 6.608x 1070 —2155x 10° —1.078x 10°

10 10

8.09x 10
K2 =

4105% 10°  809x 10 0 6608x 10 0 5131x 10° -4105x 10° —5.131x 10°

~1283% 10°  -1.078x 10° -2155x 10° -4105x 10° 3438x 10° 1.488x 10°

_4105x 10° -5388x 10° -1078x 10° -5131x 10° 1488x 10° 567 x 10°



Wektor od obcigzenia brzegowego a) 75 kKN/m

P — / (N®)Tedr dy ] \
Ire 7 h=0,2 m I'm
e | | @ | 6 e —¥
1 1 2 3 ,,.—/ 0,5m
- v
2 1 3 4 ’ 2 m t‘
N, 0 N, 0 Ny O A
1-4 = = 1 2 3 b)
N=Cy=15=|g N 0 N, 0 NJ Y

t1~*(x,y =1.5) = [752/2]




Wektor od obcigzenia brzegowego

P — / (N®)Ted dy [ 0 ]
t2(x,y) =| 75
I's P
£(%) == N2(x, 1.5)' -t2(x, 1.5)
j=1.6 0
25
2
0
Pb2 :=—J f09; dx Ph2=|
0 0
50




Agregacja macierzy sztywnosci 1 wektora
brzegowego obcigzenia

Gl=

O O O O O B~
O O O O +» O
O O O B O O
o O Pk O O O
o B O O O O
, O O O O O
O O O O o o
O O O O o o

K =Gl -KI-Gl + G2 - K232
MY

2033x 10° 496 x 10°
496x 10°  405x 10°

1009 x 10° 8552 x 10*
5816 10° ~3.241x 10°
_6414x 10° 1488 x 10°
1488 10° —2604x 10°

_1.283x 10° —1.078 x 10°

_4105% 10° 5388 x 10°

O O O O O
o O O o +» O
o O O O o o
O O O O o o

Pb := G2 -Ph2

1,009 x 10°

8552 x 10*

2292 x 10°

9.921 x 10°

1283 10°

1078 x 10°
0

0

5816 x 10°
3241 x 10°
9.921 x 10°
378x 10°
4105 10°
5388 x 10°
0

0

o O O B O O
o O B O O O
o B O O O O
R O O O O O

6414 x 10°
1483 x 10°
1283 10°
4105 10°
4079 x 10°
6.608x 10~ 0
2155 10°

1,078 x 10°

1488 x 10°
269 x 10°
~1.078 x 10°
5388 x 10°
6.608 x 10 -°

594 x 10°

4105 % 10°

5131 x 10°

1283 x 10°
_1.078 x 10°
0
0
2155 10°
4105 % 10°
3438 x 10°

1.488 x 10°

4105 x 10°
5388 x 10°
0
0
_1078x 10°
5131 x 10°
1488 x 10°

5,67 x 10°

Pb =




Globalny uktad rownan MES z uwzglednieniem

KQ=F+Pb+Rb

warunkow brzegowych

2033x 10°  —4.96x 10° -1009x 10° 5816 x 10°
_496x 100 405x 10°  8552x 10% —3.241x 10°
1000x 10° 8552x 10*  2202x 10° 9921 10°
5816 10° -3241x 10° 9.921x 10° 378x 10°
6414 10° 1488 x 10° -1.283x 10° —4.105x 10°
1488x 10° 2694 10° ~1.078x 10° 5388 x 10°
_1283x 10° —1078x 10° 0 0
4105 10° 5388 x 10° 0 0

6414 10°
1483 x 10°
1283 10°
4105 10°
4,079 x 10°
6.608 x 10 -°
2155 10°

-1.078 x 106

1.488 x 10°
2694 x 10°
~1.078x 10°
5388 x 10°
6.608x 10 *°

5.94 x 106
5
4105 x 10

5131 x 10°

_1283x 10° —4105x 10°
1078 10° —5.388x 10°
0 0
0 0
2155 10° ~1.078x 10°
4105 10° 5131 x 10°
3438 x 10° 1488 x 10°

1488 x 10° 567 x 10°




Rozwigzanie Mathcad

R1:=0 R2:=0 R32=0 R4Z=0 Q53=0 Q61=0 Q7I=O Q8I=O

Given

0 Ry
0
Ry
0 R
0 3
K- Qg |= Pb + Ry
0
Qe
0
Q7 0
Qg 0
»Bzika 0 0
Ra. 0 0
0
R, 0
R 0 0
FIN'N i — 6
= Find(Ry, Ry, Rg, Ry, Qs, Q5. Q7. Qg) Q:=| Qg Q=| _8182x 10
Qi 0 s
6 ~5213x 10
R, 0 ]
; _
o ; 1529 x 10
Q. 8 6156 10 °

Rb =

Rb =

—66.667
43.556
66.667
31444

o O o o




Aproksymacja funkcji przemieszczen w elemencie
HE(I? y) — NE(I? y) QE

0
0
0
Ql=GLl.Q Ql= 0

8182x 10 °

5213% 10 °

ul(x,y) = N1(x,y)-Q1

Q2:=G2Q

u2(x,y) == N2(x,y)-Q2

Q2

8182x 10 °

5213% 107 °

1529 % 102

5

-6.156 x 10

Obliczenie przemieszczen w punkceie x,=1y,=1

—4091x 10
ul(1,1) =
—2.606x 10

6

5

|

a)

75 kN/m

(AAERRER RSN

1m

0.5m




Obliczenie odksztalcen i1 naprezen w elemencie

¢ = Lu® = LN°Q° = B°Q*

o= Des

-6 — 6

~4,091 x 10 7.646 % 10
el =BLQl &l = 0 2 =B2Q2 &2 =|_9433x 10 °
2606 107 ° 7306% 107 °

~104.964 157.446

ol = D1l ol =| -16.79 62 = D262 o2 = | —210.638

~280.851 -78.723

75 kN/m

(AAERRER RSN

1m

0.5m




Rozwigzanie ABAQUS




Zastosowanie MES do rozwigzania LPTS dla ptaskiego stanu naprezenia

Rozwigzanie ABAQUS — naprezenie S11

QDB Job-1.0db  Abagus/ztandard Ztudent Edition 6.7-2  Wed Jan 11 15:50:57 Srodkowoeurope)jski czas stand. 2017




Zastosowanie MES do rozwigzania LPTS dla ptaskiego stanu naprezenia

Rozwigzanie ABAQUS — przemieszczenie U2

U, uz
+0.00

ODB: Job-1.0db  Abagus/Standard Student Edition 6.7-2  Wed Jan 11 15:50:57 Srodkowoeuropejski czas stand. 2017




Rozwigzanie ABAQUS — wyniki numeryczne

lik Edycja Format Widok Pomoc

Przemieszczenia

Odksztalcenia Naprezenia




Zastosowanie MES do rozwigzania LPTS dla ptaskiego stanu naprezenia

Rozwigzanie ABAQUS — duza liczba elementow skonczonych — napr¢zenia S11
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