
Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS 

LPTS – Liniowy problem teorii sprężystości - jest podstawowym zagadnieniem w 

mechanice ciała stałego. Rozważmy ciało sprężyste o objętości V. Obciążeniem są siły 

objętościowe f i powierzchniowe t na części brzegu Ss. Na pozostałym brzegu zadane 

są przemieszczenia Su 

V, f 

Ss 

Su 
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Należy obliczyć przemieszczenia, naprężenia i odkształcenie. W ogólnym przypadku 

jest to 15 niewiadomych funkcji (3 przemieszczenia w kierunku x, y i z oraz po 6 

składowych tensora naprężenia i odkształcenia) czyli potrzebne jest 15 równań. 
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Tymi równaniami będą: 

-równania równowagi 

-równania geometryczne 

-równania fizyczne 

Zacznijmy od równań geometrycznych nazywanych równaniami Cauchy’ego 

Z podstawowym (kinematycznym) warunkiem brzegowym 

Lub w zapisie macierzowym 
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Równania równowagi Naviera 

z naturalnymi warunkami brzegowymi 

lub w zapisie macierzowym 
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Równania fizyczne Hooke’a 

gdzie 

lub w zapisie macierzowym 
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Sformułowanie wariacyjne 

Korzystając z zależności 

otrzymamy równania 

Dalej wykorzystujemy twierdzenie Gaussa o dywergencji 
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Po podstawieniu i uwzględnieniu warunku, że funkcja wagowa spełnia j.p.w. na brzegu 

Su  otrzymamy ostateczną postać równia 

Lub w zapisie macierzowym 

wykorzystując warunki symetrii tensora naprężenia i odkształcenia 
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Problem teorii sprężystości można teraz sformułować w następujący sposób 
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Podstawiając, otrzymamy sformułowanie wariacyjne wyrażone w przemieszczeniach  

Prawo fizyczne  

Prawo geometryczne 

Równanie równowagi 

w sformułowaniu 

wariacyjnym 

Warunki brzegowe 
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LPTS jest problemem samosprzężonym tzn. może być sformułowany w sposób 

równoważny w postaci minimalizacji funkcjonału energii potencjalnej 

Problem LPTS ma teraz następujące sformułowania 

i minimalizujące funkcjonał energii potencjalnej. 
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W tej części podane zostanie sformułowany model skończenie elementowy LPTS dla 

zagadnienia 2D z założeniem tzw. płaskiego stanu naprężenia. 

W modelu 2D do wyznaczenia mamy dwie funkcje przemieszczeń  

W płaskim stanie naprężenia tensory odkształcenia i naprężenia redukują się z sześciu  

do trzech składowych  

W równaniu geometrycznym macierz operatorów różniczkowych ma postać 
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W równaniu fizycznym macierz materiałowa ma postać 

W końcu wektory sił objętościowych i sił powierzchniowych redukują się do dwóch 

składowych  

Podsumowując dla płaskiego stanu naprężenia problem LPTS opisany jest 8 

równaniami: 

2 równania równowagi  

3 równania geometryczne 

3 równania fizyczne 
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W dalszym ciągu do zbudowania modelu MES posłużymy się funkcjonałem energii 

potencjalnej układu. Oczywiście możemy również skorzystać ze słabego 

sformułowania wariacyjnego 

Obszar rozwiązania dzielimy na elementy skończone i przedstawiamy całkowitą 

energię potencjalną w postaci sumy energii potencjalnych dla każdego elementu 

skończonego 
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Aproksymacja wektora funkcji przemieszczeń 

Równanie geometryczne przyjmuje postać 

gdzie 

Jest macierzą pochodnych funkcji kształtu 
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Podstawiając przyjętą aproksymację i równanie geometryczne do funkcjonału energii 

otrzymujemy 
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W poprzednim równaniu przyjęto następujące oznaczenia 
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Uwagi 

Warunek konieczny ekstremum funkcji energii potencjalnej  dla elementu skończonego 

Prowadzi do układu równań MES w formie 
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Przykład: Analiza naprężeń w tarczy. 

Do dyskretyzacji użyjemy dwóch 

trójkątnych 3-węzłowych elementów 

skończonych z liniowymi funkcjami 

kształtu. 

Wektory stopni swobody elementów 

zawierają po sześć składowych 

Węzeł X Y 

1 0 1.5 

2 0 0 

3 2 0.5 

4 2 1.5 

e (1) (2) (3) 

1 1 2 3 

2 1 3 4 



Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Aproksymacja 

Węzeł X Y 

1 0 1.5 

2 0 0 

3 2 0.5 

4 2 1.5 

e (1) (2) (3) 

1 1 2 3 

2 1 3 4 

𝑵𝑒 𝑥, 𝑦 =
𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
   

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3
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Aproksymacja 

Węzeł X Y 

1 0 1.5 

2 0 0 

3 2 0.5 

4 2 1.5 

e (1) (2) (3) 

1 1 2 3 

2 1 3 4 

𝑵𝑒 𝑥, 𝑦 =
𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
   

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3

 

𝑩𝑒 𝑥, 𝑦 =

𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥

𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
   

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3

= 

=

𝜕𝑁1
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0
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𝜕𝑁2
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𝜕𝑥
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Aproksymacja 

𝑩𝑒 𝑥, 𝑦 =

𝜕𝑁1

𝜕𝑥
0

𝜕𝑁2

𝜕𝑥

0
𝜕𝑁1

𝜕𝑦
0

   
0

𝜕𝑁3

𝜕𝑥
0

𝜕𝑁2

𝜕𝑦
0

𝜕𝑁3

𝜕𝑦
𝜕𝑁1

𝜕𝑦

𝜕𝑁1

𝜕𝑥

𝜕𝑁2
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𝜕𝑁2

𝜕𝑥

𝜕𝑁3

𝜕𝑦

𝜕𝑁3

𝜕𝑥
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Obliczenia Mathcad 

ORIGIN 1

X1

0

0

2

1.5

0

0.5

1

1

1











 A X1
1

 A

0.167

0.667

0

0.333

0.667

1

0.5

0

0













N1 x y( ) x y 1( ) A
1 



N2 x y( ) x y 1( ) A
2 



N3 x y( ) x y 1( ) A
3 



N1 x y( )

N1 x y( )

0

0

N1 x y( )

N2 x y( )

0

0

N2 x y( )

N3 x y( )

0

0

N3 x y( )











B1

A
1 1 

0

A
2 1 

0

A
2 1 

A
1 1 

A
1 2 

0

A
2 2 

0

A
2 2 

A
1 2 

A
1 3 

0

A
2 3 

0

A
2 3 

A
1 3 













 B1

0.167

0

0.667

0

0.667

0.167

0.333

0

0.667

0

0.667

0.333

0.5

0

0

0

0

0.5















Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Obliczenia Mathcad 
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Macierz stałych materiałowych 
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Macierz sztywności K1 0.5 X1 0.2 B1
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Wektor od obciążenia brzegowego 

e (1) (2) (3) 

1 1 2 3 

2 1 3 4 

𝑵1−4 𝑥, 𝑦 = 1.5 =
𝑁1 0 𝑁2

0 𝑁1 0
   

0 𝑁3 0
𝑁2 0 𝑁3

 

𝒕1−4 𝑥, 𝑦 = 1.5 =
0

75𝑥/2
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Wektor od obciążenia brzegowego 
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Agregacja macierzy sztywności i wektora 

brzegowego obciążenia 
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Globalny układ równań MES z uwzględnieniem 

warunków brzegowych 

𝑲𝑸 = 𝑭 + 𝑷𝒃 + 𝑹𝒃 
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Rozwiązanie Mathcad 

R1 0 R2 0 R3 0 R4 0 Q5 0 Q6 0 Q7 0 Q8 0
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Aproksymacja funkcji przemieszczeń w elemencie 
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Obliczenie przemieszczeń w punkcie xp=1 yp=1 
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Obliczenie odkształceń i naprężeń w elemencie 
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Rozwiązanie ABAQUS 



Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Rozwiązanie ABAQUS – naprężenie S11 



Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Rozwiązanie ABAQUS – przemieszczenie U2 



Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Rozwiązanie ABAQUS – wyniki numeryczne 

Reakcje Przemieszczenia 

Odkształcenia Naprężenia 



Zastosowanie MES do rozwiązania LPTS dla płaskiego stanu naprężenia 

Rozwiązanie ABAQUS – duża liczba elementów skończonych – naprężenia S11 


