0 Rownanie konstytutywne opisujace sposob w jaki ciepto przeptywa w materiale o

danych wlasciwosciach, prawo Fouriera

km:n km
— _D.VT D= Y
g Macierz konstytutywna (wtasciwosci) materiatu
P
7 _
Ox
> Wektor gradientu temperatury| VI’ =
’ oT
| Jy |

Wektor strumienia przeptywu ciepta q 1 jego sktadowa normalna q,




L Model matematyczny w sformutowaniu lokalnym: rownanie Poissona

2T 2T

Ox? * o2k

Gdzie Q jest funkcjg zadana, opisujacg ilos¢ ciepta dostarczanego lub odbieranego z
obszaru Q, k=const=D jest wspotczynnikiem przewodnosci cieplnej dla materiatu
jednorodnego i isotropowego.

Rozwigzanie rownania Poissona wymaga dotgczenia odpowiednich warunkow

brzegowych

qn:an:h

I'=y na brzegu Ty

N

A




U Skqd to rownanie sie wzielo?

2T 2T

Ox? * o2k

Z rozwazania rownania rownowagi (bilansu cieplnego) dla problemu stacjonarnego

(ustalonego) w dowolnym obszarze (zat6zmy, ze nasz obszar jest ptaski i ma
grubos¢ t)

/Qtdﬂ _ jﬁqntdr
-

Sumaryczna ilo$¢ ciepta Sumaryczna ilo$¢ ciepta
x dostarczonego/odebranego dostarczonego/odebranego
dla obszaru Q2 na brzegu I’




Twierdzenie 1 (Gaussa o dywergencji).

Twierdzenie Gaussa o dywergencyi wyrazajq rownania:
e Dia problemow dwuwymiarowych:

/dz'*uqdﬂ — qundI’
Q1 r

gdzie div q jest oznaczeniem dywergencji wektora q

) 04y 6‘11.'
divg = Jx - Ay

Zastosowanie twierdzenia Gaussa o dywergencji do rOwnania bilansu cieplnego
jﬁ tq, AT = }[tq’ffn dr = 56 (tq) ndl = / div(tq) dQ
r T r r 2

/Qtdﬂ _ fqntdr

(2 r

v

f [1Q — div(tq)] dQ =0
)




Rownanie bedzie spelnione jesli wyrazenie pod catkg bedzie rowne 0

]ﬁQ—ﬁﬂmﬂML:U——e div(tq) =t Q
(2
Wprowadzmy do réwnania prawo fizyczne Fouriera

div(tg) =1t Q —>  |diw(tDVT)+tQ =0 w obszarze ()

q=-D-VT

Jesli D = k=const (materiat jednorodny isotropowy) i t=const, otrzymujemy
rOwnanie w formie

0 tkﬁT 0 tkaT tQ)Q =0 [tk > T 0T ©
3:1:( 3$)+3y( @y)+ @= : 3:1:2—'_@9*2 Tk




Przypomnijmy rozwazany problem w sformutowaniu lokalnym

0T 9T Q
0 T2 T &

<
S
N

r

qﬂ:an:h
I'=yg

na brzegu Ty d
X

gazie: T (x,y) jest funkcja temperatury, () jest intensywnoscig

generacji ciepla wewnatrz ciala (zrédla ciepla) [J/m?s|, k jest wspolczynni-
kiem przewodnictwa cieplnego materialu [J/°Cms|, g jest wektorem strumie-
nia przeplywu ciepla o sktadowych majacych wymiar [J/m?s|, ¢, jest przeply-
wem, a n jest wersorem normalnym do brzegu I'. Na brzegu I'j, dane jest ¢,
(naturalny warunek brzegowy), natomiast na brzegu I'; dane jest 7' (podsta-
wowy warunek brzegowy).



Zastosowanie MES do rozwigzania problemu ustalonego przeptywu ciepta w
obszarze 2D

Procedura rozwigzania MES

U Dyskretyzacja obszaru

U Stabe sformutowanie wariacyjne Bubnowa-Galerkina dla elementu skonczonego
L Aproksymacja: funkcje ksztattu

O Agregacja: budowa globalnego uktadu rownan

U Rozwigzanie uktadu rownan MES z uwzglednieniem warunkow brzegowych
O Powr6t do elementu skonczonego

Do dyskretyzacji obszaru dwu-
wymiarowego mozemy uzy¢ elementow
trojkatnych z trzema weztami i/lub

~a I
elementéw czworokatnych z czterema

weztami

btad dyskretyzacji (2




O Stabe sformulowanie wariacyjne Bubnowa-Galerkina dla elementu skonczonego

Zgodnie z procedurg metody Bubnowa-Galerkina mnozymy rozwazane rownanie przez

funkcje wagowa V€ 1 catkujemy w obszarze elementu skonczonego

. aZTe aZTe Qe
jev 92 + 3y + e dxdy =0

Uogolnionym twierdzeniem o catkowaniu przez czesci jest twierdzenie Greena-(Gaussa

Twierdzenie 2 (Greena-Gaussa)

e Dia problemow dwuwymiarowych:

/gf;diquﬂzjﬁqqundr—/(vq&)quQ Vo =
Q r 2

gdzie ¢ jest funkcja skalarna

o

ox
dd




62Te 92T

QO Po wykorzystaniu twierdzenia Greena-Gaussa (dla ¢= v®), div(q) =—— + 357
otrzymujemy
_ IE 81?6 8‘1—'& kf‘. (== d d
3:17 8;1: +3y dy — QT e dyr
€ EkE 65"—'6 Ekf‘, 6{1—'6 d
—If vr| e + 1y oy 5

Lub w zapisie macierzowym

/(VHE)TP.:EVTE drdy = /UeQedm dy — j{*u q. ds
{le e e




O Aproksymacja: funkcje ksztaltu

Przyjmiemy, ze obszar elementu skonczonego Q2° bedzie trojkatem, dalej ze funkcje
ksztattu beda funkcjami bazowymi liniowej interpolacji Lagrange’a a wigc nasz
element bedzie opisany trzema weztami z jednym stopniem swobody w wezZle.

A

y (x3¥3)

A°- powierzchnia
elementu

(x5y,)
(xﬁy!)

e
X

{ = [NT N§ N§] — macierz jednowierszowa funkeji ksztaltu.



0 Funkcje ksztaltu

Jak obliczy¢ funkcje ksztaltu
N, =a1x+ by +cq

X1 Y1 1f[a 1 a1 X1
X Y2 1 [b1 = [O] —>|b1| = |x;
x3 Y3 1]la 0 1 X3

N, = a,x + b,y + ¢,

X1 Y1 1{[% 0 a, X4
X3 y2 1{|bz2| = (1| = [bzl =[x,
x3 Y3 1flc 0 Cy X3

N3 = azXx + b3y+ C3

X1 y1 1)as 0 as X1
Xy Yo 1 b3 =0 — \b3] = | X,
x3 y3 1]Lc3 1 C3 X3

Y1
)
Y3

V1
Y2
Y3

V1
Y2
Y3

1™ 0 1| [%2]]43 xg y1 1

1 [1] by| |b2||bs| =[x, y, 1

1 0 C1 Co b3 X3 V3 1
—s



O Aproksymacja

T¢(x,y) = Né(x,y)T®

ve(x,y) = N°(x,y)c®

Te = [Tf T§ T§]T — wektor stopni swobody elementu skoficzonego (war-
todci temperatury w wezltach),

c® — wektor parametréw aproksymacji funkecji wagowej,

i =[N N5 N§| — macierz jednowierszowa funkeji ksztaltu.



Pochodne (wektory gradientu) funkcji temperatury i funkcji wagowej

VT¢ = V(N°T¢) = VN°T® = B°T*
VUE — V(NECE) — VNE e — BECE

" ONy ONy ONi3 1°
B¢ — UN® — x or Or [ @ a3‘|
3N1 @NQ 3N3 bl bz b3
L Oy dy dy
Ni=a;x+by+ci N,=a,x+b,y+c, N3 = azx + b3y + ¢,
% =a aNz — % =a
ox ° ox 42 ox  °
dN dN JdN
— = b, —Z2=p, — = b,
dy dy dy



Wprowadzajac aproksymacje funkcji T® i v do rOwnania wariacyjnego otrzymujemy
uktad rownan MES dla elementu skonczonego

KT* = F°

K¢ = / (BT k¢ Bedx dy = k€ A°(B¢)! B¢

e

gdzie R

A€ = E X2 Yo 1

x3 y3 1
Fe — fe i Peb

fo= [(NTQdedy P = — f(N9Tqds
(le T'e

Jesli Q=const fe= %AE[I 1177



 Agregacja: budowa globalnego ukladu réwnan

Macierz topologii

Wezet
h (1)
1

4 2
1 3 4
4 6 5
3 6 4

(3)
- \
X

1) —— (2)




Macierze i wektory

Wspotrzedne weziow

1

o U1 A W DN

Y1
Y2
Y3
Y4
Ys
Yo



Agregacja macierzy
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QU

5

3

O U A W N R

2
4
5
4

1
2
3
4

Macierz topologii
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o U A W N R

kiz
k22
k32

ki3
k23
k33

1
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Macierz topologii

w A R R

a o w pH

o O O O O O un
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o U A W N R

k12
k22
K32

k13
K23
k33

6
5

Macierz topologii

2
4
5
4

w A R R

1
2
3
4

kootkssthkyq
k3q
ka1

a o w pH




o U A W N R

k12
k22
k32

ki3
k23
k33

6
4

Macierz topologii

2
4
5
4

w A R R

1
2
3
4

4
kiz2+k13
0
kp3tkys
Ko2+kaztkyi+kss
K31

kyqtko3

a o w pH

o O O un



Macierz topologii

Agregacja wektora 5

- Rl el el
, i (3)
1 A 11 4 2
2 2 1 3 4
0 3 4 6 5
3 4 3 6 4
1
1 Fy
- 2 F,
=|F| 4 3 0
F31 2 4 F,
5
6



Macierz topologii

Agregacja wektora 5

\ el
7 . ©)
1 4 1 1 4 2
2 2 1 3 4
1 3 4 6 5
3 4 3 6 4
1
1 Fi+F;
1 2 F;
=|F,| 3 3 F3
F31 4 4 F,+F;
5
6



Macierz topologii

Agregacja wektora 5

4 Wezet
5 ’ (3)
6
1 A 1 1 4 2
5 2 1 3 4
1 3 4 6 5
: 4 3 6 4
1
1 Fi+F;
2 F
F,1 4 ’
e F2 6 3 F3
F31'5 4 Fy+F3+F,
5 I
6 F,



Macierz topologii

Agregacja wektora 5

Wezet
} 3 3)
2 6
1 4 1 1 4 2
2 2 1 3 4
1 3 4 6 5
3 4 3 6 4
1
1 Fi+F;
2 F
F,1 3 ’
F*=|F| 6 3 F3+F;
F31 4 4 Fy+F3+F; +F3
5 F,
6 F,+F,



Globalny uktad rownan MES

ki1tkq1 K13 k12 kiz+kq3
k34 k33 0 0
k21 0 Ko2tk11 k23+k13
kitks; O Kkaztks1  Koptksstkii+kss
0 0 0 k34
0 0 koq koi+kos

0 T, Fi+F;
0 T, F3
0 ki . Ts _ F3+F;
ki3 kiotks, Ty Fy+F;+F;+F;
k33 k32 Ts F3

kas ko +kyy T Fy+F,



Na tym brzegu dana jest warto$¢ przeptywu
ciepta g, A wiec dla weztdw nalezacych do

brzegu wyznaczane sa rownowazniki z:
e e e e e = === - 1

P = — (N gz
|

Uwaga_: Ea}k;j:er;ly_ p_o_br_ze_gzl!_! !_Sprawa jest
nieco atwiejsza jesli brzeg elementu jest linig
rownolegta do ktorejs z osi wspotrzednych.

3
6
4

4 ) Py
6 P* =P,
5 0



Dla weztow brzegowych 1 1 2 wartosci wektora
PP nie sg znane i beda podlega¢ wyznaczeniu.

Uwaga: w tym przyktadzie nie ma weziow
wewnatrz obszaru. Dla takich weztow sktadowe
wektora PP bytyby rowne zero.

Po agregacji otrzymujemy wektor globalny ze
znanymi warto$ciami Py, P,, Ps, Pg 12

nieznanymi P, i P,.

P> =




W przypadku brzegu na ktorym zadana jest
wartos¢ temperatury wektor bedzie zawierat
dwie znane wartosci T, 1 T, I cztery nieznane T,

T, T51 T




Globalny uktad rownan MES po uwzglednienie warunkow brzegowych

kiz kizs kg 0 0]
0 k33 ks
0 Fus kg
0 0 ke,
0 kes  key

Niewiadome pierwotne

.-
f2
f3
fa
fs

 f6-

Niewiadome wtorne



U Powrét do elementu skonczonego

n Jaka jest wartos¢ temperatury w

~ wybranym punkcie o wspotrzednych
(Xp,Yp)- Punkt nalezy do elementu 2.
Rozwigzaniem sg wartos$ci temperatury w
weztach siatki skonczenie elementowe;j




U Powrét do elementu skonczonego

Macierz topologii

Wezet
n (1)
1

4 2
1 3 4
Yo 4 6 5
3 6 4
3\ Z macierzy topologii odczytujemy, ktore
wartosci z wektora temperatury naleza
do elementu 2
y 7,1 1
Xp X T2 = (T5| 3
T,1 4



U Powrét do elementu skonczonego

Wartos$¢ temperatury w punkcie
obliczamy z uzytej aproksymacji
podstawiajgc za X=X, I y=y, oraz funkcje
— ksztattu obliczone dla elementu 2

T¢(x,y) = N°(x,y)T®

T
T?(x,y) = [Ni(x,y) Na(x,y) Ns(x,y)] !Tsl
Ty




U Powrét do elementu skonczonego

Tak samo mozemy znalez¢ wektor

strumienia przeptywu ciepta

podstawiajgc za X=X, | y=y, oraz

— pochodne funkcji ksztattu obliczone dla
elementu 2

Iy
I3
Ty

q*(x,y) = —kB?

" ONy ONy ON3 1°

A . B — UN® — dx dx dx
X N | ONy ONy 9N,




d Zadanie obliczeniowe

Przyklad 6.8. Wyznaczymy rozklad temperatury dla tarczy pokazanej na
rys. 6.32 [9]. Jest ona wykonana z materialu jednorodnego i izotropowego, dla

A

y
qn=30
AL A A A A A A A
7 N
] 7=10°C
7 k=4 1/"Cms
L e —-— m
4,=0 . 0=45 J/m’s
g
-~
-] N
YY Y Y Y Y Y VvY°%v
q,=30
L 2m N

Rys.6.32. Tarcza z przeplywem ciepla

ktérego k =4 J/“Cms. Grubosé tarczy t = 1 m. Intensywnos¢ generacji ciepla
(Q = 45J/m?s. Na brzegu = = 2m zadany jest podstawowy warunek brze-
gowy T = 10°C, natomiast naturalny warunek brzegowy ¢, = 30J/m?s jest
okreslony na brzegach y = 1m iy = —1m oraz ¢, = 0 jest na brzegu = = 0.



Dyskretyzacja

a) ‘

¥

-~

FTTTTIT

g
=

7=10°C

PR

q,=0

Vi
1 0 0
2 2 0
{m 3 2 1
4 0 1
Numer elementu N 1
skonczonego HImELy Weztow
1 123
2 134




Obliczenia

4 0 —4 ]

0 1 —1

| -4 -1 5
fl=r=

Q
3

1[-1 10

B' =
2[ 0 -2 2
1l 01 -1

2 _ =
B 2[-4 0 2

Aft11)T=15111]F



Obliczenia

pjt —

1

15
15— 30

1530 |

1
ufq“N“'l(m = 2.y)dy

15
—15
—15




Rozwigzanie

10
5 —d
4 5
0 —1
20

— -2

Py’ = -5




Rozwigzanie

T =[20 10 101"
o

gt = —2 -1 Lo 10| = 20 (.]/]:[125)
0 -2 2|, 0

T? =20 10 157

20
o ] 01 <1 |10 )
4= 2!—2 0 2] 12 _120](‘]/”15)




Zastosowanie MES do rozwigzania problemu ustalonego przeptywu ciepta w
obszarze 2D

Rozwigzanie ABAQUS
Node NT11
Label aLoc 1 1
1 10.
2 15.
E 20
il
Element Int HFL.Magnitude HFL.HFL1 3 HFL.HFLzZ
Label Pt @Loc 1 @aLoc 1 @Loc 1
1 1 22.3607 10. 20.
1 2 22.3607 10. 20.
1 3 22.3607 10. 20.
Z 1 20. 20. 0.
Z . 20. 20. 0.
2 2 20. 20. 0.
m




Rozwigzanie ABAQUS

Ox(X.) h

ay(x.y) -

SNSRI




