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Warunki zaliczenia

WYKtAD

* Wyktady s3 obowigzkowe (zgodnie z
postanowieniami regulaminu) ale ...

* Obecnos¢ na wyktadach moze nie by¢
kontrolowana

 Warunkiem zaliczenia wyktadu jest uzyskanie
pozytywnej oceny z pisemnego egzaminu
koncowego



Warunki zaliczenia

LABORATORIUM
e Zajecia laboratoryjne s3 obowigzkowe
* Dopuszcza sie JEDNA nieobecnos¢

* W przypadku usprawiedliwionej nieobecnosci
zajecia mozna odrobic z inng grupa

 Warunkiem zaliczenia laboratorium jest
wykonanie zadan podczas zajec
laboratoryjnych




Warunki zaliczenia

PROJEKT

Zajecia projektowe sg obowigzkowe
Dopuszcza sie JEDNA nieobecnosc

W przypadku usprawiedliwionej nieobecnosci
zajecia mozna odrobic z inng grupa

Warunkiem zaliczenia zajec projektowych jest
wykonanie i oddanie w wyznaczonym terminie
sprawozdan z rozwigzania wybranych
zagadnien
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Zakres i cel zajec

Wyktad

Schemat komputerowej analizy konstrukcji, modele matematyczne dla
probleméw mechaniki, metoda wariacyjna Bubnowa-Galerkina

Podstawowe etapy procedury metody elementdéw skonczonych
Zastosowanie MES do problemu ustalonego przeptywu ciepta w obszarze 2D
Zastosowanie MES do liniowego problemu teorii sprezystosci.

Zastosowanie MES do problemow 1D i 2D zaleznych od czasu

Egzamin w formie pisemnej

Projekt

Realizacja projektu zaliczeniowego z wybranych zagadnien :
Metoda wariacyjna Bubnowa-Galerkina rozwigzania problemu brzegowego

Algorytm metody elementow skonczonych na przyktadzie rozwigzania
rownania rozniczkowego zwyczajnego rzedu drugiego

Rozwigzanie MES problemu ustalonego przeptywu ciepta w obszarze 2D
Rozwigzanie MES tarczy w ptaskim stanie naprezenia



Laboratorium

Wprowadzenie do systemu ABAQUS na przyktadzie analizy belki

Rozwigzanie MES problemu przeptywu ciepta w obszarze 2D z uzyciem
systemu ABAQUS

Analiza naprezen w tarczy sprezystej z u zyciem systemu ABAQUS
Rozwigzanie MES problemu zaleznego od czasu
Wykonanie zadan laboratoryjnych, dyskusja wynikow



Metody komputerowe

Metody rozwiazan przyblizonych, wykorzystywane w mechanice komputerowe;.
W formutowaniu tych metod korzysta sie w duzym stopniu z zaawansowanego
aparatu matematycznego (metody wariacyjne, analiza funkcjonalna) co pozwala
rozwiazywac skomplikowane zagadnienia i dowodzi¢ zbieznosci ich rozwiazania.
WSsréd metod komputerowych mozna wymieni¢ metode elementow
skonnczonych (MES), metode elementéw brzegowych (MEB), uogélniong
metode réznic skoriczonych (UMRS) czy bezelementowa metode Galerkina
(BMG).

Termin metoda komputerowa czesto jest uzywana jako nazwa procesu
projektowania lub analizy konstrukcji z wykorzystaniem metod obliczen
przyblizonych, zaimplementowanych do komputera w formie programow
napisanych w réznych jezykach programowania.



Programy te umozliwiaja symulacje kinematyki lub dynamiki uktadu, analize
przeptywu ciepta i masy, naprezen i innych cech projektowanego wyrobu. Pozwala
to na znaczne przyspieszenie procesu projektowania i przede wszystkim na
obnizenie kosztéw projektowania. Do tej grupy oprogramowania naleza m. in.

Abaqus, ADINA, ANSYS, NX Nastran, FEMAP.

b
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Tblqd rozwigzania

blad rozwigzania i dyskretyzacji

blad rozwiazania i modelowania

Rys. 1: Schemat komputerowej analizy konstrukcji



Modelem matematycznym moga by¢ odpowiednio sformutowane problemy
brzegowe (lub poczatkowo brzegowe) dla réwnan rézniczkowych (zwyczajnych lub
czastkowych) lub pewne funkcjonaty podlegajace minimalizacji.

Pierwszy przypadek to sformutowanie lokalne (SL), drugi natomiast to
sformutowanie globalne problemu (SG). W budowie komputerowej metody
analizy konstrukcji preferowane jest sformufowanie globalne.

Trudnos¢ jednakze polega na tym, ze nie wszystkie problemy, a tylko tzw.
problemy samosprzezone mozemy rownowaznie opisa¢ w sformutowaniu lokalnym
lub globalnym. Przyktadem problemu samosprzezonego jest liniowy problem
teorii sprezystosci (LPTS) opisany 15. réwnaniami rézniczkowo-algebraicznymi
ze stosownymi warunkami brzegowymi lub pewnym funkcjonatem.

Funkcjonatem w LPTS bedzie funkcjonat catkowitej energii potencjalnej
uktadu.

Jesli rozwazany problem w sformutowaniu lokalnym nie jest problemem
samosprzezonym, mozna budowac réwnanie catkowe wykorzystujac metody

wariacyjne (SW).



Rozwazmy pret o powierzchni przekroju poprzecznego A(x) i dtugosci L. Pret
zrobiony jest z materiatu o module Younga E. Pret jest obcigzony obcigzeniem
ciagtym dziatajacym wzdtuz osi preta o intensywnosci g(x) i sita skupiona P.

Rys. 2: Pret rozciagany

Tak zdefiniowany problem moze by¢ uznany za problem jednowymiarowy, jesli
wymiary przekroju poprzecznego preta s3 mate w stosunku do jego dtugosci, co
pozwala przyjac, ze naprezenia po wysokosci preta s3 pomijalnie mate w stosunku
do naprezen wzdtuz preta.



Rownanie rézniczkowe, bedace modelem matematycznym problemu preta
rozciagganego, otrzymamy rozwazajac nieskonczenie maty element dx preta.

(x)

N() N(x)+dN(x)
—
A(x) Ax+dy) *

.

Rys. 3: Element dx preta

N(x) i N(x)+ dN(x) sa sitami normalnymi dziatajacymi w przekrojach A(x)
i A(x + dx). Korzystajac z warunku réwnowagi mozemy zapisaé

—N(x) + N(x) + dN(x) + g(x)dx = 0. (1)
Zatem, nasze rownanie bedzie miato postac
dN(x
) + a0 =0, )

0<x< L.



Sife normalng (podtuzna) stanowi suma naprezenn normalnych na catym
przekroju. Jesli naprezenia s3 state w przekroju preta, to mozemy je okresli¢

z zaleznosci
o (x) = % 3)

I nastepnie

N(x) = ax(x)A(x). (4)

Wykorzystujac rownanie fizyczne (konstytutywne, Hooke'a) okreslajace zaleznos¢
odksztatcenia od naprezenia

0x(x) = Eex(x), (5)

i rownanie geometryczne (Cauchy'ego) wiazace ze zoba przemieszczenia
i odksztatcenia

() = 2 (6)
bedziemy mogli napisac ;
N(x) = EA(x) 3. (7)

dx



Wykorzystujac zaleznosc

V() = EAG) 52, ©)
bedziemy mogli zapisac¢ rownanie rézniczkowe w formie
d u(x)
P (EA(X) i ) + q(x) =0, (9)
0<x<L,
lub jesli EA = const.
2
EAddL;(:) + q(x) =0, (10)

0<x< L.



Do rozwiazania takiego rownania rézniczkowego potrzebne jest jeszcze
sformutowanie warunkow brzegowych na brzegach preta.

Rownanie jest drugiego rzedu, zatem wymagane s3 dwa warunki brzegowe,
ustalajace wartosS¢ przemieszczenia v lub sity P. Jednoznacznosc rozwigzania
wymaga, aby warunki brzegowy podane byty na dwoch réznych brzegach.

u(x =0) =0, (11)
N(x=1L)= EAd—u =P= EAd—u = P. (12)
dx | _; dx | _;

Pierwszy warunek dla funkcji v nazywany jest podstawowym (kinematycznym)

du
warunekiem brzegowym, natomiast drugi, dla pochodnej funkcji — jest nazywany

dx
naturalnym (statycznym) warunkiem brzegowym.



Ostatecznie model matematyczny problemu preta rozcigganego bedzie miat

postac
e GO ROR (13)
0 <x<L,
u(x =0) =0, (14)
N(x=L) = EAj;’ —P. (15)




Rownanie rozniczkowe mozna zapisa¢ w tzw. formie operatorowej

Au=f, (16)
gdzie
d d
jest liniowym operatorem rézniczkowym oraz f = —q(x).

Taki zapis pozwala na ujednolicenie réwnan rézniczkowych bedacych modelami
matematycznymi réznych problemow fizycznych.

Jedli u(x) = T(x) bedzie temperatura w precie, E = k bedzie wspdtczynnikiem
przewodzenia cieplnego materiatu, a f(x) = —Q(x) bedzie cieptem wytwarzanym
lub dostarczanym przez brzeg, to podane réwnanie bedzie modelem
matematycznym problemu stacjonarnego przeptywu ciepta.



Poprzednie rownania problemu brzegowego sformufowalismy analizujac stan
rownowagi w punkcie materialnym ciata. W efekcie otrzymalismy rownanie
rozniczkowe. Taki sposob budowania modeli matematycznych uzasadnia nazwe
sformutowanie lokalne problemu.

Innym sposobem jest sformutowanie globalne, w ktérym rozwiazanie
otrzymujemy w wyniku minimalizacji pewnego funkcjonatu.

W analizie zagadnien mechaniki ciata sprezystego takim funkcjonatem jest
catkowita energia potencjalna.

Problem, ktérego rozwigzanie mozna otrzymac rozwiazujac rownanie rézniczkowe
lub minimalizujac odpowiedni funkcjonat, nazywa sie problemem
samosprzezonym.



Kazde ciato pod dziataniem sit zewnetrznych doznaje deformacji, na ktorych sity
obcigzajace wykonuja pewng prace L. Praca ta w przypadku adiabatycznego
procesu termodynamicznego (takiego, podczas ktérego izolowany uktad nie
nawigzuje wymiany ciepta, lecz catosc energii jest dostarczana lub odbierana

z niego jako praca, nie zachodzi dyssypacja energii) jest niezalezna od sposobu jej
wykonania i réwna sie przyrostowi energii wewnetrznej ukfadu W, czyli takiej
funkcji, ktorej przyrost jest rowny pracy dostarczonej uktadowi

L=W. (18)
Rownos¢ ta wynika z | prawa termodynamiki dla proceséow adiabatycznych.

Takie cechy s3 charakterystyczne dla uktadow sprezystych.



Mozna dowiesc, ze w przypadku ciata sprezystego i obciazen statycznych energia
wewnetrzna uktadu jest jest rowna energii potencjalnej, ktéra réwna sie pracy sit
wewnetrznych na odksztafceniach przez nie wywotanych i nazywana jest energig
sprezystg ukfadu U.

W =U. (19)

Energia sprezysta

Podsumowujac, dla ciat sprezystych i procesu adiabatycznego energia sprezysta U
to praca sit wewnetrznych na odksztatceniach przez nie wywotanych.

Energia ta jest odwracalna, co oznacza, ze po usunieciu sit obcigzajacych zuzywa
sie na odzyskanie poczatkowej konfiguracji ciata i w nie naprezonym i nie
odksztatconym stanie jest rowna zeru.



Energie sprezysta mozna zapisa¢ w formie

U:/¢dv. (20)

Vv

gdzie ¢ jest energia sprezysta wiasciwg (gestoscia energii sprezystej) i dla ciata
Hooke'a wynosi
@ w zapisie wskaznikowym
¢ = Sojey;, (21)

@ w zapisie macierzowym
b=_c'c (22)



Na rysunku oznaczono:
@ V — objetos¢ ciata,
@ S — brzeg ciata ze zdefiniowanymi
warunkami brzegowymi,

@ g — wektor intensywnosci sit objetosciowych,

@ t — wektor intensywnosci sit

" 1 powierzchniowych.
Rys. 4: Ciato
Catkowita energia potencjalna ciata sprezystego bedzie zatem rowna
NnN=u-1L, (23)
1 1 1
ﬂ:—/JEE,-jdV——[g;u;dV——[t;u;dS, (24)
2 )y 2 )y 2)s

nzlf Tsdv—E/ungv—lfuTtds. (25)
2 )y 2)v 2 s



Rys. 5: Pret rozciggany

W przypadku sformufowania globalnego preta rozciaganego, musimy wyznaczyc
catkowita energie potencjalng preta Il

N=U-L,— Lp, (26)

gdzie U jest energia sprezysta preta, L, jest praca obcigzenia cigglego a Lp to
praca obcigzenia skupionego.



Energia sprezysta wynosi

1
UZE/VJEdV’

dv = A(x) dx,
0x(x) = Eex(x),
_ du(x)

ex(x) = dx

wykorzystujac dodatkowo

mozemy napisac

U= %_[LEA(X)EE(X) dx = %-[LEA(X) (dzgj))z dx.

Dla EA = const. bedziemy mogli napisac

U= %EAfL(d‘;S‘))zdx.

(27)

(28)
(29)

(30)

(31)

(32)



Praca obcigzenia ciggtego wynosi

L, = /L q()u(x) dx, (33)

a praca obcigzenia skupionego na koncu preta
Lp = Pu(L). (34)

Ostatecznie, catkowita energia potencjalna preta wynosi

N=U—L,—Lp— %EA/L(dZ—S))E dx — flq(x)u(x)dx _Pu(l).  (35)

Rozwigzaniem tak sformutowanego zadania bedzie taka funkcja przemieszczenia
u(x), dla ktérej energia potencjalna I osiggnie minimum.

Spostrzezenie: zaleznos¢ na energie potencjalng 1 nie zawiera drugiej pochodnej
) d?u

funkcji przemieszczen ——, rownanie rozniczkowe zawierato!
dx2
X



Przyklad budowy stabego rownania wariacyjnego

* Rozwazmy problem brzegowy (w sformutowaniu lokalnym)
x*u”" +2xu' +u+1=0 (36)

z warunkami brzegowymi
(p.w.b.)u(1) =1, u'(2)=1(n.wb.)
(p.w.b.) = podstawowy warunek brzegowy
(n.w.b.) = naturalny warunek brzegowy

W obszarze
x € (1,2)
To samo roOwnanie mozemy zapisa¢c w formie
d(x?u’
(*u) 10 (37)

dx



Mnozymy réwnanie (37) (lub 36) przez tzw. funkcj¢ wagowa v(X),
wystarczajaco gtadka i speiniajacg jednorodny p.w.b. (v(1)=0) i catkujemy

w obszarze rozwigzania

[2v (d(’:“') +u+1) dx=0 (38)

1 X

Calkujemy przez cz¢sci w celu zrownania rzedu pochodnych funkcji
pierwotnej u(x) i funkcji wagowej v(x)

Wzor catkowania przez czesci

b b b
J,v-w'dx=v- w'l - J, v w'dx (39)

X=

2
(vx?u")] 2—(vx2u’)| * j (—v'x%u +vu +v)dx =0 (40)
X= = 1

v2)u'(2) —v(Du'(1) + flz(—v’xzu’ +vu+v)dx =0 (41)



Sformutowania wariacyjne

3. Wprowadzamy do (41) warunki brzegowe: u'(2) = 1iv(1) = 0,
otrzymujgc koncowa postac tzw. stabego rownania wariacyjnego:.

2
j (—v'x?u’ + vu + v)dx + 4v(2) =0 (42)
1

Z podstawowym warunkiem brzegowym u(1)=1. Naturalny warunek
brzegowy zostal wprowadzony do rOwnania (42).

Wyprowadzone zostato stabe sformutowanie wariacyjne problemu (37). Stabe,
bowiem:

*  Wyjsciowe rownanie rézniczkowe jest spetnione w sensie calkowym
* Obnizone jest wymaganie dotyczace ciagtosci funkcji u(x)

*  Wymagane jest tylko spetienie podstawowego warunku brzegowego

1o samo sformutowanie otrzymujemy dla rownania (36).



Sformutowania wariacyjne

Uwaga: Wystepowanie niejednorodnego p.w.b. (u nas u(1)=1) moze w
obliczeniach numerycznych prowadzi¢ do niejednoznacznos¢ rozwigzania
(przestrzen rozwigzania nie jest liniowa). Dlatego zawsze bedziemy
transformowac wyjsciowy problem brzegowy do problemu z jednorodnymi
p.w.b. i taki ,,nowy” problem rozwigzywac.

Przyktad:

Dany jest problem brzegowy:
—y"" + m?y = 2n? sin(mx), x € (0,1) (43)
y(0)=1, y'(1)=05
Przyjmujemy rozwigzanie w formie: y = u + u,
uy - funkcja spetniajgca niejednorodny p.w.b. (musimy ,,zgadnaé” np.
Ug(x) =x+1bouy(l) =0+1=1.
u(x) - funkcja spetiajaca jednorodny p.w.b. (stady =u + x + 1, oraz
y=u+1 y"'"=u"



Rozwazmy réwnanie operatorowe

Au= fdlax € w
u = 0 na brzegu dw

Budujemy réwnanie wariacyjne (catkowe)

jv(Au — fldw =0

®
Szukamy rozwigzania przyblizonego (aproksymacyjnego) przyjmujac:
dla funkcji pierwotnej: u = Y¥_; @, = @c = cT T

dla funkcji wagowej: v = Y¥_. 6,d;, = 0d =d’0T

gdzie, dj 1 ¢, parametry aproksymacji,

0, - funkcje bazowe, spetniajace jednorodne p.w.b.

@, - funkcje bazowe, spetniajace wszystkie warunki brzegowe
Podstawiamy (46) do (45)

(44)

(45)

(46)



deBT(Aq)c —fdw =0 (47)
®
d’ j(—)TA(p dwc—jBdea) =0 (48)
6)) o
dla d” # 0
Kc=F=>c¢
gdzie
—raT
K—{DG A dw (49)
F =f9dea)
®

Jesli przyjmiemy ¢ = 0, k=1..N, to otrzymamy metod¢ residuow wazonych
w sformutowaniu Bubnowa-Galerkina i rownania (49) sa woéwczas:



K=[ @"A@ dw

o
F = f(prdw
®

(50)

Jesli operator A (u nas takie beda) jest dodatnio okreslony to w rOwnaniu (45)
mozna wykona¢ catkowanie przez czesci otrzymujac stabe sformutowania
wariacyjne i wowczas w metodzie Bubnowa-Galerkina funkcje bazowe musza
spetiac¢ tylko jednorodne p.w.b. (n.w.b. wystgpi w funkcjonale). Powoduje to
Znaczne poszerzenie przestrzeni funkcji bazowych ¢, . Takie postepowanie
bedziemy nazywac metodqg Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu stabym lub
w stabym sformutowaniu wariacyjnym.



Metoda residuow wazonych

Algorytm rozwigzania problemu metoda Bubnowa-Galerkina w stabym
sformutowaniu wariacyjnym:

Transformacja problemu brzegowego do problemu z jednorodnymi p.w.b.
Budowa stabego rOwnania wariacyjnego (tzn. z wycatkowaniem przez
CZ€SCl)

Przyjecie N funkcji bazowych ¢, spetniajacych jednorodne podstawowe
warunki brzegowe

Ulozenie i rozwigzanie uktadu N rownan metody Bubnowa-Galerkina ze
wzgledu na nieznane parametry C,

Koficowe rozwigzanie: y = Yn.q @ Cx + Ug

Przyktad: Obliczy¢ metoda B-G w sformutowaniu stabym funkcje
przemieszczenia u(x) osi preta rozcigganego o dlugosci L

EAu" (x) + q(x) =0,
u(0) =0,EAu'(L) =P



Wprowadzenie do metody elementéw skoriczonych (MES)

Klasyczne metody wariacyjne (np. metoda Bubnowa-Galerkina):

* mogg by¢ efektywnie wykorzystane tylko do rozwigzania
probleméw z malg liczba stopni swobody. Spowodowane jest
to w gldwnej mierze z trudnosciami w doborze funkcji
wagowych

* funkcje aproksymacyjne (wagowe) zmieniajg si¢ w zaleznosci
od rozwigzywanego problemu (nie tylko zalezg od rownania
ale takze od warunkow brzegowych 1 obszaru rozwigzania) ,
przez to rozwigzania nie moze by¢ zautomatyzowane

Oznacza to, ze poprawa efektywnosci metody wariacyjnej zalezy
od tego czy mozliwe jest, dla danej klasy problemow,
konstruowanie funkcji aproksymacyjnych dla dowolnych
obszarow z wariacyjnie zgodnymi warunkami brzegowymi. Takie
mozliwosci stwarza metoda elementow skonczonych



Wprowadzenie do metody elementéw skoriczonych (MES)

Metoda elementow skonczonych jest procedurg wariacyjng, w
ktorej funkcje bazowe sg wyznaczane w obszarze zastgpionym
przez zbidr prostych podobszarow , na jakie zostat podzielony
caly obszar rozwigzania. Podobszary te, nazywane elementami
skonczonymi, maja zwykle proste geometryczne ksztatty, co
utatwia budowanie funkcji aproksymacyjnych. Funkcje te nie
zalezg od danych warunkdéw brzegowych 1 innych danych
definiujacych problem. Wszystko to powoduje, ze MES w
wyjatkowo dobry sposdb nadaje si¢ do obliczen komputerowych
dzieki tatwosci jej zalgorytmizowania.



Podstawowe etapy procedury MES

Rozwigzanie typowego problemu metodg elementow
skonczonych jest realizowane w nastepujacych etapach:

U Podzial obszaru rozwigzania na podobszary czego wynikiem
jest zastgpienie obszaru rozwigzania zbiorem elementow
skonczonych (dyskretyzacja). Typ elementu zalezy od obszaru
1 rodzaju rozwigzywanego rOwnania rozniczkowego.

» Ustalenie liczby weztow 1 elementow skonczonych,
tworzacych tzw. Siatke skonczenie elementowq

* Wygenerowanie wspotrzednych weztow siatki 1 tablicy
topologii (lub incydenciji), ktora zawiera relacje miedzy
numerami elementow 1 weziow siatki



Podstawowe etapy procedury MES

L Wyznaczenie rownan MES dla elementoéw:

* sformulowanie rOwnania wariacyjnego w obszarze elementu
skonczonego jedng z metod wariacyjnych (np. metodg
Bubnowa-Galerkina)

* Aproksymacja nieznanych funkcji w elementach skonczonych

U Zlozenie (agregacja) elementow w jeden uktad, czyli budowa
uktadu rownan przy wykorzystaniu warunku zgodnosci
zmiennych weztowych (co oznacza, ze wartosci tych
zmiennych we wspolnym wezle przynaleznym do réznych
clementow skonczonych musza byc takie same). W rezultacie
otrzymujemy uktad rownan MES calego problemu.



1 Uwzglednienie warunkéw brzegowych, czyli wprowadzenie
podstawowych 1 naturalnych warunkow brzegowych do
zagregowanego uktadu réwnan.

L Rozwigzanie uktadu réwnan ze wzgledu na niewiadome
wezlowe

[ Obliczenie dodatkowych wielkosci np. obliczenie warto$ci
funkcji rozwigzania 1 ich pochodnych w innych niz wezly
punktach obszaru.



U Fizyczna: podziat konstrukcji na komponenty (elementy) i1 ztozenie
w jeden uktad dyskretny zgodnie z zasadami rownowagi

Dla potrzeb zrozumienia podstawowych etapow procedury MES, znalezienia
pewnych cech charakterystycznych ilustrujacych metode MES i zdefiniowania
pewnych pojec zwigzanych z MES, tymczasowo potraktujemy metode jako
sposob bezposredniego budowania réwnan réwnowagi konstrukcji, przez
rozwazenie rownowagi pewnych podobszaréw, a nastepnie ich ztozenie w jeden,
globalny uktad réwnan réwnowagi.

O Matematyczna: rozwigzanie problemu brzegowego metoda
wariacyjng (np. Bubnowa — Galerkina) z lokalnie definiowanymi

funkcjami wagowymi.



Idealizacja
Model Dyskretyzacja

obliczeniowy 'l‘

|
!

|

Rys. 16: ldealizacja i dyskretyzacja konstrukcji

Physical FEM

S BEEEEES = generally
I Ideal  §  jrrelevant
: Mathematical 1€
i model |
'.----T ..... 1
i
1 SOLUTION
Discrete & : Discrete
model solution

IDEALIZATION & T VERIFICATION

Ll L solution error

simulation error= modeling + solution error

VALIDATION




Przyktadem najprostszego elementu skonczonego moze byc sprezyna o sztywnosci

k.

I””@”F”@””I

Rt u KBl

Rys. 17: Najprostszy element skonczony

Podstawowe parametry elementu skonczonego:
@ wezty: i, j (oznaczenie lokalne, zwigzane z elementem skonczonym),
@ sztywnosc: k°,
@ przemieszczenia w weztach: uf, uf (oznaczenie lokalne),
o sity w weztach: Ff, F7 (oznaczenie lokalne).



Zwiazek sity z przemieszczeniem mozemy napisa¢ w postaci

Fe = k® - Auf,
Au® = of — uf.

Korzystajac z warunku rownowagi, mozemy napisac
i dla kazdego z dwoch weztow

Fp = —F® = —k® (1 — o) = k° - uf — k- o,

Ff:Fe:ke(u?—u?) =—k*-u;y + k- i}
Zapiszmy ten ukfad w postaci macierzowej

e el ]=[R ]



Po oznaczeniu

—k*  k°

ut = |
N

e
FP=| o,

F
uktad réownan bedzie miat forme
K°u® =F°

gdzie:
@ K® — macierz sztywnosci elementu skonczonego,
@ u® — wektor przemieszczen elementu skonczonego,
@ F® — wektor sit weztowych elementu (obcigzenie, reakcje).



. [ ke -k
o] £ E]

Spostrzezenia:
@ macierz sztywnosci K® jest symetryczna K& = (K®)T,
@ policzmy wyznacznik macierzy sztywnosci

Ke = k- K — (—Ko)(—k) = (K°) — (K =0,
Co to oznacza? Czy mozemy rozwigzac rownania? Jaka jest interpretacja

Warto zaznaczyc, ze wystarczy podac tylko jeden warunek brzegowy dla
przemieszczenia u®, zeby rozwigzac rownania.

e

Jezeli uf = 0 (zamocowalismy koniec i sprezyny), to uf = T



Rozwazmy uktad dwéch sprezyn

® @ @ @

I X
0 0 ; :
F! =3 F, =—— 1—‘*’i l—)FE

Rys. 18: Dyskretyzacja uktadu dwodch sprezyn

Dla kazdego elementu skonczonego, mozemy napisac uktad rownan réwnowagi
(uzywany oznaczen lokalnych)

kL kL[] [ F
Kt kW | TR
KR R[] [F
Al



W kazdym wezle oznaczmy przemieszczenia (korzystamy z warunku zgodnosci
przemieszczen w wezle 2)

- |
U1—U1,

1 2
UEZUE :ul,

2
U3 — UE'-'

i sity, korzystajac z warunku rownowagi

F=FL,
Fo=F; +F,
Fs = F2,

co prowadzi do zaleznosci

Fi = kluy — klup,

Fo=—kluy + k'up + K up — K us,

Fs = —Kk'uy+ k’us.



Po przeksztatceniu otrzymamy

Fl = klul — kll'..'z,
Fo=—k'un + (k' + k) ua — K us,
F3; = —I{EUE + I{EU}

Wykorzystujac powyzsze rownania, rownania rownowagi dla elementow
skonczonych w zapisie macierzowym beda miaty postac

kl —kl 0 i = U} Fl = F]:_l
—kr k' kP —k? mw=w=u |=| R=FR+F |,
0 —k? k2 uz = U3 Fs=F;
lub krétko
Ku = F,
gdzie:

o K — globalna macierz sztywnosci,
@ u — globalny wektor przemieszczenia,

o F — globalny wektor sit weztowych.



Zapiszmy wktad rownan rownowagi dla elementu skonczonego, rozszerzajac
macierze i wektory w taki sposdb, aby zawieraty wszystkie globalne
przemieszczenia

KUo—k! 0] [ Fi
kKo | wm|=|F,
0 0 0| us 0

)

kKlup — klup +0- 3 = F}
— k' + ku + 005 = le ;
0-1+0-up+0-u3=0
i w podobny sposéb dla drugiego elementu skonczonego
0 0 0 U 0

0 K -k ||wm|=]|F
0 —k2 k|| us F2



Po dodaniu ukfadow otrzymamy

k' —k' 0 0 0 0 u Fl
—kl Kkt 0|+ |0 KT —k2 w | =| F
0 0 0 0 —k* kK U3 0

czyli taki sam wynik jak poprzednio.

R

Powyzsza operacja sktadania lokalnych (dla pojedynczych elementow
skonczonych) uktadow rownan réwnowagi do jednego globalnego (dla wszystkich
elementéw skonczonych) uktadu réwnan réwnowagi nazywa sie agregacjq.

0
2
F2

i



Nalezy zwrécic szczegolna uwage na sposéb numerowania wezfow, ktory istotnie
wptywa na wynikowe réwnania réownowagi.

Jesli ponumerujemy wezty jak na rysunku

@kl@gkz@)

WWWWA= —

ur—>=3F, u—=3F  u/>=3F

Rys. 19: Inna numeracja weztow

nowe macierze sztywnosci i nowy uktad rownan bed3 miaty postac

Kl 0 —k! k2 —k2 0
K! = 0 0 0. Ki=| -k Kk 0|,

—k' 0 Kk 0 00

kl—l—k?' —k? —kt us F

_kE k? 0 iy = F1

—kl 0 kl s Fz



Rozwiazmy uktad dwoch sprezyn, z zamocowana sprezyna 1 i obciazony dwiema
sifami P.

k1®@k2®P

_..._
I | X

”‘1_"“!_‘F 1 uz_"!_)F 2 uz._"l_} F,

Rys. 20: Uktad dwéch sprezyn

Rozszerzone uktady réwnan réwnowagi MES dla poszczegélnych sprezyn beda
miaty postac

Tk —kY 0] [ ] S
—kl k' 0 w | =1 A |,
0 0 0| us | 0
[0 0 0/ vy 0 ]
0 k2 —k2 wm | =| F?

0 —k* k2| | us F3



Po agregacji uktad rownan dla uktadu sprezyn mozna zapisac w postaci

KU~k 01 [ m=0 Fi
—Kk' K+ k2 k|| - | =P
0 -k k|| u F=P

)
kl-U—kll..‘g—FD-Ug:Fl

—kl -0+ (kl —|—k2)h‘2 — )‘(2!.:'3 =P .

U-U—kEUE—l—kEUg:P

|

Uktad rownan zawierajacy tylko zmienne pierwotne bedzie miat postac

e Hﬁ[ﬂi][ﬁ}

(kl + kz)UQ — k2U3 =P
—k’us + KPus = P



Po pewnych przeksztafceniach otrzymamy

klu, = 2P
K+ Kus=P

i dodatkowo
—kll'.lz = F1.
Rozwiazanie ukfadu wynosi
2P 2P P
UEZF., HEZF—I_E? F1:—2P



Rozwazmy ukfad trzech sprezyn.

Przyjmijmy nastepujace
i 2] r IS dane:

| | /X

i | | | k! =100 N/mm,
ur—=3F,  uy>m=>F, u7>=>F,  u—~3F, k2 = 200 N/mm,

k3 = 100 N/mm,
@ sita P =500 N.

Macierze sztywnosci elementéw bed3 wynosity odpowiednio

KL — 100 —-100 K2 — 200 —200 K3 — 100 —100
| =100 100 |’ ~ | —200 200 |~ ~ | =100 100 |°

Rys. 21: Uktad trzech sprezyn

a globalna macierz sztywnosci

100  —100 0 0]
K _ | —100 100+200  —200 0
0 —200 200+100 —100

0 0 ~100 100




Globalny uktad rownan MES

100 100 0 0][w=0 F
~100 300 —200 O || w _ | B=o0
0 —200 300 —100 | | us ~ | F=500
| 0 0 -100 100 || w=0]| | F

Uktad réwnan zawierajace tylko zmienne pierwotne bedzie wynosit
300 —200 | [0
—200 300 us | | 500 |’

—].DDUQ = F1
—100us = F4

i dodatkowo




Rozwigzanie uktadu wynosi
u=2mm, wuz=3mm, F =-200N Fs=—300N.

F,=-200 N F=500N F=-300N

— -
X

&

I I
i
u,=2mmi— u,=3mm-—

Rys. 22: Przemieszczenia i reakcje

Sprawdzmy poprawnosc obliczonych reakcji:
P+ F + Fs=0= 500—-200— 300 = 0.

Jakie wartosci osiagaja sity F? i F# dziatajace na sprezyne 2:
K2 2 _ F2

k? —k2 w=u | | Ff
—k? k? u3£u§ a F22 ’

200 —200 ][ 2] [ F? _ F2 1 [ —200
—200 200 || 3| | F? F2 || 200 |



Procedura agregacji raz jeszcze.

k]@

Rys. 23: Uktad czterech sprezyn

Zbudujmy macierz topologii taczaca lokalne numery weztéw elementéw
skonczonych i i j z globalnymi numerami weztow.

Tabela 2: Macierz topologii

Element | Wezet i =1 Wezetj =2
1 4 2

2 2 3
3 3 5
4 2 1



Element | Wezet i =1 Wezetj=2
1 4 2
2 2 3
3 3 5
= 2 1

Macierze sztywnosci poszczegoélnych elementéw wynosza

4 2 2 3
LA K -k 1 . 2 [ K -k
K—Q[—kl k|2 K'=3 |-k &
1 2 1 2

305 1

K3 3 K=k ] 1 Kh— 2 kK* —k*
S5 |- ) 20 =1 |kt ke

1 2 1 2

—



Kl =

K* =

5 |

> |-

4

kl
kl
1

3
k3
— )3
1
Zagregowana macierz sztywnosci bedzie miata postac

G = W=

2
-kt ] 1 S
kl} 2’ K= 3
2
5
k3] 1 . 2
kf'} 2’ K=
2
1 2 3
ks —ka 0
—ks kithk+ki —k
0 —k> ko + k3
0 —ky 0
0 0 —ks

4

0
— kl
0

k1
0




Koncowy, globalny uktad réownan

ks —ka
—ks ki + kot ke

0 — ks

0 —kq

0 0

0
—k
ko + k3
0
— ks

®
P

B

0 0 ]
—kq 0
0 —is
k1 0
0 k3

P, .
—
Au
B
Uy |
U>
Us
U4 =
U5 = Au ]

FlE.Pl
FQED
F=—P)
Fy

Fs




'mP

Dyskretyzujemy / Agregujemy, uwzgledniamy warunki
obszar brzegowe, rozwiazujemy réwnania

= %MMN‘MMNH

@f@@/ KU1

Obliczamy macierze sztywnosci Wyznaczamy sily (naprezenia)

elementéw (interpolacja) w elementach skoriczonych

W W AN I STV

K k? | 1 11 K2 42 |
Ku'=F'  Kuw=F K K,

1—) — 1—) —h
K'u'=F Kru=F

Rys. 24: Etapy procedury MES



Mathematical FEM

d ( ) Discretization + solution error
EAG) =22 ) + a(x) =0, i
dx i
i
DEALIZATION I REALIZATION FEM VERIFICATION
0<x< L-‘ é SOLUTION
U(X = U) = Ideal Discrete 3 Discrete
d physical 7 model solution
U system
N(x=L1)= EA—| =P. x ;
dx x=L i DS CREATZ ATION VERIFICATION v
= solution error i
E generally irr elevnnt j

N=U—L,—Lp— %EA /L (d‘;—i"))z dx — /Lq(x)u(x)dx — Pu(L).




Rozwazmy problem brzegowy (w sformutowaniu lokalnym)

2

T2 T T ¢ 0<x<1
+Ty—Ecos(4x) or <x =<

d*y
dx?
z warunkami brzegowymi
y(0)=0 y(1) =0
w obszarze
x € (0,1)
Rozwigzanie doktadne

y(x) = —%cos (gx) — \/—zsin (gx) + %cos (%x)



O Podzial obszaru rozwigzania na podobszary czego wynikiem jest zastgpienie
obszaru rozwigzania zbiorem elementow skonczonych (dyskretyzacja).

y: Ustalenie liczby wezidw 1 elementow
Vi Y: Vs Vi skonczonych, tworzacych tzw. siatke
I'=13 I 1°=1/3 I I’=1/3 ] skonczenie elementowg
element 1 | element2 | element3 | X, Wygenerowanie wspotrzednych wezidw siatki 1
e 2 T 3 o058 4 tablicy topologii (Iub incydencji), ktéra zawiera
relacje migdzy numerami elementow 1 weztow
siatki
ME

1/3

2/3 — 2
1 mEl




Ustalenie globalnego x i lokalnych x& uktadow wspotrzednych i transformacji migdzy
nimi

x =x¢+d°

x - global coordinate
A x - local coordinate

d’ [

o
S o

y

| element e x¢ X
node 1 node 2

g R

3

| Element | d | | |
O
BN




LWyznaczenie réwnan MES dla elementow:
« sformutlowanie roOwnania wariacyjnego w obszarze elementu skonczonego metoda
Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu stabym

d?y® m? m? s
e e = e Z (€ e
v (dxez+ 4y) v (16cos<4(x +d))
1€ d2ve 2 1€ 2
e Y T~ e e _ e[ E e e e _
jo v (dxez+4y dx i Ve | 1 cos 4(x +df) | |dx¢ =0

€ dvedy® 2 e (g2 T
_ e ____ .,€ e __ el _ e e e
+f0 T dx +v 4ydx fo v (16cos(4(x +d)))dx




« Aproksymacja nieznanych funkcji w elementach skonczonych: funkcje ksztattu

Funkcje ksztattu muszq spetniac:

v’ Warunek cigglosci (dla rozwazanego problemu.: muszq to by¢ funkcje klasy
ciggtosci C1)

v’ Funkcja aproksymowana musi spetniaé podstawowe warunki brzegowe na brzegu
elementu

v’ Warunek Kroneckera (albo podziatu jednosci, kompletnosci): suma wartosci w
dowolnym punkcie elementu skonczonego musi wynosic 1

Funkcjami, ktore speiniajg powyzsze warunki sg liniowe funkcje bazowe interpolacji
Lagrange’a
grang T ye

NGy = vE ) Ml = [ 2]




Aproksymacja funkcji y¢ w elemencie skonczonym

ye(x®) = N°(x)q° = g°'N°(x)"

gdzie q° jest wektorem stopni swobody w elemencie skonczonym




Te same funkcje ksztaltu uzywamy do aproksymacji funkcji testowej ve

ve(xe) — Ne(xe)ce — cTNe(xe)T
Liczymy pochodne

dy® dN°€(x°)
dx¢  dxe

o dNCGO)T dve NS | dNO(x)
dx® dx® dx® dx®

q° =q

dN°(x®) 1 1 1
dx¢e | [e e



Wprowadzamy aproksymacje do rOwnania wariacyjnego, pierwszy czton tego
rOwnania przyjmuje postac

dye le dye le
e — TNe enNT 7
v dx 0 ¢ (x%) dx

0

Cale roOwnanie

dy®

dy® .
e (%) |

le
_ CTJ NeT
0

(0) 1
cT| | dx +cT j —
0

-]

dy®
dx

dNeT aNe 2

7'[2

— COS

16

+—N°¢'N°dx® q°

dx¢ 4

N e
(Z (x¢+d ))) dx

(0) =T dy

e
dx

e

dx

(1)



Zaktadajac cT # 0

Keqe — pPe — Pb,e

le

Macierz sztywnosci , f dNeT dNe 72
0

T
elementu skonczonego dx° dxf 2 N° N€dx*®

Wektor obcigzenia 1 T2 -
cigglego elementu  P¢ = f Ne't <E oS (Z (x¢ + de)>> dx®
skonczonego 0

e

dy

Wektor obcigzenia - (0)
brzegowego elementu pbe = q X
skonczonego _ d}:c (1¢) |



Catkowanie macierzy 1 wektorow

K!=K2=K3=
1 7 1/3 — x°
fl/?’ 13| 11 +n2 /3 |[1/3=x x°] .
— _ — X
o | 1 1/3 1/3] 4| «x° 1/3  1/3
| 1/3 . | 1/3
_[-2.726 3.137
- 13137 -2.726
1/3 — x°7
1 - e e
dl =0 P _jo e (16cos(4x) dx
| 1/3
_ l0.102
0.101



Catkowanie macierzy 1 wektorow

1/3 — x4]
13| =73 /.2

d?=1/3 P2 = f 1/63 (n_ cos (E (x€ + 1/3))) dx®
0 16 4

X
. 1/3
=l0096
0.093

1/3 — x°7

13|55\ /.2
0

x° 16 0.077
1/3




Wektor brzegowy zapisujemy w globalnym uktadzie

Cody Fdy 1 ~dy 1
— (0 — 2 (1/3 ——(2/3
hbi dx( ) b2 dx( /3) bhs dx( /3)

dy dy dy
Ix (1/3)_ X (2/3) _ I (1)




O Agregacja globalnej macierzy sztywnosci

(—2.726
3.137
0
0

K =

3.137
—5.452
3.137
0

wektorow obcigzenia

[0.102]
0.197
0.177

10.079]

0
3.137
—5.452
3.137

0
0
3.137

—2.726

Macierz topologii
ement| 5| e
wezet o
T

e -
mE - -




U Budowa globalnego uktadu roéwnan

KQ=P—P"

gdzie Q jest globalnym wektorem stopni swobody
Q=[V1 Y2 Y3 Ya]T

O Wprowadzenie warunkéw brzegowych

y(0) =y, =0
y()=y,=0

0 Rozwiazanie uktadu rownan ze wzgledu na niewiadome pierwotne i wtorne

y, = —0.082, y; = —0.08

dy _ d_y .
—(0) = —0.36,—(1) = 0.329.



O Aproksymacja funkcji y w globalnym uktadzie wspotrzednych

y°(x) = N¢(x —d®)q°

Aproksymacja w elemencie 1

~ _[P=x=dYH x—d[ai][ o
y () =N'(x —dh)q’ = [ T i ] [qzl |—o.082]
(/3 -x x 0 _
B [ 1/3 1/3] [—0.082] B

—0.246x

Podobnie w elemencie 21 3

y2(x) = 0.006x — 0.084

y3(x) = 0.24x — 0.24



0 Rozwigzanie numeryczne i doktadne

O )
.02 ‘ )
Y® .04 \\
@(x)_o 06 \\ /
0.08 R —A-

0.1
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9

X

1



O Pochodne rozwigzania

L q 1

dy* 0 dy? -1 1 |r—0.082
T )= 1/3 1/3 -—0.082]__0'246 T )= 1/3 1/3|L—-0.08
dy® -1 1 ]7-0.08
=15 18]l o | =024
0.4 '
0.24———T—+—T—T Tt
Y& 0.08 {
YFEM®) g 08
0.24
0.4
0 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

= 0.006



