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Warunki zaliczenia 

WYKŁAD 

• Wykłady są obowiązkowe (zgodnie z 
postanowieniami regulaminu) ale … 

• Obecność na wykładach może nie być 
kontrolowana 

• Warunkiem zaliczenia wykładu jest uzyskanie 
pozytywnej oceny z pisemnego egzaminu 
końcowego 



Warunki zaliczenia 

LABORATORIUM 

• Zajęcia laboratoryjne są obowiązkowe  

• Dopuszcza się JEDNĄ nieobecność 

• W przypadku usprawiedliwionej nieobecności 
zajęcia można odrobić z inną grupą 

• Warunkiem zaliczenia laboratorium jest 
wykonanie zadań podczas zajęć 
laboratoryjnych 



Warunki zaliczenia 

PROJEKT 

• Zajęcia projektowe są obowiązkowe  

• Dopuszcza się JEDNĄ nieobecność 

• W przypadku usprawiedliwionej nieobecności 
zajęcia można odrobić z inną grupą 

• Warunkiem zaliczenia zajęć projektowych jest 
wykonanie i oddanie w wyznaczonym terminie 
sprawozdań z rozwiązania wybranych 
zagadnień 



Literatura  



Zakres i cel zajęć 

Wykład 

• Schemat komputerowej analizy konstrukcji, modele matematyczne dla 
problemów mechaniki, metoda wariacyjna Bubnowa-Galerkina 

• Podstawowe etapy procedury metody elementów skończonych  

• Zastosowanie MES do problemu ustalonego przepływu ciepła w obszarze 2D 

• Zastosowanie MES do liniowego problemu teorii sprężystości.  

• Zastosowanie MES do problemów 1D i 2D zależnych od czasu 

• Egzamin w formie pisemnej  

Projekt 

• Realizacja projektu zaliczeniowego z wybranych zagadnień : 

• Metoda wariacyjna Bubnowa-Galerkina rozwiązania problemu brzegowego  

• Algorytm metody elementów skończonych na przykładzie rozwiązania 
równania różniczkowego zwyczajnego rzędu drugiego 

• Rozwiązanie MES problemu ustalonego przepływu ciepła w obszarze 2D 

• Rozwiązanie MES tarczy w płaskim stanie naprężenia    



Zakres i cel zajęć 

Laboratorium 

• Wprowadzenie do systemu ABAQUS na przykładzie analizy belki 

• Rozwiązanie MES problemu przepływu ciepła w obszarze 2D  z użyciem 
systemu ABAQUS 

• Analiza naprężeń w tarczy sprężystej z u życiem systemu ABAQUS  

• Rozwiązanie MES problemu zależnego od czasu 

• Wykonanie zadań laboratoryjnych, dyskusja wyników 



Wprowadzenie 



Wprowadzenie 



Wprowadzenie 



Model matematyczny 



Sformułowania lokalne 



Sformułowania lokalne 
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Sformułowania lokalne 



Sformułowania lokalne 



Sformułowania lokalne 



Sformułowania lokalne 



Sformułowania globalne 



Sformułowania globalne 
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Sformułowania globalne 



Sformułowania globalne 



Sformułowania globalne 



Sformułowania wariacyjne 

Przykład budowy słabego równania wariacyjnego 

• Rozważmy problem brzegowy (w sformułowaniu lokalnym) 

𝑥2𝑢′′ + 2𝑥𝑢′ + 𝑢 + 1 = 0 

z warunkami brzegowymi 

(p.w.b.) 𝑢 1 = 1,    𝑢′ 2 = 1 (n.w.b.) 

(p.w.b.) = podstawowy warunek brzegowy 

(n.w.b.) = naturalny warunek brzegowy 

w obszarze 

𝑥 ∈ (1,2) 

To samo równanie możemy zapisać w formie 

𝑑 𝑥2𝑢′

𝑑𝑥
+u+1=0 

(36) 

(37) 



Sformułowania wariacyjne 

1. Mnożymy równanie (37) (lub 36) przez tzw. funkcję wagową v(x), 

wystarczająco gładką i spełniającą jednorodny p.w.b. (v(1)=0) i całkujemy 

w obszarze rozwiązania 

 𝑣
𝑑 𝑥2𝑢′

𝑑𝑥
+u+1 𝑑𝑥

2

1
=0 

2. Całkujemy przez części w celu zrównania rzędu pochodnych funkcji 

pierwotnej u(x) i funkcji wagowej v(x) 

Wzór całkowania przez części 

 𝑣 ∙ 𝑤′′𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑣 ∙ 𝑤′|   −  𝑣′ ∙ 𝑤′𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

𝑣𝑥2𝑢′      − 𝑣𝑥2𝑢′     +  −𝑣′𝑥2𝑢′ + 𝑣𝑢 + 𝑣 𝑑𝑥 = 0
2

1

 

lub            4𝑣(2)𝑢′ 2 − 𝑣 1 𝑢′(1) +  −𝑣′𝑥2𝑢′ + 𝑣𝑢 + 𝑣 𝑑𝑥 = 0
2

1
 

 

(38) 

(39) 
b 

a 

x=2 x=1 
(40) 

(41) 



Sformułowania wariacyjne 

3. Wprowadzamy do (41) warunki brzegowe: 𝑢′ 2 = 1 i 𝑣 1 = 0, 

otrzymując końcową postać tzw. słabego równania wariacyjnego: 

 −𝑣′𝑥2𝑢′ + 𝑣𝑢 + 𝑣 𝑑𝑥 + 4𝑣(2) = 0
2

1

 

z podstawowym warunkiem brzegowym u(1)=1. Naturalny warunek 

brzegowy został wprowadzony do równania (42). 

Wyprowadzone zostało słabe sformułowanie wariacyjne problemu (37). Słabe, 

bowiem: 

• Wyjściowe równanie różniczkowe jest spełnione w sensie całkowym 

• Obniżone jest wymaganie dotyczące ciągłości funkcji u(x) 

• Wymagane jest tylko spełnienie podstawowego warunku brzegowego 

 

To samo sformułowanie otrzymujemy dla równania (36). 

(42) 



Sformułowania wariacyjne 

Uwaga: Występowanie niejednorodnego p.w.b. (u nas u(1)=1) może w 

obliczeniach numerycznych prowadzić do niejednoznaczność rozwiązania 

(przestrzeń rozwiązania nie jest liniowa). Dlatego zawsze będziemy 

transformować wyjściowy problem brzegowy do problemu z jednorodnymi 

p.w.b. i taki „nowy” problem rozwiązywać. 

Przykład: 

Dany jest problem brzegowy: 

−𝑦′′ + 𝜋2𝑦 = 2𝜋2 sin 𝜋𝑥 , 𝑥 ∈ 0,1  

𝑦 0 = 1, 𝑦′ 1 = 0.5 

Przyjmujemy rozwiązanie w formie:   𝑦 = 𝑢 + 𝑢0 

𝑢0 - funkcja spełniająca niejednorodny p.w.b. (musimy „zgadnąć” np. 

𝑢0(𝑥) = 𝑥 + 1 bo 𝑢0 1 = 0 + 1 = 1. 

𝑢 𝑥  - funkcja spełniająca jednorodny p.w.b. (stąd 𝑦 = 𝑢 + 𝑥 + 1,  oraz 

y′ = u′ + 1,   y′′ = u′′) 

(43) 



Metoda residuów ważonych 

Rozważmy równanie operatorowe 

𝐴𝑢 = 𝑓 dla 𝑥 ∈ 𝜔 

𝑢 = 0 na brzegu 𝜕𝜔 

Budujemy równanie wariacyjne (całkowe) 

 𝑣 𝐴𝑢 − 𝑓 𝑑𝜔 = 0 

Szukamy rozwiązania przybliżonego (aproksymacyjnego) przyjmując: 

dla funkcji pierwotnej: 𝑢 ≅  𝜑𝑘𝑐𝑘
𝑁
𝑘=1 = 𝛗𝐜 ≡ 𝐜𝑇𝛗𝑇 

dla funkcji wagowej:  𝑣 ≅  𝜃𝑘𝑑𝑘
𝑁
𝑘=1 = 𝛉𝐝 ≡ 𝐝𝑇𝛉𝑇 

gdzie, 𝑑𝑘 i 𝑐𝑘 parametry aproksymacji, 

𝜃𝑘 - funkcje bazowe, spełniające jednorodne p.w.b. 

𝜑𝑘 - funkcje bazowe, spełniające wszystkie warunki brzegowe 

Podstawiamy (46) do (45) 

(44) 

(45) 

(46) 

 



Metoda residuów ważonych 

 𝐝𝑇𝛉𝑇 𝐴𝛗𝐜 − 𝑓 𝑑𝜔 = 0 

𝐝𝑇  𝛉𝑇𝐴𝛗 d𝜔 𝐜 −  𝛉𝑇𝑓𝑑𝜔 = 0 

dla  𝐝𝑇 ≠ 𝟎 

𝐊𝐜 = 𝐅 => c  

gdzie 

𝐊= 𝛉𝑇𝐴𝛗 d𝜔  

𝐅 =  𝛉𝑇𝑓𝑑𝜔 

Jeśli przyjmiemy 𝜑𝑘= 𝜃𝑘, k=1..N , to otrzymamy metodę residuów ważonych 

w sformułowaniu Bubnowa-Galerkina i równania (49) są wówczas: 

 

(47) 

(48) 

 

  

 

 (49) 



Metoda residuów ważonych 

 

𝐊= 𝛗𝑇𝐴𝛗 d𝜔  

𝐅 =  𝛗𝑇𝑓𝑑𝜔 

Jeśli operator A (u nas takie będą) jest dodatnio określony to w równaniu (45) 

można wykonać całkowanie przez części otrzymując słabe sformułowania 

wariacyjne i wówczas w metodzie Bubnowa-Galerkina funkcje bazowe muszą 

spełniać tylko jednorodne p.w.b. (n.w.b. wystąpi w funkcjonale). Powoduje to 

znaczne poszerzenie przestrzeni funkcji bazowych 𝜑𝑘. Takie postępowanie 

będziemy nazywać metodą Bubnowa-Galerkina w sformułowaniu słabym lub 

w słabym sformułowaniu wariacyjnym. 

 

 

 

(50) 

 

 



Metoda residuów ważonych 

Algorytm rozwiązania problemu metodą Bubnowa-Galerkina w słabym  

sformułowaniu wariacyjnym: 

• Transformacja problemu brzegowego do problemu z jednorodnymi p.w.b. 

• Budowa słabego równania wariacyjnego (tzn. z wycałkowaniem przez 

części) 

• Przyjęcie N funkcji bazowych 𝜑𝑘 spełniających jednorodne podstawowe 

warunki brzegowe 

• Ułożenie i rozwiązanie układu N równań metody Bubnowa-Galerkina ze 

względu na nieznane parametry ck 

• Końcowe rozwiązanie: 𝑦 =  𝜑𝑘𝑐𝑘 + 𝑢0
𝑁
𝑘=1  

Przykład: Obliczyć metodą B-G w sformułowaniu słabym funkcję 

przemieszczenia u(x) osi pręta rozciąganego o długości L 

𝐸𝐴𝑢′′ 𝑥 + 𝑞 𝑥 = 0,  
𝑢 0 = 0, 𝐸𝐴𝑢′ 𝐿 = 𝑃 

 

 



Wprowadzenie do metody elementów skończonych (MES) 

Klasyczne metody wariacyjne (np. metoda Bubnowa-Galerkina):  

• mogą być efektywnie wykorzystane tylko do rozwiązania 
problemów z małą liczbą stopni swobody. Spowodowane jest 
to w głównej mierze z trudnościami w doborze funkcji 
wagowych 

• funkcje aproksymacyjne (wagowe) zmieniają się w zależności 
od rozwiązywanego problemu (nie tylko zależą od równania 
ale także od warunków brzegowych i obszaru rozwiązania) , 
przez to rozwiązania nie może być zautomatyzowane 

Oznacza to, że poprawa efektywności metody wariacyjnej zależy 
od tego czy możliwe jest, dla danej klasy problemów, 
konstruowanie funkcji aproksymacyjnych dla dowolnych 
obszarów z wariacyjnie zgodnymi warunkami brzegowymi. Takie 
możliwości stwarza metoda elementów skończonych 

 



Wprowadzenie do metody elementów skończonych (MES) 

Metoda elementów skończonych jest procedurą wariacyjną, w 

której funkcje bazowe są wyznaczane w obszarze zastąpionym 

przez zbiór prostych podobszarów , na jakie został podzielony 

cały obszar rozwiązania. Podobszary te, nazywane elementami 

skończonymi, mają zwykle proste geometryczne kształty, co 

ułatwia budowanie funkcji aproksymacyjnych. Funkcje te nie 

zależą od danych warunków brzegowych i innych danych 

definiujących problem.  Wszystko to powoduje, że MES w 

wyjątkowo dobry sposób nadaje się do obliczeń komputerowych 

dzięki łatwości jej zalgorytmizowania. 

 



Podstawowe etapy procedury MES 

Rozwiązanie typowego problemu metodą elementów 

skończonych jest realizowane w następujących etapach: 

 Podział obszaru rozwiązania na podobszary czego wynikiem 

jest zastąpienie obszaru rozwiązania zbiorem elementów 

skończonych (dyskretyzacja). Typ elementu zależy od obszaru 

i rodzaju rozwiązywanego równania różniczkowego. 

• Ustalenie liczby węzłów i elementów skończonych, 

tworzących tzw. siatkę skończenie elementową 

• Wygenerowanie współrzędnych węzłów siatki i tablicy 

topologii (lub incydencji), która zawiera relację między 

numerami elementów i węzłów siatki 

 



Podstawowe etapy procedury MES 

Wyznaczenie równań MES dla elementów:  

• sformułowanie równania wariacyjnego w obszarze elementu 

skończonego jedną z metod wariacyjnych (np. metodą 

Bubnowa-Galerkina) 

• Aproksymacja nieznanych funkcji w elementach skończonych 

 Złożenie (agregacja) elementów w jeden układ, czyli budowa 

układu równań przy wykorzystaniu warunku zgodności 

zmiennych węzłowych (co oznacza, że wartości tych 

zmiennych we wspólnym węźle przynależnym do różnych 

elementów skończonych muszą być takie same). W rezultacie 

otrzymujemy układ równań MES całego problemu. 

 



Podstawowe etapy procedury MES 

 Uwzględnienie warunków brzegowych, czyli wprowadzenie 

podstawowych i naturalnych warunków brzegowych do 

zagregowanego układu równań. 

 Rozwiązanie układu równań ze względu na niewiadome 

węzłowe 

 Obliczenie dodatkowych wielkości np. obliczenie wartości 

funkcji rozwiązania i ich pochodnych w innych niż węzły 

punktach obszaru. 



Interpretacja MES: fizyczna i matematyczna 

 Fizyczna: podział konstrukcji na komponenty (elementy) i złożenie 

w jeden układ dyskretny zgodnie z zasadami równowagi 

 

 

 

 

 

 
 Matematyczna: rozwiązanie problemu brzegowego metodą 

wariacyjną (np. Bubnowa – Galerkina) z lokalnie definiowanymi 

funkcjami wagowymi. 
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Interpretacja MES: fizyczna 



Interpretacja MES: fizyczna 



Interpretacja MES: matematyczna 



Interpretacja MES: matematyczna 

Rozważmy problem brzegowy (w sformułowaniu lokalnym) 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 +
𝜋2

4
𝑦 =

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥     for    0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

z warunkami brzegowymi 

𝑦 0 = 0   𝑦 1 = 0 
w obszarze 

𝑥 ∈ (0,1) 
Rozwiązanie dokładne 

𝑦 𝑥 = −
1

3
cos

𝜋

2
𝑥 −

2

6
sin

𝜋

2
𝑥 +

1

3
cos

𝜋

4
𝑥  



Interpretacja MES: matematyczna 

 Podział obszaru rozwiązania na podobszary czego wynikiem jest zastąpienie 

obszaru rozwiązania zbiorem elementów skończonych (dyskretyzacja).  

Ustalenie liczby węzłów i elementów 

skończonych, tworzących tzw. siatkę 

skończenie elementową 

Wygenerowanie współrzędnych węzłów siatki i 

tablicy topologii (lub incydencji), która zawiera 

relację między numerami elementów i węzłów 

siatki 

Element 
(1) 

węzeł 
(2) 

węzeł 

1 1 2 

2 2 3 

3 3 4 

Węzeł x 

1 0 

2 1/3 

3 2/3 

4 1 



Interpretacja MES: matematyczna 

𝑥 = 𝑥𝑒 + 𝑑𝑒 

Ustalenie globalnego x i lokalnych xe układów współrzędnych i transformacji między 

nimi 

Element d l 

1 0 1/3 

2 1/3 1/3 

3 2/3 1/3 



Interpretacja MES: matematyczna 

Wyznaczenie równań MES dla elementów:  

• sformułowanie równania wariacyjnego w obszarze elementu skończonego metodą 

Bubnowa-Galerkina w sformułowaniu słabym 

 

𝑣𝑒
𝑑2𝑦𝑒

𝑑𝑥𝑒2 +
𝜋2

4
𝑦𝑒 = 𝑣𝑒

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 𝑑𝑒  

 𝑣𝑒
𝑑2𝑦𝑒

𝑑𝑥𝑒2 +
𝜋2

4
𝑦𝑒

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥𝑒 −  𝑣𝑒
𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 𝑑𝑒

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥𝑒 = 0 

𝑣𝑒
𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
 
0

𝑙𝑒

+  −
𝑑𝑣𝑒

𝑑𝑥

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

+𝑣𝑒
𝜋2

4
𝑦𝑒𝑑𝑥𝑒 −  𝑣𝑒

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 𝑑𝑒

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥𝑒

= 0 



Interpretacja MES: matematyczna 

• Aproksymacja nieznanych funkcji w elementach skończonych: funkcje kształtu 

Funkcje kształtu muszą spełniać: 

 Warunek ciągłości (dla rozważanego problemu: muszą to być funkcje klasy 

ciągłości C1) 

 Funkcja aproksymowana musi spełniać podstawowe warunki brzegowe na brzegu 

elementu 

 Warunek Kroneckera (albo podziału jedności, kompletności): suma wartości w 

dowolnym punkcie elementu skończonego musi wynosić 1 

 

Funkcjami, które spełniają powyższe warunki są liniowe funkcje bazowe interpolacji 

Lagrange’a 

𝐍𝑒(𝑥𝑒) = 𝑁1
𝑒 𝑥𝑒 𝑁2

𝑒 𝑥𝑒 =
𝑙𝑒 − 𝑥𝑒

𝑙𝑒
𝑥𝑒

𝑙𝑒
  

𝑦𝑒 

𝑥𝑒 𝑙𝑒 



Interpretacja MES: matematyczna 

Aproksymacja funkcji ye w elemencie skończonym  

𝑦𝑒 𝑥𝑒 = 𝐍𝑒 𝑥𝑒 𝐪𝑒 = 𝐪𝑒T
𝐍𝑒(𝑥𝑒)T 

gdzie 𝐪𝑒 jest wektorem stopni swobody w elemencie skończonym 

𝐪𝑒 =
𝑞1

𝑒

𝑞2
𝑒  

𝑞1
𝑒 

𝑞2
𝑒 

𝑦𝑒 𝑥𝑒  
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Te same funkcje kształtu używamy do aproksymacji funkcji testowej ve 

𝑣𝑒 𝑥𝑒 = 𝐍𝑒 𝑥𝑒 𝐜𝑒 =  𝐜T𝐍𝑒(𝑥𝑒)T 

Liczymy pochodne 

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥𝑒 =
𝑑𝐍𝑒(𝑥𝑒)

𝑑𝑥𝑒 𝐪𝑒 = 𝐪𝑒T 𝑑𝐍𝑒(𝑥𝑒)

𝑑𝑥𝑒

T

 

𝑑𝐍𝑒(𝑥𝑒)

𝑑𝑥𝑒 = −
1

𝑙𝑒
1

𝑙𝑒
 

𝑑𝑣𝑒

𝑑𝑥𝑒 =
𝑑𝐍𝑒(𝑥𝑒)

𝑑𝑥𝑒 𝒄𝑒 = 𝒄𝑒T 𝑑𝐍𝑒(𝑥𝑒)

𝑑𝑥𝑒

T
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Wprowadzamy aproksymację do równania wariacyjnego, pierwszy człon tego 

równania przyjmuje postać 

𝑣𝑒
𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
 
0

𝑙𝑒

= 𝐜T𝐍𝑒(𝑥𝑒)T
𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
 
0

𝑙𝑒

= 𝐜T 0
1

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
𝑙𝑒 − 𝐜T 1

0

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
0 = 𝐜T

−
𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
0

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
𝑙𝑒

 

𝐜T
−

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
0

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
𝑙𝑒

+ 𝐜T  −
𝑑𝐍𝑒

𝑑𝑥𝑒

T
𝑑𝐍𝑒

𝑑𝑥𝑒

𝑙𝑒

0

+
𝜋2

4
𝐍𝑒T

𝐍𝑒𝑑𝑥𝑒 𝐪𝑒

− 𝐜T  𝐍𝑒T 𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 𝑑𝑒

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥𝑒 = 0 

Całe równanie 
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Zakładając 𝐜T ≠ 𝟎 

𝐊𝑒𝐪𝑒 = 𝐏𝑒 − 𝐏𝐛,𝑒 

𝐊𝑒 =  −
𝑑𝐍𝑒

𝑑𝑥𝑒

T
𝑑𝐍𝑒

𝑑𝑥𝑒

𝑙𝑒

0

+
𝜋2

4
𝐍𝑒T

𝐍𝑒𝑑𝑥𝑒 

𝐏𝑒 =  𝐍𝑒T 𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 𝑑𝑒

𝑙𝑒

0

𝑑𝑥𝑒 

𝐏𝐛,𝑒 =
−

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
0

𝑑𝑦𝑒

𝑑𝑥
𝑙𝑒

 

Macierz sztywności 

elementu skończonego 

Wektor obciążenia 

ciągłego elementu 

skończonego 

Wektor obciążenia 

brzegowego elementu 

skończonego 
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Całkowanie macierzy i wektorów 

𝐊1 = 𝐊2 = 𝐊3 =

= −  

−
1

1/3
1

1/3

− 
1

1/3

1

1/3

1/3

0

+
𝜋2

4

1/3 − 𝑥𝑒

1/3

𝑥𝑒

1/3

1/3 − 𝑥𝑒

1/3

𝑥𝑒

1/3
𝑑𝑥𝑒

=
−2.726 3.137
3.137 −2.726

 

𝐏1 =  

1/3 − 𝑥𝑒

1/3

𝑥𝑒

1/3

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒

1/3

0

𝑑𝑥𝑒

=
0.102
0.101

 

𝑑1 = 0 
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Całkowanie macierzy i wektorów 

𝐏2 =  

1/3 − 𝑥𝑒

1/3

𝑥𝑒

1/3

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 1/3

1/3

0

𝑑𝑥𝑒

=
0.096
0.093

 

𝑑2 = 1/3 

𝑑3 = 2/3 𝐏3 =  

1/3 − 𝑥𝑒

1/3

𝑥𝑒

1/3

𝜋2

16
cos

𝜋

4
𝑥𝑒 + 2/3

1/3

0

𝑑𝑥𝑒 =
0.084
0.077
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Wektor brzegowy zapisujemy w globalnym układzie 

𝐏𝐛,1 =
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
1/3

     𝐏𝐛,2 =
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
1/3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
2/3

      𝐏𝐛,3 =
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
2/3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
1
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 Agregacja globalnej macierzy sztywności 

𝐊 =

−2.726 3.137 0 0
3.137 −5.452 3.137 0

0 3.137 −5.452 3.137
0 0 3.137 −2.726

 

Element 
(1) 

węzeł 
(2) 

węzeł 

1 1 2 

2 2 3 

3 3 4 
𝐏 =

0.102
0.197
0.177
0.079

     𝐏𝐛 =

−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
0

0
0

𝑑𝑦

𝑑𝑥
1

 

wektorów obciążenia 

Macierz topologii 
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 Budowa globalnego układu równań 

𝐊𝐐 = 𝐏 − 𝐏𝐛 

gdzie Q jest globalnym wektorem stopni swobody 

𝐐 = 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4
T 

 Wprowadzenie warunków brzegowych 

𝑦 0 = 𝑦1 = 0 

𝑦 1 = 𝑦4 = 0 

 Rozwiązanie układu równań ze względu na niewiadome pierwotne i wtórne 

 𝑦2 = −0.082, 𝑦3 = −0.08  

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
0 = −0.36, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
1 = 0.329. 
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 Aproksymacja funkcji y w globalnym układzie współrzędnych 

𝑦𝑒 𝑥 = 𝐍𝑒 𝑥 − 𝑑𝑒 𝐪𝑒 

Aproksymacja w elemencie 1 

𝑦1 𝑥 = 𝐍1 𝑥 − 𝑑1 𝐪1 =
𝑙1 − 𝑥 − 𝑑1

𝑙1
𝑥 − 𝑑1

𝑙1
𝑞1

1

𝑞2
1

0
−0.082

=
1/3 − 𝑥

1/3

𝑥

1/3
0

−0.082
= −0.246x 

Podobnie w elemencie 2 i 3 

𝑦2 𝑥 = 0.006𝑥 − 0.084 

𝑦3 𝑥 = 0.24𝑥 − 0.24 
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 Rozwiązanie numeryczne i dokładne 
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 Pochodne rozwiązania 

𝑑𝑦1

𝑑𝑥
𝑥 =

−1

1/3

1

1/3
0

−0.082
= −0.246 

𝑑𝑦2

𝑑𝑥
𝑥 =

−1

1/3

1

1/3
−0.082
−0.08

= 0.006 

𝑑𝑦3

𝑑𝑥
𝑥 =

−1

1/3

1

1/3
−0.08

0
= 0.24 


