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Przeksztalcenia wstepne

Cel

Maja wigc na celu takg transformacje szeregu wejsciowego, aby wynik byt
szeregiem stacjonarnym.

Do podstawowych przeksztatcen zalicza sie:

« transformacje potegowe, w szczegolnosci Boxa-Coxa, w celu eliminowania
niejednorodnosci wariancji,

* eliminacje trendu 1 sezonowosci poprzez roznicowanie, jednokrotne lub
wielokrotne z opoznieniem 1 lub op6znieniem sezonowym,

 eliminacje trendu 1 sezonowosci poprzez dekompozycje w celu uzyskania
sktadnika losowego (fo juz byto)



Transformacja Boxa-Coxa

xt—1
R dlad #0
fao = F)
In(x) dlaiA=20

Transformacj¢ mozna stosowac tylko w przypadku szeregu, ktorego wszystkie
wartosci sg wigksze od zera.

Przestanki stosowania transformacji:

* wystepowanie wzrostu lub spadku amplitudy wahan sezonowych (rosngca lub
malejaca amplituda wraz z poziomem szeregu)

* niejednorodna zmiennos¢ danych w kolejnych wartosciach szeregu,

* duzy wptyw obserwacji odstajacych

* dazenie do uzyskania rozkladow zblizonych do normalnego, aby dziataty
metody wymagajace normalnosci

Jezeli zastosuje si¢ transformacje Boxa-Coxa, to prognozy 1 odpowiadajgce im
przedziaty predykcyjne sg tworzone dla danych przeksztatconych. Aby uzyskac
dla danych pierwotnych, nalezy zastosowac transformacj¢ odwrotng:

B {{:ﬁ:-ﬂ,+ 1)V dlad =0
ALl = explx) dlaid=0




Roznicowanie
Rdéznicowanie z opoznieniem 1 szeregu X, definiuje si¢ jako réznice:

VX, =X, — X,y =(1-B)X;

gdzie B jest operatorem przesunigcia wstecz zdefiniowanym jako: BX, = X._4

Roznicowanie d-krotne szeregu X, z opdznieniem 1 definiuje si¢ jako rdéznicg
(réznicowanie rzedu d):
vex, =v(vi-ix,)=vid-1x,—vi-lx, , dlad=1 oraz VX,=1X,
Operator d-krotnego réznicowania z opdznieniem 1 zapisuje jako:
Vvi=(1 - B)¢
Jezeli po d-krotnym réznicowaniu z opoznieniem 1 szeregu niestacjonarnego
otrzymuje si¢ szereg stacjonarny, to szereg pierwotny jest Szeregiem

zintegrowanym w stopniu d, co zapisuje si¢ jako: X~ 1(d), przy czym d jest
najmniejszg liczbg catkowita, dla ktorej jest stacjonarnie.

Roéznicowanie z opoznieniem (sezonowym) S Szeregu X, definiuje si¢ jako roznice:

VX, =X, — X, .= ":1 - EE}E:

gdzie B*X, = B(B*7'X,) = X,_. jest operatorem roznicowania z opdznieniem S
(operator rOznicowania S€ZONoOwego).



Wilasnosci roznicowania

Roznicowanie zopoznieniem 1 usuwa z szeregu trend liniowy, jezeli taki wystepuje.
Wykonanie d-krothego roznicowania zopoznieniem 1 powoduje, ze z danych zostaje
wyeliminowany wielomian stopnia d, jezeli taki wystepuje.

Roznicowanie z opoznieniem s usuwa z szeregu sezonowosc o okresie s, jezeli taki
wystepowat. Dodatkowo usuniety jest tez liniowy, jezeli taki istniat.

Niekiedy nalezy zastosowac wiecej niz jedng operacje roznicowania aby uzyskac postac
stacjonarng szeregu.

Operacje roznicowania z opdznieniem s mozna stosowac kilkakrotnie (d-krotnie).
Mozna tez stosowackolejno operacje roznicowania dla réznych opoznien.
Operatoryroznicowania sg przemienne. To oznacza, Ze mozna najpierw wykonac
operacje roznicowania sezonowego a nastepnie roznicowacz opoznieniem 1 lub
odwrotnie.



Funkcja BoxCox( x, lambda ) # forecast

Zwraca transformacj¢ zmiennej wejsciowej przy uzyciu transformacji Boxa-Coxa.

InvBoxCox() odwraca transformacje. Wartosci ujemne funkcja przeksztatca

zgodnie z zaleznoscia: {szgn(x}ml -1
fata) =

F dlad =0
Infx) dlai=0

X Wektor numeryczny lub szereg czasowy klasy ts.
lambda Parametr transformac;ji.

Funkcja BoxCox.lambda(x, method = c("guerrero”, "loglik"), lower = -1, upper = 2)
zwraca liczbe wskazujgcg parametr transformacji Boxa-Coxa.

Funkcja diff( x, ...)

Zwraca zro0znicowany szereg wielokrotnie z podanym opoznieniem.

X Wektor numeryczny lub szereg czasowy klasy ts.
lag Wartosc¢ catkowita okreslajgca wartos$¢ opdznienia, domysinie: 1.
differences Krotnos¢ (rzad) réznicowania; domysinie: 1.



Transformacje w R - przyklad

Szereg pbk to produkt krajowy brutto Polski

e

Mozna rAlwniez wczytac plik tekstowy z menu Import Dataset
pod tgtu1em zakladki Environment

waga przy zgtan1 za pomoca instrukcji read.csv trzeba daAi znaAt,
czy pierwszy wiersz zawiera nazwy kolumn (domgg1ﬂ1e jest przyjmowane, Lle zawiera)

e e W

pkb <- ts(read.csv("c:/R/SzereqgiCzasowe/Dane/pkb.txt", header=FALSE), start=1995, frequency=4)

# Transformacja Boxa-Coxa
pkb.sqrt<- BoxCox(pkb, Tlambda = 0.5)

pkb.log<- BoxCox(pkb, Tambda = Q)

par(mfrow=c(3,1))

plot(pkb, main="Dane oryginalne™)

plot(pkb.sgqrt, main="Box-Cox, lambda=0.5")

plot(pkb.log, main="Box-Cox, lambda=0")

Tibrary(forecast)

Tambda =- BoxCox.lambda(pkb, mthod = "loglike™) # wyznaczenie wartol>ci lambda, por. opis funkcji
pkb.est<- BoxCox(pkb, Tambda = BoxCox.lambda(pkb, method = "Toglik™))

plot(pkb.log, main="Box-Cox, lambda=est™)

# RATLI'nicowanie z opAlisnieniem prostym (domyslan wartol>At d=1)
library(expsmooth) # dane usgdp

Tibrary(forecast)

dataCusgdp)

tsdisplay(usgdp)

usgdp.diff <- diffusgdp)

tsdisplay(usgdp. diff)

# RATLI'nicowanie z opAlllnieniem sezonowym, d=12 (s=12)

Tibrary(forecast)

AirPass.diffl2 <- diff(AairPassengers, lag=12, differences=1)

tsdisplay(AirPassengers)

tsdisplay(AirPass.diffl2)

par(mfcol=c(1,2))

plot(AirPassengers); plot(AirPass.diffl2)

AirPass.diffl2.diff_x <- diff(AirPass.diffl?, lag=1, differences=3) # demo rAtLLnic dla rzedAtw: 1-3
tsdisplay(AirPass.diffl2.diff_x)




Stacjonarnosc szeregu

W szeregu niestacjonarnym mogg wystapic zjawiska (tgcznie lub pojedynczo):
 Srednia zamiast utrzymywac si¢ na stalym poziomie, rosnie wraz z czasem,
 zroku na rok wzrasta roznica mi¢dzy rocznymi minimami 1 maksimami

* proces wykazuje silng sezonowosc.

Stosowanie testOw sprawdzajacych, czy dany proces jest stacjonarny nazywa si¢

weryfikacja hipotezy stacjonarnosci szeregu.

Test pierwiastka jednorodnego (unit root test):

Jezeli pierwiastkiem rOwnania (wielomianu) charakterystycznego opisujgcego proces
stochastyczny, zapisanego w postaci autoregresyjnej, jest jedynka, to proces nie jest to
stacjonarny (1 zintegrowany w stopniu pierwszym). W przypadku, gdy pierwiastki sg do
modutu rézne od 1, to proces jest stacjonarny.

Hipoteza zerowa zaktada obecnosé pierwiastka jednostkowego - niestacjonarnosé
procesu:

HO: Szereg czasowy jest niestacjonarny

Najpopularniejszym narzedziem do badania stacjonarnosci szeregu ( na podstawie
testu pierwiastka jednorodnego) jest test (raczej rzadko) DF lub rozszerzony test
Dickeya-Fullera (ADF) (najczesSciej).



Uwagi nt. testu ADF

Istniejg trzy typy szeregdw czasowych, wedtug ktoérych mozna obliczy¢ statystyki
testowe testu Dickey-Fullera.

1) zerowa srednia — brak przecigcia. Szereg czasowy jest bladzeniem losowym
bez trendu i bez dryfu

2) pojedyncza Srednia — obejmuje wyraz wolny. Szereg czasowy jest bladzeniem
losowy bez trendu i z dryfem

3) punkt przeciecia i trend. Szereg czasowy jest btadzeniem losowy z trendem i z
dryfem

Testy stacjonarnosci nie rozwigzujg definitywnie zagadnienia stacjonarnosci:

« wystepujg problemy z odroznieniem pierwiastka jednostkowego od
pierwiastkOw niewiele roznigcych sie od jedynki,

« w przypadku matej proby, wnioski mogg by¢ falszywe,

« wigkszos¢ testOw nie sprawdza wszystkich czynnikow mogacych mie¢ wptyw
na niestacjonarnosc.

Test stacjonarnosci DF/ADF szeregu czasowego sprowadza si¢ do sprawdzenia

jego stopnia zintegrowania.



Funkcja adf.test(x, ...) biblioteka aTSA

Funkcja dla zwraca wyniki testu ADF trzech typow szeregow (jak podano
wczesniej).

X Wektor numeryczny lub szereg czasowy klasy ts.

nlag Wielkos¢ maksymalnego opdznienia, do ktérego jest wykonane testowanie.

output Flaga informujaca, czy wyniki majg by¢ wyprowadzone do do konsoli.
Przyktad

Tibrary(aTsA) # test Dickeya-Fullera
Tibrary(forecast) # funkcje autokorelacyi

X <- as.ts(rnorm(200)) # bial,y szum, stacjonarny; HO odrzucone
par(mfrow=c(3,1))

plot(x)

Act(x, lag.max=30)

Pacf(x, lag.max=30)

adf.test(x, nlag = 4)

y <- as.ts(cumsum(x)) # bL,adzenie losowe, niestacjonarny; HO nieodrzucone
par (mfrow=c(3,1))

plot(y)

Act(y, Tag.max=30)

Pacf(y, lag.max=30)

adf.test(y, nlag = 4)



Model AR(p)

Model autoregresyjny rzedu p jest modelem szeregu czasowego X, danym zaleznoscia:

szu;ﬁg+¢1 'Xf_1+¢2 'Xf_2+. .. +¢p'Xf_p+Zt
gdzie:

gﬁﬁﬂ — stata, dla uproszczenia czesto pomijana,

@, ..., @, —parametry modelu,
Z.— szereg typu biaty szum WN(0, c2).

Model AR(p) jest zapisywany z wykorzystaniem operatora autoregresji ¢(B) rzedu p jako:

:;S(B)X; = tﬁﬁn + Z['
gdzie:
#B)=1-¢.B- ¢, B -...- @, B° jest operatorem autoregresji rzedu p,
B jest operatorem przesuniecia wstecz.

Model autoregresji jest stabostacjonarny, jezeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego
(wielomianu autoregresyjnego stopnia p):

1-gi-y -Gy - o )P =0

lezg poza okregiem jednostkowym, tzn. spefniajg nierownos¢ |y| > 1. To oznacza, ze jezeli parametry ww.
rownania zapewniajg wspomniane rozwigzanie, to proces AR(p) o tych parametrach jest stacjonarny.

Model jest wykorzystywany do identyfikacji procesow stacjonarnych



|ldentyfikacja modelu AR(p)

Reguta identyfikacji modelu autoregresji AR(p) jest oparta na postaciteoretyczne) funkcji autokorelacji
czgstkowej o k) dla przesuniecia (opdinienia) k. Jeieliszereg {X.;jest procesem AR(p), to funkcja
autokorelacjiczastkowejtego szeregu znika dla opdinien wiekszych niz rzad p procesu, tzn.

a(k) =0 jetelik = p
a(k) =0 jetelik > p

W praktyce stosuje sie ww. wiasciwosc do czastkowej autokorelacji probkowej. _
Jeieliczastkowa autokorelacja probkowa PACF(k) znajduje sie pomiedzy przedziatamiufnosci (- 1,95/%n,

1,95/+n) dla k > p, to mozna oczekiwaé, ze dane realizuja proces AR(p).



Ildentyfikacja modelu AR(p) - przyklad

library(forecast)
plot(AirPassengers)

1
—_
[

{

}

—
L1}

Transformacja Boxa-Coxa; poszukiwanie statej lambda
lamb <- BoxCox.lambda(AirPassengers, method = "loglik™)

par (mfrow=c(Z2,1))
for (lamb in seq(from=-1,to=0.9,by=0.1))

AirPass.B_C<- BoxCox(AirPassengers, lambda = lamb)

plot(AirPass.B_C, main=paste("Box-Cox,

Pact(AirPass.B_C, Tag.max:gﬁj

grid(nx=12)

par (mfrow=c(Z2,1))

1
—_
[

Transformacja: roznicowanie sezonowe z opoznieniem 12 i proste rzedu: od 1 do 5

lambda=", as.character(lamb)))

AirPass.diffl? =- difflairPassengers, lag=12, differences=1)
plot(AirPass.diffl2)
for (d in seq(from=1,to=5,by=1))

{

}

1
—_
[

AirPass.diffl2.diff_x <- diff(AirPass.diffl2, lag=1l, differences=d)

plot(AirPass.diffl2.diff_x, main=paste("Roznicowanie; 1 x 12 sezowowe, proste

paste(as.character(d), "x 1")))

Pactf(AirPass.difflZ.diff_x, lag.max=52)




Model MA(Q)

Model sredniej ruchomej rzedu g jest modelem szeregu czasowego X, danym zaleznoscia:

X{':J.H'i‘Zf'i‘ 191'Zf_1+ 192'Zf_2+...+|9q 'Zt_q

gdzie:

L—wyraz wolny jest wartoscia oczekiwang szeregu czasowego opisanego modelem MA(q), czesto zaktadana
jakorowna zero i dlatego pomijana,

&, .... 83 — parametry modelu,

Z,— szereg typu biaty szum WN(0, c?).

Model MA(q) jest zapisywany z wykorzystaniem operatora sredniej ruchome] & B) rzedu g jako:
Xt = M +9{B)Z¢

gdzie:
6(B) =1+ 6,B+ & B* +. .. + 8§, B” jest operatorem $redniej ruchomej rzedu g,
B jest operatorem przesuniecia wstecz.

Zatozeniem modelu MA(p) byto uznanie, ze wartosc biezgca szeregu zalezy od wartosci biatego szumu lub
nieprzewidywalnych szokow, co mozna przedstawic w postaci liniowe]. Model MA obrazuje procesy bedace
skoriczong suma wazonag biatego szumu z biezacego oraz g poprzednich okresow

Kazdy proces sredniej ruchomej MA jest stacjonarny.

Model jest wykorzystywany do identyfikacji procesow stacjonarnych



Ildentyfikacja modelu MA(Q)

Reguta identyfikacji modelu autoregresji MA(q) jest oparta na postaci teoretycznej funkcji autokorelacji p(k)
dla przesuniecia (opoinienia) k. Jezeli szereg {X,} jest procesem MA(q), to funkcja autokorelacji tego szeregu

znika dla opdiZnien wiekszych niz rzad g procesu, tzn.
plk)+ 0 jezelik = g

plk) =0 jezelik > g
Kazdy model stacjonarny o te] wiasnosci ma reprezentacje w postaci odpowiedniego modelu MA(q).

W praktyce stosuje sie ww. wiasciwosc do autokorelacji probkowe] sprawdzajac, czy dla opoinien k

wiekszych niz g mozna uznac jg za statystycznie nieistotna.
Jezeli autokorelacja probkowa ACF(k) znajduje sie pomiedzy przedziatami ufnoéci (- 1,95/4n, 1,95/4n) dla k >

g, to mozna oczekiwacd, ze dane realizujg proces MA(qg).



Ildentyfikacja modelu MA(Q) - przyklad

—_
i

library(forecast)
plot(AirPassengers)

# Transformacja Boxa-Coxa; poszukiwanie statej lambda
lamb <- BoxCox.lambda(AirPassengers, method = "loglik™)

par(mfrow=c(2,1))
for (lamb in seq(from=-5,to=5,by=0.2))
1
AirPass.B_C<- BoxCox(AirPassengers, lambda = lamb)

lot(AirPass.B_C., main=paste("Box-Cox, lambda=", as.character(lamb)))
Act(AirPass.B_C, lag.max=52)

H=

grid(nx=12)

'1#:

Transformacja: roznicowanie sezonowe z opoznieniem 12 1 proste rzedu: od 1 do 5

A1rPa55 diffl2 <- diff(AairPassengers, lag=12, differences=1)

plot(AirPass.diffl2)

par(mfrow=c(2,1))

for (d in seq(from=1,to=5,by=1))

{

AdrPass.diffl2.diff_x =- difflAairPass.diffl?, lag=1l, differences=d)

plot(AirPass.diffl2.diff_x, main=paste("Roznicowanie; 1 x 1! sezowowe, proste
paste(as.character(d), "x 1")))

m
]

Act(AirPass.diffl2.diff_x, lag.max=52)




Model ARMA(p, )

Modele autoregresji i sredniej ruchome] (ARMA) dostarczaja oszczedny opis (stabo) stacjonarnego procesu
stochastycznego za pomocg dwoch wielomianow, jednego dla autoregresji (AR), a drugiego dla sredniegj
ruchomej ( MAMA).

Model ARMA(p, q) jest modelem szeregu czasowego X, danym zaleznoscia:

Xi= @51'Xf_1+¢2'Xf_g+...+¢lp'Xf_p+Zf+51'Zf_1+52'25_2+...+5q'2f_q

lub w postaci skréconej:

p q
X = Z ¢ X1 +24p + Z 6; 4t
i=1 i=1
gdzie

Z.— szereg typu biaty szum WN(0, ?).

qffil, gffip — parametry czesci modelu przypisane do AR,

&, ..., 8; — parametry czesci modelu przypisane do MA.

Aby zapewnic jednoznacznosc reprezentacji w ww. zaleznosci zaktada sie, ze wielomiany odpowiednio
stopniapig:

Hy)=1-¢1-y' -d2-y° ...~ G-y
Oy) =1+ 61 y* + Gy’ + ...+ G f

nie majg wspolnych czynnikow, tzn. nie moga byc¢ zredukowane do wielomiandw mniejszych stopni.

Model jest wykorzystywany do identyfikacji procesow stacjonarnych



Model ARMA(p, q) - cd

Model ARMA(p, q) jest zapisywany z wykorzystaniem operatora autoregresji @¢(B) rzedu p i operatora
sredniej ruchomej rzedu g &B) jako:

@B)X: = O(B)Z: gdzie B jest operatorem przesuniecia wstecz.

Przyktad postaci modelu ARMA(L,1): X, = ¢ Xia+ Zt + 01211

Modele AR(p) i MA(Q) sa szczegdlnymi przypadkami modelu ARMA(p, q):

¢ AR(p)=ARMA(p, 0)

* MA(g)=ARMA(OQ, q)

Aby model ARMA(p, q) byt stacjonarny wystarczy, aby jego czesc odpowiadajgca modelowi AR(p) byta
stacjonarna, poniewaz modele MA(q) s3 zawsze stacjonarne. To oznacza, ze model jest stabostacjonarny,

jezeli wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego definiowanego dla modelu AR(p) (wielomianu
autoregresyjnego stopnia p):

1-¢hy oy ...~ yP =0

lezq poza okregiem jednostkowym, tzn. spetniaja nierownosc |y| > 1.




Wilasnosci modelu ARMA(p, q) cuwitowo pominicte

Odwracalnosc (inversability) oznacza mozliwosc przedstawienia wartosci zaktdcenia szeregu w chwili fjako
kombinacji liniowe] biezacej | wczesniejszych wartosci szeregu. ARMA(p, g) jest procesem odwracalnym, gdy

istnieje ciag statych {m;}, takich ze zachodzi mozliwos¢ przedstawienia modelu ARMA(p, q) w postaci szeregu
AR(=0):

o0 o0
Zy = E T Ly oraz E |7t;| < o0
i=0 i=1

Odwracalnos¢ procesu ARMA jest rownowazna warunkowinatozonemu na wspotczynniki {& }:
Ay) =1+ Gy  + G y2 +. ..+ 6,7 =0 dla wszystkich [y]| =1

co 0znacza, ze odpowiadajmy ww. rownaniu mu proces AR(qg) jest stacjonarny.
Wspatczynniki &, sa okreslone przez rozwiniecie szeregu potegowego, okreslonego zaleznoscig od €1 @.

Przyczynowosc (casuality) oznacza mozliwosc przedstawienia wartosci szeregu w chwili ¢ jako kombinacji
liniowe] biezacego | wczesniejszych zakidcen. ARMA(p, g) jest procesem przyczynowym, gdy istnieje cigg
statych {wy;}, takich ze zachodzi mozliwosc przedstawienia modelu ARMA(p, q) w postaci szeregu MA(w0):

Xy = Z%Zﬁ-i oraz ZW’H < o0
i=0 i=1

Przyczynowosc procesu ARMA jest rownowazna (udowodnione twierdzenie) warunkowi natozonemu na

wspdtczynniki { ¢ }:
Ay)=1-¢1-y -ga-y?-...- @~y =0 dla wszystkich |y| =1

Wspatczynniki 1;s3 okreslone przez rozwiniecie szeregu potegowego, okreslonego zaleznoscig od €1 @.




Modele sezonowe: AR(P),, MA(Q)., ARMA(P, Q).

e  Model sezonowy AR(P).
QxB‘;}X{' =7/t

e Model sezonowy MA(Q),
Xf = E}{BS}Z{'
¢ Model sezonowy ARMA(P, Q).
Qf{BS}Xf = E}{BS]Zf
gdzie:
B® — operator roznicowania z opoinieniem s (operator roznicowania sezonowego),
@(B°) — operator sezonowej autoregresji rzedu P: @ (8°)=1- @, B- &, B* - ... - B.B™

@(B°) — operator sezonowej sredniej ruchomej rzedu Q: OB )=1+ @, B+ @, B¥ +... + OB%
Z.— szereg typu biaty szum WN(0, c?).

Analogicznie do ARMA(p, q), model ARMA(P, Q) jest odwracalny gdy pierwiastki wielomiandw @) i O(y*)
lezg poza kotem jednostkowym (tzn. wartosci wielomianéw dla argumentoéw lezgcych w obrebie
kota sg rézne od zera.

Model mieszany: ARMA(p, q) (P, Q).

Jest potaczeniem operatorow autoregresji i sredniej ruchomej sezonowych i niesezonowych:

DB°)@(B)X: =©(B°)E(B)Z:

Zachowanie ACF i PACF dla takich modeli jest kombinacjg zachowania sezonowych i niesezonowych czesci
modelu.



ARMA(p, q)(P, Q), - przyklady

Przyktady (z doktadnoscia do statej):
AR(1): Xi= ¢ Xia + Z;

AR(1)y: Xt= D1+ Xt12 +2¢

MA(L1): X¢= Zt+ 61+ 2t

MA(1)p: Xt= Zt+B1 - Zr 12

ARMA(L,1): X, = ¢ Xe.q+ 2t + 0,744
ARMA(1, 1)y, Xi= @, Xe12+ 2t + &1 2112

Przyktady (z doktadnoscig do statej):

ARMA(0,1)x(1,0)12: Xi= @1 Xt-12 +Z¢ + O, 211

Skad sie wzieto:

ARMA(p, q) x {P, Q)12: ARMA(0,1) x{1,0)12 2 p=0, q=1, P=1, Q=0, s=12

@(B1?) @{B)X: =@(B12)@(B)Z; > D(BY)X: =0(B)Z; 2 (1- @:B)X=(1+ 6:B)I1 2>
9 Kt— @; Blzth Zt + QIBZt 9 }(t— @;Kt-u: Zt + ngt-l 9 }(t = @;Kt-1g+ Zt + ﬁl'jzt-1

Modele ARMA(p, q)(P, Q). sa wykorzystywane do identyfikacji procesow
stacjonarnych.



Cechy funkcji korelacyjnych dla modeli ARMA
wykorzystywane w identyfikacji modelu ARMA

Modele zwykte — identyfikacja rzedow zwykiych pig
AR(p) MA(q) ARMA(p, q)
ACF Zanika stopniowo /nikadlak>q Zanika stopniowo
PACF Inikadlak>p Zanika stopniowo Zanika stopniowo
Modele sezonowe — identyfikacja rzedow sezonowych Pi Q
AR(P)s MA(Q)s ARMA(P, Q)

ACF Zanika stopniowo dla /nika dla k > Qs Zanika stopniowo dla k = hs
k=hs (wielokrotnosci okresu)
(wielokrotnosci okresu)

PACF Inika dla k > Ps Zanika stopniowodla k = hs | Zanika stopniowodla k = hs

(wielokrotnosci okresu) (wielokrotnosci okresu)
h=1,2,3, ..

W przypadku modeli sezonowych analizuje sie zachowanie funkgji ACF i PAFC dla opdinien bedacych

wielokrotnosciami okresu s, tzn. k = s, 2s, 3s, ..... Nalezy pamietac, ze dla modeli sezonowych wartosci funkgji

ACF i PACF dla opdinien k #s, 2s, 3s, ..... s3 rowne zero.
Zaleca sie, aby w pierwszej kolejnosci wykonac identyfikacje Pi Q, a dopiero poiniejpi g.




Ogolne uwagi nt. dopasowania modeli ARMA

1.

Dla danych rzeczywistych analizuje sie funkcje ACF i PACF prébkowe, co oznacza, ze charakterystyczne
wiasnosci modelu moga byc spetnione w przyblizeniu.

2.

Dla analizowanych danych rozne modele (AR, MA, ARMA) beda rownie dobrze lub rownie niedobrze
opisywaty zjawisko. Zazwyczaj buduje sie kilak modeli i z nich wybiera najlepszy stosujac okreslone narzedzia
oceny.

3.

W przypadku modeli ARMA typowe zachowania funkcji ACF i PACF to kombinacja zanikow wyktadniczychii
sinusoid ttumionych. Nie ma proste] reguty na okreslenie rzedow.

4,

Reguty identyfikacji modelu ARMA moina stosowac, gdy analizowane dane uzna sie za realizacje procesu
stacjonarnego. Poniewaz w praktyce wystepujg szeregi niestacjonarne, dopasowanie modeli stacjonarnych
wymaga odpowiedniego przeksztatcenia danych oryginalnych, np. poprzez roznicowanie, co w ogolnym
przypadku prowadzido dopasowania modelu SARIMA(p, d, q) x (P, D, Q)..

5.

W porownaniu do modeli AR(p) i MA(qg), model ARMA(p, g) zwykle wymaga duzo mniejsze] liczby
parametrow (czyli mniejsze] liczby rzedow p i g) aby uzyskac dobre dopasowanie do danych.




Szeregi niestacjonarne — modele ARIMA | SARIMA

Model ARIMA(p, d, q) (model zintegrowany autoregresji i sredniej ruchomej) jest modelem szeregu
czasowego X, gdy szereg czasowy (1-B)?X; ,gdzie parametr d = 0 okreéla poziom zintegrowania, jest
modelem ARMA(p, gq). Model ARIMA(p, d, q) dla szeregu X; spelnia rownanie roznicowe postaci:

#B)(1-B)X: = 6(B)Z:

gdzie:

@(B) — operator autoregresji rzedu p,

A B) — operatora sredniej ruchomej rzedu g,

d — stopie} integracji szeregu X:

Model ARIMA jest skladowg trzech modeli szeregow:

¢ AR(p), gdzie p okresla rzad autoregresji (poszczegdlne wartosci szeregu czasowego mozna opisac za
pomocyg modelu jego na podstawie wczesniejszych obserwacji),

* |(d), gdzie d jest rzedem réznicowania (liczba krotnosci réznicowania danych, aby staly sie stacjonarne),

* MA(qg), gdzie g okresla rzad sredniej ruchomej (liczba opdinien dla bteddéw prognozy w réwnaniu
predykcji). Przy szacowaniu wartosci nastepnego szeregu czasowego uwzgledniane sg bledy oszacowan
lub prognoz z przesziosci. Roznica miedzy oszacowaniem X; a faktycznie zaobserwowang wartoscig X; jest

oznaczona jako Z.
Parametry {¢} modelu s3 takie, ze ¢(z) #0dla |z| < 1.
Dla d = 0 model ARIMA redukuje sie do modelu ARMA.
Rozbudowanie modelu ARIMA o sezonowosc z okresem s dostarcza model SARIMA(p,d,q)(P,D,Q).
w ktérym trojka (p, d, g) reprezentuje niesezonows czesé modelu a (P, D, Q) czesé¢ sezonowa.

#(B) @(B*) (1-B)® (1-B)° X; = 6(B) ©(B*) Z:

gdzie operatorom rzedu prostego p i q oraz integracji stopniad odpowidajgc operatory sezonowe oznaczone
wielkimi literami alfabetu.




Stabilizowanie szeregu czasowego

1. Transformacja B-C ma na celu ustabilizowanie wariancji. Dane przeksztatcano dla statej lambda = 0, co
oznacza transformacje logarytmiczna.

library(stats)

data(AirPassengers)

# 1. Transformacja B-C w celu ustabilizowania wariancji
AirPass.B_C<- BoxCox(AirPassengers, lambda = 0)
par(mfrow=c(2,1))

plot(AirPassengers)

plot(AirPass.B_C) # jest trend ale ustabilizowana wariancja
adf.test(AirPass.B_C, nlag = 4)

Acf(AirPass.B_C, lag.max=24)

Augrented Dickey-Fuller Test
alternative: stationary

% B A A FAY AN Type 1: no dri ft no trend)

i 2 . _,.—r‘ e BT ’ lag ADF|p.value
£ o . T o WV [1.] ©0.913] 0.902
= 8 e e . . . _ (2,] 1 0.678] 0.836
1RED 053 i 1558 1558 1960 [3:] 2 0.736) 0.871
[4,] 3 o0.938] o.90%

Time Type 2: with dfift no tred
lag aADF|p.value
[i,] 0 -1.82 0. 400
[2.] 1 -2.02 0.321
- L3.] 2 -1.865 0. 465
a 2 Y T A A P! (4,1 3 -1.61] o0.48

i P L ; Type 3: with dfift and trpnd
[ ~ ey et il lag abfF|p.value
< d MW : . . ) _ [1,] © -4.85] o.01
ke 1052 i 1554 1658 1060 E::% ]E- :; Eg gg:
Tim: [4,] 3 -7.13 0.0




Stabilizowanie szeregu czasowego - cd

2. Proces roznicowania stuzy do ustabilizowania szeregu. Patrzac na autokorelacje szeregu AirPassengers,
mozna zadecydowac o rzedzie réznicowania.

# 2. Transformacje roznicowe: sezonowa | prosta w celu wyeliminowania sezonowosci | trendu
pom <- diff(AirPass.B C, lag=12) # roznicowanie sezonowe; jednokrotne z opoznieniem 12
AirPass.B_C diff 12 1 <-diff(pom, lag=1) # roznicowanie proste; jednokrotne z opoZnieniem 1

3. Powykonaniu ww. trzech przeksztalcen nastepuje sprawdzenie szeregu wynikowego na okolicznosc
stacjonarnosci.
# 3. Sprawdzenie stacjonarnosci wynikow roznicowania
adf.test(AirPass.B_C diff 12 1, nlag = 4)
par{mfrow=c(3,1))
plot{AirPass.B_C diff 12 1)
Acf{AirPass.B C diff 12 1, lag.max=52)
Pacf(AirPass.B_C diff 12 1, lag.max=52

Augmented Dickey-Fuller Test

alrernative: s.ta,unnr.,r_\

-5. "1 ; o |II B = |'|I
= g A, 'I,I"-I|r'-"1'._-" N llll'll'“-;' \ AN "'.."‘"ﬁ'l"-" A AN ._._h_u_,...‘ll.__.r. \.'.Ilv‘.\'nll-"ll Ly Typé 1: no drifEk no trend
E -] y ‘T vy oo ' ! ! i lag abr| p.value
L ' ' 1.1 0 -16.25 o0.m
- - - - - - (2] 1 -9.3| o.01
- (3.1 2 -g.65 0.0
Sarien Airfunn B C_def 13 1 [4.] i -7.70 0.01
Type 2: with drfft no tremny
sl Ll L T T T oo .1 ] 0-1e1s 0.01
.] | [2.] 1 -9.30 0.0
A - - M . [3,] 2 -E.61 0.01
- [£,] 3 -7.67 0.01
Type 3: with drfft and Tredfd
Series AirPaia B C_dm 131 Tag ADF| p.value
[1.] O -16.16 0.01
R [(2,] 1 -s.29] o.o1
591_; 1 l T g . T L LI (3]0 2 -s.6 o.m
=l [#,1 3 -7.70 0.01

i mote: in fact, p.valueg = Q.01 means p.value <= 0,01
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Analiza szeregu ustabilizowanego w celu
Identyfikacji postaci modelu
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— autokorelacje dla opoZnien sezonowych

— autokorelacje dla opdinien niesezonowych




Identyfikacja modelu SARIMA

Dziatania pozwalajgce okreslic parametry dla modelu szeregu czasowego po zlogarytmowaniu jego wartosci:
o Skiadnik sezonowosci: s=12
¢ Jednokrotne roznicowanie proste: d =1, jednokrotne roznicowane sezonowe: D=1
¢ Analizuje sie zachowanie dla ACF i PACF dla opdznien bedacych wielokrotnosciami okresu. Dla modeli
sezonowych wartosci tych funkcji dla opdZnien niebedacych wielokrotnosciami okresu sg rowne zero. W
WW. SZeregu:
o Pw sktadniku AR: ACF zanika stopniowo dla wielokrotnosci okresu i PACF znikadla k>P-s =1-12
o Qw sktadniku MA: ACF znika dla k> Q-s=1-12 i PACF znika stopniowo dla wielokrotnosci okresu
Propozycjedla parametrow sezonowych: P=1, Q=1
¢ Zachowania ACF i PACF to kombinacja zanikow wyktfadniczych i sinusoid ttumionych. Trudno wskazac
prosta regute pozwalajgca na zidentyfikowanie p i q. Po zidentyfikowaniu parametrow sezonowych P i1 Q
analizuje sie przebiegi ACf i PACF dla opdinien niebedacych wielokrotnosciami okresu (h=1,2, 3, ..., s-1).
W ww. szeregu:
o pw sktadniku AR: ACF zanika stopniowo | PACF znika dla k > p = 23 (ew. sprawdzic 3)
o gw sktadniku MA: ACF znika dla k> 9 1 PACF znika stopniowo
Propozycje dla parametrow sezonowych: (p=23, q=9)lub (p=3, g=9)

SARIMA(p, d, q)(P, D, Q); Uwzgledniajac identyfikacje sktadnikdw AR i MA:
SARIMA(23, 1, 0)(1, 1, 0),,

SARIMA(3, 1, 0)(1, 1, 0)p,

SARIMA(0, 1,9)(0, 1, 1),

d— rzad zroznicowania prostego
D —rzad zréznicowania sezonowego
s — czestotliwosc (sezonowosc)

P—rzad sezonowy sktadnika AR Rozwazajgc modele rozbudowane:
Q—rzad sezonowy sktadnika MA SARIMA(23,1,9)(1,1, 1),
p— rzad prosty sktadnika AR SARIMA(3,1,9)(1,1, 1);;

Q- rzad prosty skiadnika MA Eksperyment z modelem pefniejszym ale mniej rozbudowanym:

SARIMA(1,1,1)(1,1, 1),



