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Istota metod hierarchicznych
Tworzą hierarchię skupień w postaci drzewa, zwanego 

dendrogramem. Nie wymagają podania liczby klastrów z góry; 

pozwalają na analizę struktury na różnych poziomach 

szczegółowości.

Zalety

• Brak potrzeby określania liczby klastrów z góry

• Wizualizacja wyników w postaci dendrogramu

• Dobrze działa dla małych zbiorów danych

Wady

• Wysoka złożoność obliczeniowa (1 000 obiektów → ok. 

10002 = 1000000 operacji)

• Raz scalone obiekty nie ulegają przemieszczeniu (aktualizacji)

• Wrażliwość na szum i obserwacje odstające

• Trudność interpretacji przy dużych zbiorach danych



Metody hierarchiczne podziałowe
(divisive, top-down)

Algorytm

1. Cały zbiór danych stanowi jedno skupienie. 

2. Następnie wyodrębniane są dwa skupienia najbardziej niepodobne 

do siebie (najbardziej heterogeniczne).  

3. Proces podziału jest powtarzany dla wynikowych klastrów. W 

każdej iteracji wybierany jest najbardziej heterogeniczny klaster i 

dzielony ponownie.

4. Proces jest kontynuowany do momentu osiągnięcia żądanej liczby 

klastrów lub spełnienia innego warunku zatrzymania, w 

szczególności aż każdy punkt danych będzie stanowił oddzielne 

skupienie.

Przykładowe metody podziałowe

• DIANA (Divisive Analysis)

• Bisecting k-means

• DIVCLUS-T

• Spectral clustering



Metody hierarchiczne aglomeracyjne
(agglomerative, bottom-up)

Algorytm

1. Każda obserwacja stanowi jedno skupienie; na początku liczba 

skupień jest N – taka jak liczba obserwacji. 

2. Wykorzystując miarę podobieństwa (odległości) łączy się dwa klastry 

najbliższe sobie, uzyskując liczbę klastrów równą N-1. 

3. Procedura łączenia jest powtarzana do chwili, gdy wszystkie 

obserwacja stanowią jedno skupienie lub gdy spełniony jest inny 

warunek zatrzymania (np. docelowa liczba skupień lub założone 

odległości wewnątrz- i między-skupieniowe.  

Najpopularniejsze metody aglomeracyjne

• Najbliższego sąsiada

• Najdalszego sąsiada

• Średnich odległości

• Centroidów

• Warda



Koncepcje metod aglomeracyjnych
Metoda najbliższego sąsiada (single linkage, 
pojedynczego wiązania); minimalizuje 
odległość między najbliższymi punktami w 
łączonych klastrach

Metoda najdalszego sąsiada (complete
linkage, pełnego wiązania); minimalizuje 
odległość między najdalszymi punktami w 
łączonych klastrach

Metoda średnich odległości (average linkage, 
średniego wiązania); minimalizuje średnią 
odległość między wszystkimi parami punktów 
dwóch klastrów

Metoda centroidów (centroid Llinkage); 
minimalizuje odległość między centroidami 
(środkami masy) łączonych klastrów

Metoda Warda (single linkage, pojedynczego 
wiązania); minimalizuje przyrost sumy 
kwadratów odchyleń wewnątrz klastrów 
(wariancji), łącząc te klastry, które powodują 
najmniejszy wzrost błędu



Dendrogram

Dendrogram przedstawia:

• sposób łączenia obiektów w skupienia

• kolejność tych połączeń

• odległości (lub niepodobieństwa) między skupieniami



Objaśnienie dendrogramu
Krok 1. Obiekty (liście drzewa)

• Na dolnej osi (w poziomym dendrogramie: na dole) znajdują się 

pojedyncze obiekty (np. obserwacje).

• Każdy obiekt to oddzielny punkt początkowy analizy.

Krok 2. Gałęzie i łączenia

• Linie (gałęzie) łączą obiekty lub grupy obiektów w większe skupienia.

• Im wcześniej (niżej na osi odległości) dwa obiekty się połączą, tym 

bardziej są do siebie podobne.

Krok 3. Wysokość połączenia

• Wysokość, na której łączą się 

gałęzie, oznacza 

odległość/niepodobieństwo między 

skupieniami.

• Mała wysokość → bardzo podobne 

obiekty.

• Duża wysokość → połączenie 

odległych skupień.



Dane do analizy
Zbiór danych zawiera zmienne ilościowe niosące informację o tym, na jakim 

poziomie jest zielona transformacja w wybranych krajach Europy. Opis 

metadanycvh oraz dane sa zawart w pliku WDI_ZlnTrns.xlsx.

Źródło danych: Bank Światowy (WORLD BANK GROUP):

https://databank.worldbank.org/source/world-development-indicators

WDI (World Development Indicator) wybrane z bazy danych oferowanej na ww. 

stronie. Pobrano dane wg zakładek:

• Database (dostępnych 87 tematów); World Development Indicator (liczebność 

dalszych pozycji zależy od wybrania tematu bazy)

• Country (266); zaznaczono kraje europejskie (jest ok. 50-51 państw, wliczając 

terytoria uznawane geograficznie za część Europy), np. kraje duże (Niemcy, 

Francja, Włochy, Hiszpania, Polska, Ukraina), małe kraje i mikro-państwa 

(Lichtenstein, Monako, San Marino, Watykan), transkontynentalne (Rosja, 

Turcja, Azerbejdżan, Gruzja (dwa ostatnie leżą w Azji, ale ze względu na 

uwarunkowania i powiązania historyczne są czasami zaliczane do krajów 

europejskich), po czym wybrano 26 krajów - por. skoroszyt Excela

• Variables (1516); wstępnie 8 zmiennych (szeregów statystycznych) - por. 

skoroszyt Excela

• Time (65 lat, od 1960) 3 ostatnie lata: 2018-2024 - - por. skoroszyt Excela 

(zauważyć braki w danych)

https://databank.worldbank.org/source/world-development-indicators


Aglomeracyjna analiza skupień w SAS EG
Diagram projektu



Aglomeracyjna analiza skupień w SAS EG
Ustawienie węzła analizy skupień



Aglomeracyjna analiza skupień w SAS
Tabela wyników 



Aglomeracyjna analiza skupień w SAS
Wskaźniki jakości skupień - 1

SPRSQ (Semi-Partial R-Squared). Spadek wyjaśnionej wariancji po 

połączeniu dwóch klastrów. Pokazuje, ile wariancji w danych 

objaśnianej przez klastry zostaje utracone, gdy dwa skupienia zostają 

połączone. Małe wartości – połączenie nie pogarsza znacznie jakości. 

Duże wartości – połączenie grup bardzo różnych, utrata jakości – dobry 

moment (wskazane zatrzymanie aglomeracji.

RSQ (R-Squared). Procent całkowitej wariancji danych wyjaśnionej 

przez aktualny podział na klastry. Maleje przy kolejnych połączeniach 

(bo skupień coraz mniej). Im wyższy RSQ, tym bardziej homogeniczne 

skupienia.  Często analizuje się nagły spadek RSQ (tzw. „łokieć”) w 

celu wyboru liczby klastrów.

ERSQ (Expected R-Squared). Oczekiwana wartość RSQ, jeśli dane 

byłyby losowe. Umożliwia porównanie jakości rzeczywistego podziału z 

przypadkowym. RSQ ≫ ERSQ oznacza, że klasteryzacja ma sens. 

RSQ ≈ ERSQ sugeruje, że podział nie jest lepszy niż losowy.



Aglomeracyjna analiza skupień w SAS
Wskaźniki jakości skupień - 2

CCC (Cubic Clustering Criterion). Wskaźnik proponowany przez SAS do wyboru 

liczby klastrów. Obliczany na podstawie RSQ, ERSQ i liczby obserwacji. 

• CCC > 2 lub > 3 – dobre skupienia (wyraźna struktura). 

• CCC w przedziale [0, 2) – potencjalne skupieniem; traktować ostrożnie.

• CCC < 0 – brak wyraźnych skupień; duże wartości ujemne mogą wskazywać 

na obecność obserwacji odstających. 

Lokalne maksima – często interpretowane jako optymalna liczba skupień.

PSF (Pseudo F Statistic) znane także jako indeks Calinskiego-Harabasza. Miara 

oceny, jak dobrze algorytm grupowania poradził sobie z podziałem danych.

• Duże PSF – klastry dobrze odseparowane, spójne; im wyższa wartość, tym 

lepsze rozdzielenie między klastrami.

• Spadek PSF – może sugerować utratę struktury. 

• Lokalne maksimum PSF – często wskazuje sensowną liczbę klastrów.

PST² (Pseudo t² Statistic). Mierzy różnicę między dwoma ostatnimi etapami 

łączenia. 

• Duża wartość PST² oznacza, że połączenie dwóch klastrów bardzo różnych –

czyli prawdopodobnie należy zatrzymać się przed tym etapem. 

• Małe PST² – łączenie grup podobnych (dalsze łączenia są jeszcze sensowne).



Sposoby poprawy jakości skupień

Zmienić metodę aglomeracji

Zastosować inną miarę odległości

Zredukować liczbę zmiennych

Usunąć punkty (rekordy) odstające



Modyfikacja diagramu przepływu

1. Usunięty outlier

Norwegia

2. Zastosowano 

metodę Warda

3. Zweryfikować 

wykresy



Wyniki przykładowe – analiza


