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Sprawdzenie zatozen modelu liniowego
Y =B, + B, X, +...+ B, X,
k — liczba zmiennych niezaleznych
Normalnos¢ rozkiadu btedow (sprawdza sie reszty)
Btedy maja srednig zerowg i stala wariancje (sprawdza sie reszty)
Obserwacje sa niezalezne (sprawdza sie losowosc reszt)

Liczebnos¢ proby jest wieksza od liczby parametrow

W modelu wielokrotnej regresji liniowey:
u, (i=1, ..., n) sgwartosciami btedu (estymowane przez reszty)
n(=1,...,n) sgresztami:r, =y, — Y=y, —(By+ B;x; +... + B Xy)

Btad = Sktadnik losowy # Reszta = Rezyduum

Zatozenia sprawdza sie wykonujgc wtasciwe testy oraz za pomoca
wykresow diagnostycznych dostarczanych przez komputerowe
systemy analityczne.



Model liniowy: btad vs. reszta

True line

stimated line

resicdual

Zrodto: https://ppt-online.org/215018



Normalnosc rozktadu btedow

Wykres histogramu, test normalnosci, wykres kwantylowy.

Kwantyl rzedu q (0 < q < 1) w populacji jest takg liczba x,, ze

g*100% elementow tej populacji ma wartos¢ badanej cechy

mniejszg lub rowng X,

Do najbardziej popularnych kwantyli zalicza sie:

« kwartyle (dzielgce populacje na cztery czesci — pierwszy kwartyl,
mediana i trzeci kwartyl),

« kwintyle (czyli kwantyle rzedu 1/5, 2/5, 3/5, 4/5),

» decyle (dzielgce na dziesieC czesci),

« percentyle (dzielgce populacje na 100 czesci).

Aby otrzymac test normalnosci reszt nalezy te reszty wygenerowac.

Przyktadowo:
Reszty gaz_srednia = gaz_srednia - predicted _gaz_srednia



Wykres kwantylowy

Wykres kwantyli probkowych rozktadu reszt wzgledem kwantyli
rozktadu normalnego odpowiedniego rzedu.

Wykres kwantylowy odktada na osi X kwantyle rozktadu N(0,1) a na
osl Y kwanyle standaryzowanego rozktadu obserwowanego
rezyduuow (reszt).
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Theoretical Quantiles

Jezeli rozktad jest normalny
to punkty na wykresie
powinny tworzyc linie
prosta.

Systematyczne odchylenia
od linii prostej moga
wskazywac na nieliniowosc.

Warto$¢ standaryzowana r;: (r; — r,.)/odstd



Zerowa srednia, stata wariancja biedow

Wykres standaryzowanych

rezyduow (reszt) wzgledem

wartosci prognozowanych
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Zrodio: Interent

A . Poprawny wykres, brak widocznych
wzorcow. Punkty zajmujg okreslony (w
pasie o pewnej szerokosci) obszar od lewej
do prawej.

B. Wystepuje krzywizna, co swiadczy o
naruszonym zatozeniu niezaleznosci
(zakrzywiony wzorzec — reszty nastepne
zalezg od poprzednich i rozbiegajg sie
ponad ograniczony pas).

C. Wz6r lejka sSwiadczy o naruszonym
zatozeniu o statej wariancji (dla matych
wartosci prognoz wartosci reszt sg
mniejsze, dla duzych wieksze) —
heteroskedastycznos¢

D. Obraz wzorca rosngcego od lewej
strony do prawej - naruszone zatozenie o
zerowej Sredniej (dla matych wartosci
prognoz reszty sg mniejsze od zera,
podczas, gdy dla duzych wartosci reszty sg
wieksze od 0).



Weryfikacja zatozen.
Dodatkowe informacje

Stata wariancja - test heteroskedastycznosci.
Opcja ta testuje, czy pierwszy i drugi moment modelu zostaty
poprawnie podane.
Hipoteza zerowa:
HO: wariancja btedow = constans

Test specyfikacji pierwszego | drugiego momentu. Brak
podstaw do odrzucenia hipotezy mozna traktowac jako
potwierdzenie homoskedastycznosci reszt.

Jezeli wykres kwantylowy nie pokazuje systematycznego
odchylenia od linii proste] a wykres reszty wzgledem wartosci
przewidywanych nie pokazuje widocznych wzorcow, to mozemy
wyciggngc¢ wniosek, ze nie ma graficznych dowodow na
naruszenie zatozen regresji | mozemy kontynuowac analize
regresji.



Weryfikacja modelu liniowego

 Merytoryczna
Nie moze budzi¢ zastrzezen merytorycznych
e Statystyczna
Powinien byc¢ bardzo dobrze dopasowany do danych

Wszystkie zmienne objasniajgce w modelu musza by¢
Istotne statystycznie



Merytoryczna weryfikacja modelu
linlowego

Celem jest stwierdzenie, czy model jest zgodny z wiedzg na
temat badanego zjawiska, teorig z dziedziny, ktorej dotyczy

oraz zdrowym rozsgdkiem.

Bada sie:
» Zgodnosc¢ znakow parametrow strukturalnych ze znakami
z analizy korelacji (koincydencja),

« Skale parametrow, czyli wartosci bezwzgledne
parametrow (ocenia sie, czy sg do przyjecia),

Ocena merytoryczna wymaga wiedzy o badanych
zwigzkach (doswiadczenia).



Statystyczna weryfikacja modelu
linlowego

Celem jest stwierdzenie, czy model spetnia postulaty
sformutowane w teorii ekonometrii i statystyki.

« Suma kwadratow: regresyjna i resztowa
« Stopien dopasowania modelu do danych empirycznych

« Statystyczna istotnos¢ modelu (Global test of
significance BETA=0) —test F

« Statystyczna istotnoscC wejsc¢ | parametrow
strukturalnych modelu — testy t

W przypadku modeli nieliniowych weryfikacja
sprowadza sie do wyznaczenia i weryfikaciji
pomocniczego modelu liniowego (linearyzacja modeli).



Model liniowy
badania reakcji kierujgcego na
zagrozenie na drodze - przyktad

Gaz_srednia =f(TTC, nr_proby, hamulec srednia, skret _srednia)
= b0+ b1*TTC+ b2* nr_proby + b3*hamulec_srednia + b4* skret srednia

b0=0,54

bl=0,13 (TTC)

b2 =-0,003 (nr_proby) - weryfikacja merytoryczna
b3 =30,70 (hamulec_srednia)

b4 =-0,64 (skret_srednia) - weryfikacja merytoryczna

Gaz_srednia=0,542 + 0,128 * TTC + (-0,0025 nr_proby) + 0,702 * hamulec_srednia — 0,644 * skret_srednia

Model po reestymacji
Gaz_srednia = 0,399 + 0,046 * TTC + 0,377 * hamulec_srednia



Zrodlo zmiennosci
Zrodto zmiennosci (Zrédfo)
 dla modelu (Model) dopasowanej regresji liniowe] jest przedstawiona

regresyjna suma kwadratow SSR (Sum of Squared Regression) - okresla
te czesC zmiennosci Y, ktora jest wyjasniona przez model:

RegresyjnaSK =SSR =) (y; -¥)’
=1

 dla btedu (Bfgd) jest przedstawiona resztowa suma kwadratow - suma
kwadratow bteddéw (sktadnika resztowego) SSE - Sum of Squared Errors
(inaczej: RSS — Residual Sum of Squares), okresla ona wptyw czynnika
losowego na zmiennos¢ Y (zmiennosc¢ resztowa):

ResztowaSK =SSE = > (y, - ¥,)’
i=1

Catkowita suma kwadratow (Total Sum of Squares) — zmiennosc¢ catkowita:
SST =SSR + SSE

Jezeli regresyjna suma kwadratow jest wieksza od resztowej
sumy kwadratow, to swiadczy o dobrym dopasowaniu modelu.



Dopasowanie modelu do danych

W zaleznosciach ponizej: n — liczba obserwacji, k — liczba
estymowanych wspotczynnikow kierunkowych modelu.

Wspdtczynnik determinacji R? oznaczony przez R-kwadrat okresla
w ilu procentach zmiennosc Y jest wyjasniona przez model:
R2 = SSR/SST = 1 — SSE/SST (R? € [0, 100] %)

W przypadku niekorzystnych proporcji szerokosci (liczba zmiennych)
do dtugosci (liczba obserwacji) analizowanego zbioru danych stosuje
sie skorygowany wspodtczynnik determinacji (Skor. R-kwadrat): R?,; =
1 — SSE/SST - (n-1)/(n-k-1)

Sredni btad oszacowania S, zmiennej zaleznej Y wyznacza si¢ ze
statystyki Mean Square Error MSE (SAS: Error -» Mean Square) —
Pierw. z MSE. Okresla on o ile srednio wartosci rzeczywiste zmiennej
objasnianej (czyli Y) roznig sie od wartosci przewidywanych przez
model.

MSE =SSE / (n-k-1), S, =-/MSE



Statystyczna istothnosc¢ postaci modelu

Global test of significance BETA =0

HO: = B, =...= B =0
H1: przynajmniej jeden z parametrow modelu jest istotnie rozny od zera
W hipotezie zerowej zaktada sie brak zwigzku liniowego okreslajgc, ze wszystkie

parametry strukturalne modelu sg rowne zero. Weryfikacji HO dokonuje sie w
oparciu o statystyke testowg F.

Wartosc¢ statystyki testowe] ma rozktad F (F Value) z liczbg stopni swobody k oraz
(n-k-1) :

F = [SSR/K] / [SSE/(n-k-1)]
Statystyka oraz wyznaczone dla tej statystyki prawdopodobienstwo testowe p

(Pr>P) dostarczajg informacji niezbednych do przeprowadzenia testu istotnosci
modelu liniowego.

Jesli wartosc statystyki testowe] przekroczy wartosc krytyczna,
wyznaczajgc mate prawdopodobienstwo testowe (mniejsze od zatozonego
poziomu istotnosci a), model linlowy nalezy uznac za istotny statystycznie.



Whnioskowanie dla efektow oraz
odpowiadajacych im parametrow
strukturalnych modelu

Kazda zmienna (parametr) jest testowana indywidualnie.
Hipotezy majg postac:

HO: 5 =0

H1:. 5+#0

Hipoteza alternatywna wyznacza dwustronny obszar krytyczny.
Do weryfikacji hipotez stuzy statystyka t z liczbg stopni swobody
rowng (n-k-1).

Wspotczynnik modelu regresji liniowej jest istotny statystycznie
(HO odrzucone), jezeli prawdopodobienstwo testowe wyznaczonej
statystyki testowe] jest mniejsze niz poziom istotnosci.



Interpretacja matematyczna esytmatorow

parametrow strukturalnych modelu

Wartos¢ wspotczynnika informuje jak zmienia sie wartosc
zmiennej objasnianej (celu), jezeli wartos¢ analizowane;
zmiennej objasniajgcej (wejsciowej) zmienia sie o jeden, przy
ustalonych (niezmieniajgcych sie) wartosciach pozostatych
wejsc.

Y =13,6 + 22,7 X, + (—4,6X))

Gdy wartos¢ X, wzrosnie o jeden, to przy niezmieniajgcej sie
wartosci X, wartos¢ zmiennej Y zwiekszy sie (znak +) 0 22,7.
Jezeli wartos¢ X, wzrosnie o jeden, to przy niezmieniajgcej sie
wartosci X; wartoS¢ zmiennej Y zmniejszy sie (znak-) o 4,6.

W interpretacji nalezy uwzgledni¢ dopuszczalny zakres
wartosci i interpretacje fizyczng (ocena merytoryczna)
cechy oraz zdrowy rozsadek.



Metody wyznaczania modelu

Parametry modelu sg wyznaczane metodg maksimum
wiarygodnosci.

Moze byC stosowana metoda selekcji, ktora pomaga w
doborze ,najlepszych zmiennych”

 Backward — ,do tytu”; zaczyna od petnego zbioru
zmiennych niezaleznych (efektow) i eliminuje mato istotne

 Forward — ,do przodu”; zaczyna od statej i dodaje istotne
Zmienne niezalezne

« Stepwise — ,madre kroki”, zaczyna od statej i dodaje
Istotne zmienne zalezne, przy czym mozliwe jest
usuniecie z modelu dodanego wczesniej efektu, jezeli nie
ma on duzego wptywu na zmienng prognozowanag



Uwagi

Jezeli jest wiele zmiennych wejsciowych kandydujgcych do
objasniania modelu, mozna zastosowac iteracyjne metody
selekcji (forward, backward, stepwise selection).

Zaleca sie zbadac analizowany zbior cech na okolicznosc¢
nadmiernej korelacji pomiedzy parami cech (macierz korelacji)
oraz wspotliniowosci (indeks uwarunkowania — wskaznik
warunku).

Zwiazki miedzy zmienng zalezng i zbiorem zmiennych
niezaleznych niekoniecznie musza byc¢ liniowe. Metoda regres;i
liniowej moze bycC stosowana, jezeli zmienne ,powodujgce
problemy” mozna przeksztatcic tak, aby w ostatecznosci
otrzymac¢ model liniowy.

Zaleca sie dokonywac normalizacji (standaryzacja,
unitaryzacja, przeksztatcenie ilorazowe) zmiennych w
przypadku duzych roznic w zakresach wartosci i roznych mian
(nieporownywalnos¢ wartosci).



