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Pojecia podstawowe

Modelowanie regresyjne jest to tworzenie modelu
abstrakcyjnego (matematycznego), za pomoca ktorego
wartosc konkretnej zmiennej wyznacza sie na podstawie
znajomosci wartosci innych zmiennych. Modelowanie takie
moze byC wyrazone w postaci zaleznosci: Y = f(X,, ..., X)).
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Zmienna zalezna Zmienne objasniajace
Zmienna wyjsciowa Zmienne niezalezne
Zmienna odpowiedzi, odpowiedz Zmienne wejsciowe
Zmienna endogeniczna Atrybuty (wejsciowe)
Predyktory

Zmienne egzogeniczne



Analiza korelacji | regresj|

Dziat statystyki obejmujgcy ustalanie | mierzenie
ZWigzku cech nosi nazwe teorii korelacji | regresji.
Zagadnienia, ktore ma ta teoria rozstrzygac nie sg
proste, gdyz zwigzek cech ustalany zazwyczaj na
podstawie pewnego badania czesciowego, czyli
proby, moze miec charakter przypadkowy. Moze byc
wiec wynikiem dziatania pewnych przyczyn
ubocznych, a nie rezultatem istnienia rzeczywistej
zaleznosci miedzy badanymi cechami.



Liniowa wspotzaleznos¢ cech
Kowariancja

Kowariancja jako miara wspotzaleznosci cech X1 Y:
C(X,Y) = E((X-E(X))*(Y-E(Y))
E(Z) - wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Z

Estymator (kowariancja z proby)
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Wada: posiadanie miana



Liniowa wspotzaleznos¢ cech
Wspotczynnik korelacji liniowej —
wspotczynnik Pearsona

Korelacja Pearsona jako miara wspotzaleznosci liniowej cech X1Y:
p (X.Y) = C(X.Y)/ (o5 )
oy oy — odchylenie standardowe zmiennych losowych X 1Y

Oznaczenie estymatora: r

Estymator: rw - Zn:(}{ _f)'(y,i _y)'/\jzn: (X —f)zn:(y _}_/)

I —
I =1

Zaleta: brak wymiaru, tatwosc w interpretacii.

Wspotczynnik korelacji Pearsona ma wartosci z przedziatu [-1,1].



Inne miary wspotzaleznosc¢ dwoch cech

Korelacja rang Spearmana (lub: korelacja rangowa Spearmana, rho
Spearmana) — nieparametryczna miara monotonicznej zaleznosci miedzy
zmiennymi losowymi. Mierzy takze zaleznosc nieliniowg. Wartosci: [-1, 1]

Kendall's tau-b — miara zgodnosci na podstawie danych na skali
porzgdkowej. Miara bazuje na liczbie par obserwacji zgodnych (concordant)
| niezgodnych (discordant) oraz zwigzanych (tie). Jest miarg monotonicznej
zaleznosci miedzy zmiennymi.

Wartosci: [-1, 1]

Hoeffding's D — miara do wykrywania odstepstw od niezaleznosci. Jezeli
nie ma par zwigzanych, miara ma wartosci [-0.5, 1], z wartoscig 1
wskazujgca catkowitg zaleznosc¢ (dla par zwigzanych mniejsze niz 1). Im
wieksza wartosc¢ miary, tym silniejszy zwigzek miedzy zmiennymi.



Wykresy rozrzutu ilustrujgce potencjalne
zwiazki miedzy dwiema zmiennymi X 1Y

Zrodlo: Internet



Testowanie istotnosci
wspotczynnika korelacji liniowej

Procedura wnioskowania statystycznego opiera sie
0 parametryczny test istotnosci, a tres¢ hipotez o braku
zwigzku liniowego miedzy cechami jest nastepujaca:
HO: p=0
wobec hipotezy alternatywne]
H1: p>0albo Hl: p<Oalbo H1: p#0

r N
t:ﬁ'x/n—Z
N1=r

ma rozkiad t-Studenta o n-2 stopniach swobody

Statystyka testowa:

Jesli prawdopodobienstwo testowe odpowiadajgce wartosci
statystyki testowe] jest mniejsze od przyjetego poziomu
Istotnosci, to hipoteze zerowg o braku korelacji nalezy
odrzucié.



Cechy wspotczynnika korelacji Pearsona

« Zwigzek moze byc¢ silny (na podstawie r — z proby) a mimo
to nieistotny i odwrotnie, zwigzek moze byc¢ staby (na
podstawie proby) ale istotny.

* Kluczowa jest wielkosc proby.

* Dla matych zbioréw jest stosunkowo fatwo uzyskac silng
korelacje przez przypadek i trzeba zwrdciC uwage na
poziom istotnosci zanim wyciggnie sie ostateczne wnioski,
by nie odrzuciC prawdziwej hipotezy zerowej, czyli nie
popetnic btedu | rodzaju.

» Dla wiekszych zbiorow, jest bardzo tatwo osiggngc
Istotnosc, ale trzeba zwrdci€ uwage na site korelacii
(wartos¢ bezwzgledna wspotczynnika), zeby miec
pewnoscC, ze wystepuje rzeczywisty zwigzek.



Interpretacja wartosci r
Wspotczynnik korelacji ma wartosci z przedziatu [-1,1].

Im korelacja jest blizsza +/-1, tym blizsza jest idealnemu
linlowemu zwigzkowi. Przyktadowa interpretacja korelacji dla
wartosci bezwzglednej wspotczynnika:

 <0,2, 0,4> bardzo staby zwigzek lub jego brak
« <0,4, 0,7> zwigzek umiarkowany
« <0,7, 1> zwigzek silny lub bardzo silny

Nie sg to sztywne kryteria klasyfikacji podziatow.

W niektorych sytuacjach mozna zmieniC poziom stabej
korelacji np. rozszerzy¢ przedziat (od 0,2 do 0,6) a w innych
przesungc¢ przedziat w gore (od 0,5 do 0,8).

Opinia jest subiektywna, w ktorej nalezy uwzglednic
liczebnosc¢ proby.



(Bardzo) prosta regresja liniowa

Jezeli smuga punktow na wykresie uktada sie wzdtuz linii
prostej, to dopasowuje sie do niej funkcje liniowa, ktorg
mozna opisac zaleznoscig: Y = m*X+b.

Potozenie prostej na ptaszczyznie jednoznacznie

okreslajg obie state m i b przytoczonej funkcji, zwanej
liniowg funkcjg regresiji.

Funkcja ta okresla trend liniowy zaleznosci Y od X.

Analiza takiego zwigzku nosi nazwe analizy regresji
liniowe|. °

yi 1 (X, ¥i)

) ®

y; = m* X, +b




Wielokrotna regresja liniowa

Ogodlnym celem jest ilosciowe ujecie zwigzkéw miedzy wieloma zmiennymi
niezaleznymi a zmienng zalezna.

Yi=ht BiXpt ...t B Xyt 1=1,..,n
gdzie:

* u, =1, ..., nsgwartosciami btedu, niezaleznymi od siebie dla kolejnych
obserwacji i o takim samym rozktadzie (normalnym): E(u) =0 and V(u) = &2, ,

 rozktad btedu jest niezalezny od tgcznego rozktadu zmiennych objasniajgcych
Xis ey X

« funkcja regresji zaleznosci zmiennej Y od (X, ..., X,) definiuje warunkowag
wartos¢ oczekiwang: E(Y| X, ..., X) =4, + B X+ + B X, przy czym
V(Y| Xy, o X)) = 02

* nieznane parametry 4, , B, ..., B s statymi
Estymowany (oszacowany) model liniowej regresji wielokrotnej ma postac:
Y =B,+ B, X, +...+ B, X,

gdzie B,, B, ...B, sg estymatorami prawdziwych wartosci parametrow z proby.



Oszacowanie modelu regresji liniowe]

Oszacowac (estymowac) model oznacza znalez¢ wartosci parametrow
strukturalnych na podstawie konkretnej proby.

Oszacowany (estymowany) model liniowej regresji wielokrotnej ma postac:
Y =B,+ B, X, +...+ B, X,
gdzie:

By, B;, ...B, sg estymatorami prawdziwych wartosci parametréw policzonymi z
proby.

Metody szacowania parametrow:

«  MNK — Metoda Najmniejszych Kwadratéw ( wtasnosci estymatorow:
nieobcigzone, zgodne, efektywne)

« MM — Metoda Momentow
«  MNW - Metoda Najwiekszej Wiarygodnosci

* Inne



zastona

Eksperyment badawczy

Makieta 2

Pojazd badany

Tekturowe chodniki

Makieta 1

zastona

Dane: udostepnione przez Katedre
Pojazdéw Samochodowych i Transportu,
Politechniki Swietokrzyskiej

Miejsce: tor samochodowy na Miedziane]
Goérze

Rejestrowane: wielkosci charakteryzujgce
dziatania podjete przez kierowce oraz
parametry ruchu pojazdu badawczego



Zmienne rozwazane w analizie

Nr_proby: numer okreslajgcy kolejnosc¢ realizowanych prob

Czas_ryzyka (TTC — Time To Colission): czas, jaki uptyngtby od momentu zauwazenia
przeszkody do chwili zderzenia z nig, gdyby kierowca nie zmodyfikowat swojego zachowania

Gaz_srednia: srednia czasu reakcji psychicznej kierowcy, tzn. czasu od chwili zauwazenia
zagrozenia (przeszkody) do chwili rozpoczecia zdejmowania nogi z pedatu gazu

Gaz_odchylenie: odchylenie standardowe dla czasu reakcji psychicznej kierowcy

Hamulec_srednia: srednia czasu reakcji psychomotorycznej kierowcy, tzn. czasu od chwili
zauwazenia zagrozenia (przeszkody) do chwili rozpoczecia naciskania pedatu hamulca

Hamulec_odchylenie: odchylenie standardowe dla czasu reakcji psychomotorycznej
kierowcy

Skret_srednia: srednia czasu reakcji psychomotorycznej kierowcy przy skrecie, tzn. czasu
od chwili zauwazenia zagrozenia (przeszkody) do chwili rozpoczecia manewru omijania

Skret_odchylenie: odchylenie standardowe dla czasu reakcji psychomotorycznej kierowcy
przy skrecie

S: odlegtosc od przeszkody
V: predkos¢ jazdy samochodu (predkos¢ najazdu)



Poszukiwanie zwigzkow

Wykorzystujgc metode wielokrotnej regresiji liniowej, opracowa¢ modele zgodnie
z podanymi nizej zaleznosciami:

Gaz_srednia = f(Nr_proby, TTC, Hamulec_srednia, Skret_srednia)
Hamulec_srednia = f(Nr_proby, TTC, Gaz_srednia, Skret_srednia)
Skret_srednia = f(Nr_proby, TTC, Gaz_srednia, Hamulec _srednia)
Gaz_srednia=f(TTC, Nr_proby, Hamulec_srednia, Skret_srednia)
Hamulec_srednia = f(Nr_proby, S, V, TTC, Gaz_srednia, Skret_srednia)
Skret_srednia = f(Nr_proby, S, V, TTC, Gaz_srednia, Hamulec_srednia)

itd.

Przyktadowa postac¢ wielokrotnej regresji liniowej:

Skret_srednia=B0 + B1* Nr_proby + B2*TTC +B3*Gaz_srednia
+ B4*Hamulec_srednia

Gaz_srednia=B0 + B1*TTC + B2* Nr_proby

+ B3*Hamulec_srednia + B4*Skret_srednia



Wspotliniowos¢ zmiennych objasniajacych

Gdy zmienne objasniajgce sg wysoko skorelowane, wyniki analizy regresji moga
by¢ niestabilne, obcigzone lub nieprawidtowe. Wtasciwosé, w ktorej istnieje
zaleznosc liniowa miedzy zmiennymi wejsciowymi nosi nazwe wspotliniowosci
(collinearity) lub wielowspotliniowosci (multicollinearity).

Mozliwosci sprawdzenia:

*  Wspotczynnik inflacji (podbicia) wariancji WIW dla danej zmiennej X; wskazuje, o
ile wariancja wspotczynnika przy zmiennej X; jest zawyzona z powodu zaleznosci
liniowej tej zmiennej od innych zmiennych wejsciowych w modelu.

WIW,>= 5 (Rj2 ~ 0.80) — wskazanie umiarkowanej wspotliniowosci
WIW; >=10 (Rj2 ~ 0,9) — wskazanie silnej wspadtliniowosci

* Macierz korelacji — wykrycie silnie skorelowanych zmiennych

* Wskaznik warunku (uwarunkowania) macierzy X < (n*k) - wymiarowa macierz
wartosci zmiennych objasniajgcych. Dla kazdej zmiennej objasniajacej okresla sie,
jaka czes¢ zmiennosci estymatora jest przypisana kazdej wartosci wiasnej
macierzy X"™X. Problem wspadtliniowosci jest sygnalizowany wysoka wartoscia
sktadowej zwigzanej z duzg wartoscig wskaznika warunku jednej lub wiekszej
liczby zmiennych wejsciowych.

Wskaznik warunku =~ 10 — sygnalizacja problemu
Wskaznik warunku ~ 100 — by¢ moze koniecznos¢ zmiany postaci modelu



Wspotliniowos¢ zmiennych objasniajacych
metody postepowania

e Sprawdzi¢ wartos¢ wspoétczynnika inflacji wariancji. Jesli ta wartosc jest mniejsza niz
10 dla wszystkich zmiennych niezaleznych, temat jest zamkniety i nie ma potrzeby
wykonywac zadnych operacji na zmiennych.

* Jesli sg tylko dwie wartosci WIW powyzej 10, mozna zatozy¢, ze istnieje problem
kolinearnosci miedzy tymi dwiema wartosciami. W takiej sytuacji nalezy
wyeliminowac jedng zmienng albo utworzy¢ kompozyt.

* Jesli jest wiecej niz dwie zmienne objasniajgce z WIW powyzej 10, nalezy
przeanalizowa¢ diagnostyke kolinearnosci (wspotczynnik uwarunkowania).

 Zidentyfikowa¢ w macierzy wspoétczynnikdw uwarunkowania wiersze z wartoscig tego
wskaznika powyzej 15.

 Jezeli w tych wierszach jest wiecej niz jedna kolumna (wiecej niz jedna zmienna
niezalezna) o wartosciach powyzej 0,90 w proporcjach wariancji, zaktada sie problem
kolinearnosci miedzy tymi zmiennymi, ktére majg te wysokie wartosci.

Obecnos¢ tylko jednej takiej zmiennej w wierszu o wysokiej wartosci (powyzej 0,90),
nie ma znaczenia.

* Jesli nie mozna zidentyfikowac zrodta wielowspotliniowosci, poniewaz nie ma wierszy
o kilku wartosciach wariancji powyzej 0,9, to kryterium mozna zmniejszy€ i rozwazyc¢ na
przyktad pary zmiennych niezaleznych (lub ich grup) z wartosci powyzej 0,8 lub 0,7.



