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Testowane hipotez: pojecia podstawowe

Hipoteza statystyczna - kazde przypuszczenie o populacji
generalnej wydane bez przeprowadzenia wyczerpujgcego
badania, dajgce sie zweryfikowa¢ metodami statystycznymi na
podstawie wynikow badan proby.

Do weryfikacji hipotez statystycznych stuzy specjalna metoda
postepowania zwana testem statystycznym, ktora z ustalonym
prawdopodobienstwem dla danej proby przyporzgdkowuje decyzje
0 odrzuceniu lub przyjeciu sprawdzanej (weryfikowanej) hipotezy.




Rodzaje hipotez statystycznych

Hipoteza statystyczna

Parametryczna /\

Testy istotnosci Nieparametryczna
sprawdzajg hipoteze, ze dany
parametr jest statystycznie / \ \
istotny

Testy zgodnosci Testy sprawdzajace,
sprawdzajg hipoteze, ze czy 2 proby pochodzg z
populacja ma okreslony jednej populaciji
typ rozktadu

Hipoteza parametryczna — dotyczy parametru rozktadu cechy
populacji (zatozenie o rozktadzie populacji) - precyzuje
wartosc parametru w rozktadzie populacji gen.; test stuzgcy
do jej zweryfikowania nazywa sie testem parametrycznym.
Hipoteza nieparametryczna — nie odnosi sie do parametrow rozktadu
cechy; weryfikujg jg testy nieparametryczne




Schemat podejmowania decyzjl
dotyczacej weryfikacji HO

Sytuacja = HO prawdziwa HO fatszywa
Decyzja

U

btad Il rodzaju,
HO przyjaé decyzja stuszna prawdopodobienstwo
jego popetnienia = f3

btad | rodzaju ,
HO odrzucic prawdopodobienstwo decyzja stuszna
jego popetnienia = a

Najczescie] wybierane wartosci o (poziomu istotnosci): 0,01; 0,05; 0,1
Zazwyczaj stosowana wartos¢ 3. 0,2



Btedy w testowaniu hipotez

Btad pierwszego rodzaju (o) to odrzucenie hipotezy zerowej, mimo, ze jest prawdziwa.
Prawdopodobienstwo popetnienia tego btedu to poziom istotnosci a. Informuje on, na jak maty
btad ,zgadzamy sie” przy weryfikacji hipotezy zerowej. Poziom istotnosci okresla dopuszczalng
czestos¢ wystgpienia wynikdw niezgodnych z przyjetymi zatozeniami na skutek losowego
charakteru proéby.

Btad drugiego rodzaju (B) to przyjecie hipotezy zerowej, gdy jest ona w rzeczywistosci
fatszywa. Prawdopodobienstwo popetnienia tego btedu jest oznaczone przez . Wyznaczona
przez 3 wartos¢ 1-p to moc testu (prawdopodobienstwo unikniecia btedu Il rodzaju). Jest
to prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zerowej, gdy jest ona fatszywa, a hipoteza
alternatywna jest prawdziwa. W praktyce 1-§ oznacza prawdopodobienstwo przyjecia decyzji o
istnieniu efektu, gdy on rzeczywiscie istnieje. Testem najmocniejszym jest ten, dla ktérego, przy

ustalonym poziomie istotnosci o, wartos¢ B jest najmniejsza (1- B najwieksza; zazwyczaj 0,8).
Moc testu zalezy od :

1. wielkosci spodziewanego efektu (testy parametryczne) —im wiekszy efekt tym
wieksza moc,

2. wielkosci odchylenia standardowego cechy w populacji (zmiennosci pomiaréw) —
im mniejsze odchylenie (mniejsza zmiennos$¢ pomiaréw), tym wieksza moc,

3. liczebnosci proby — im liczniejsza proba, tym wieksza moc,

4. od poziomu istotnosci testu — im nizszy poziom istotnosci, tym mniejsza moc testu.



Procedura postepowania przy
weryfikowaniu hipotez statystycznych

1. Nalezy podac tresci hipotez — zerowej | alternatywney:
HO: tu tresSc hipotezy zerowej
H1: tu tresSc hipotezy alternatywnej
2. Poziom istotnosci, ktory jest wybrany do weryfikacji HO
3. Informacja o tym, za pomocg jakiego testu jest weryfikowana HO
Statystyka testowa jest zmienng losowa:
- rozktad statystyki testowej
- obszar krytyczny i poziom istotnosci testu
- wartosc statystyki testowej WST dla danych z proby jest jedng
z realizacji ww. statystyki testowej
W trakcie procesu weryfikacji hipotezy zerowej ocenia sie wartos¢ statystyki
testowe] badajgc jej potozenie wzgledem obszaru krytycznego.
4. Wyznaczona wartosc statystyki testowej oraz odpowiadajgce jej
prawdopodobienstwo testowe (p-wartos¢, p-value)
5. Wniosek z badania obszaru krytycznego lub poréwnania p-value z o,
o—O0 O I O =
Najczesciej spotykane rozktady, ktorym podlegajg statystyki testowe:
normalny, t-Studenta, y? (chi-kwadrat), F (Fishera).




llustracja graficzna podejmowania
decyzjl w testowaniu hipotez

p-value dla WSTh

p-value dla WST:

¢ - pole pod wykresem funkcji gestosci rozkladu
statystyki testowej dla obszaru krytycznego

WK - wartos¢  Obszar krytyczny: <WK, 0 )
krytyczna

Pole po wykresem funkcji gestosci rozktadu statystyki testowe;j jest
prawdopodobienstwem (wartoscig z przedziatu <0, 1>.
Wartosci (przedziaty) dla ktérych sg wyznaczone te prawdopodobienstwa
to wartosci statystyki testowej: wartosc krytyczna, wartosc statystyki
testowej dla wybrane proby.

o — poziom istotnosci

p-value (p-wartosc¢)— prawdopodobienstwo testowe



Podstawa decyzji w testowaniu hipotez
— obszar krytyczny

Rozktad statystyki testowej ST jest wykorzystywany do wnioskowania o
prawdziwosci hipotezy zerowej. Na podstawie tego rozktadu i poziomu
istotnosci o okresla sie przedziaty wartosci, ktore wyznaczajg obszar
odrzucenia lub nieodrzucenia hipotezy zerowej.

Obszar odrzucenia hipotezy statystycznej to taki przedziat liczbowy, ze
jezeli wyznaczona statystyka testowa WST przyjmie wartos¢ nalezgcg do
niego, to hipoteze zerowg nalezy odrzuci¢. Obszar odrzucenia okreslany
jest jako obszar krytyczny.

Obszar nieodrzucenia (przyjecia) hipotezy statystycznej to taki przedziat
liczbowy, ze jezeli wyznaczona statystyka testowa WST przyjmie wartosc z
tego przedziatu, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe,.

Wartosc¢ krytyczna testu — wartos¢ liczbowa wyznaczajgca obszar
krytyczny (koniec przedziatu odrzucenia lub konhce przedziatow dla testu
dwustronnego).



Prawdopodobienstwo testowe
| poziom istotnosci

Prawdopodobienstwo testowe (p-wartos¢ lub p-value) jest
prawdopodobienstwem wystgpienia, w powtarzanym probkowaniu,
wartosci statystyki testowej takiej samej lub skrajniejszej (wiekszej
lub mniejszej — w kierunku obszaru krytycznego) jak wartosc tej
statystyki wyznaczona z badanej (w procesie weryfikacji hipotezy

zerowej) proby.

Poziom istotnosci testu jest prawdopodobienstwem o odrzucenia
hipotezy zerowej, mimo ze jest prawdziwa.

Programy do analiz statystycznych, np. SAS (EG), wyznaczajg p-value
(p wartosc, wartosc p) Uzytkownik wnioskuje o wyniku testowania

poroéwnujgc p-value i o.



Wnioskowanie

W przypadku testu istotnosci, do odrzucenia hipotezy zerowej
wystarczy aby spetniony byt jeden z podanych nizej warunkow
(oba sg rownowazne):

« wartos¢ statystyki testowej WST policzona z préby nalezy do
obszaru krytycznego
Jesli WST nalezy do obszaru krytycznego, to hipoteze zerowg nalezy
odrzucic, w przeciwnym przypadku nie ma podstaw do jej odrzucenia.

« | p-value<a
o jest wartoscig przyjetg przez badacza

Jedli p-value < «, to HO nalezy odrzucic na korzys¢ H1. W przeciwnym
przypadku formufuje sie opinie, iz nie ma podstaw do odrzucenia HO.




Test zgodnosci

Test zgodnosci jest wykorzystywany do sprawdzenia rozktadu cechy.
Badana jest hipoteza HO, ze cecha X ma rozktad zgodny z funkcjg
okreslonej klasy (zgodny z okreslonym rozktadem teoretycznym).
Hipoteza alternatywna H1 gtosi, ze rozktad cechy X nie jest zgodny w
ww. rozktadem teoretycznym, co jest rownoznaczne ze stwierdzeniem,
ze dystrybuanta cechy (prawdopodobienstwo skumulowane) X nie
nalezy do danej klasy dystrybuant.

Jesli hipoteza zerowa jest stuszna, to roznice miedzy rozktadem
testowanym (teoretycznym) i empirycznym nie powinny by¢ znaczace
(istotne).

Najpopularniejsze testy zgodnosci:

- test ¢ 2

- test Kotmogorowa-Smirnowa

- test normalnosci: Shapiro-Wilka

Parametry badanego rozkiadu teoretycznego zazwyczaj sq
estymowane z proby (estymatory préby lub MLE - max likelihood
estimates)



Histogram zmiennej losowe]
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Test y?

Porownuje sie liczebnosci empiryczne | teoretyczne cechy
w kolejnych przedziatach szeregu rozdzielczego.
Analizowang statykg testu jest zmienna, ktora ma
graniczny rozktad chi-kwadrat y? o v = k-r-1 stopniach
swobody (gdy prawdziwa jest HO), gdzie k jest liczbg klas
szeregu rozdzielczego, a r jest liczbg szacowanych
parametrow.

Jesli dla zadanego poziomu istotnosci statystyka testowa
przekroczy wartos¢ krytyczng y?(o,v) (czyli znajdzie sie
w zbiorze krytycznym) hipoteze HO nalezy odrzucic.

Wymaga sie, by liczebnosci elementoéw proby w
poszczegolnych przedziatach klasowych przekraczaty
wartosc 5.



Test Koimogorowa-Smirnowa

Porownuje sie wartosci dystrybuant: empiryczne;
| teoretycznej, wyznaczonych dla kolejnych wartosci cechy.
Cecha musi byc ciggta.

Analizowang statykg testu jest zmienna, ktéra ma rozktad A
Kotmogorowa, jesli prawdziwa jest HO.

Jesli dla zadanego poziomu istotnosci statystyka testowa
przekroczy wartos¢ krytyczng D (czyli znajdzie sie w obszarze
krytycznym) hipoteze HO nalezy odrzucic.

Parametry rozktadu hipotetycznego powinny by¢ znane

(nie estymowane z proby). Gdy ten warunek nie jest spetniony,
ten test mozna stosowac, gdy proba jest duza (dziata prawo
wielkich liczb).

Prawo wielkich liczb: gdy liczebnos¢ préby rosnie
nieograniczenie, to empiryczna dystrybuanta zmierza
jednostajnie do dystrybuanty teoretycznej.



Test normalnosci Shapiro-Wilka

Umozliwia wytgcznie testowanie hipotezy zerowej, ze badana
cecha ma rozkiad normalny. Funkcja gestosci takiego rozktadu
dana jest wzorem :

1 _(x=m)
Hx)= o /211 eXp( 20° j

Gdzie: m i o sg parametrami rozktadu, odpowiednio: srednig |
odchyleniem standardowym.

Jesli wartosc statystyki testowe] dla okreslonego poziomu istotnosci
o 1 liczebnosci proby n_jest mniejsza od wartosci krytyczne|, HO
nalezy odrzucic.




Rozklad normainy

Zwany tez rozktadem Gausa, jest rozktadem o najwiekszym znaczeniu
w analizach statystycznych.

Funkcja gestosci jest dana zaleznoscia:

Fx)= 0'\/_ exp[ (XZJﬂ) ]
Parametry: 3

u (alternatywny symbol: m) - srednia,

o - odchylenie standardowe.
7=3,14159... (stosunek obwodu kota do srednicy)
e (exp) =2,71828... (stata Eulera)

X - dowolna wartos¢ z przedziatu (—oo, + o)

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), niemiecki
matematyk, fizyk, astronom i geodeta, profesor
uniwersytetu w Getyndze i dyrektor
obserwatorium astronomicznego. Zaliczany do
trojki najwiekszych matematykow swiata, obok
Archimedesa | Newtona.




Charakterystyka rozktadu normalnego

Prawdopodobienstwo
0.8 4 _pu=0,0=1
0.7 _u=0,0=0.5
0.6 4 _p=0,0=2
0.5 3 H=-1,0=1
0.4 J H= 1, 0=1
03 Zrédto: Internet
0.2 4 A AN
0.1 4
~—_ | Dzwon (kapelusz) Gaussa
D | 1 L | _o-""f L] | L] | 1 -~
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

* Rozkfad jest symetryczny; wartosci cechy rozktadajg sie tak samo z lewej i prawej
strony sredniej; dominanta = mediana =srednia

* 68,27% wynikéw jest w przedziale (m-o, m+0)
* 95,45% wynikéw jest w przedziale (m-20, m+20)

* 99,73% wynikéw jest w przedziale (m-30, m+30)



Funkcje gestosci wybranych rozktadow
teoretycznych dla zmiennej losowej ciggte]

Rozkiad lognormalny

- 1 o eflog(x=8)-¢ Y
f(x)_(x_g)m@exp[ 0.5( _ j J

6@ Theta wartoS¢ przesuniecia (progu) K
C Zetha parametr ksztaltu bl J ,
o Sigma parametrem skali NS TN

Rozkiad wyktadniczy

f(x)—exp( X~ Hj
o)

¢ wartos¢ przesuniecia (progu)
o parametr skali.




Funkcje gestosci wybranych rozktadow
teoretycznych dla zmiennej losowej ciggte]

Rozktad Weibull’a

o {2

¢ warto$¢ przesuniecia (progu)
o parametr skali
C parametr ksztattu

Przesuniety rozktad gamma o3
A-(A-(x—0)) e +0?
f(x)= (4 ) dla x>6
r'(k)
Parametrami rozktadu sa: A
k — parametr ksztattu, 0z |
A - parametr skali b A
srednia = k/ 2 wariancja = k/42  U| A Ns

Dla rozktadu przesunietego — dodatkowo: 1Y/ ‘\M__ .
G - przesuniQCie (prég)’ 0 2 4 6 E 10 2 M & 1’ N}

przy braku przesuniecia 6= 0



Funkcje gestosci wybranych rozktadow

teoretycznych dla zmiennej losowej ciagtej
Rozktad beta

f(x):%x”(l—x)trl dla 0<x<1, r>0, t-r>0

B jest statg normujgcg rowng: B = I'(r) -T'(t-r)/T°(t)
Srednia=r/t wariancja = r-(t-r)/[t?- (t+1)]
I'(k) jest funkcjg gamma dana zaleznoscia:

(k) = Te‘”uk‘ldu dla naturalnych k: T(k) = (k-1)!
0

Rozktad beta jest bardzo wygodnym narzedziem opisu danych doswiadczalnych
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