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Obszar odniesienia PWL

Prawa wielkich liczb (PWL) to zbidr twierdzen z matematycznych, ktore opisujg
zwigzek miedzy liczbg wykonywanych doswiadczen, a faktycznym
prawdopodobienstwem wystgpienia zdarzenia, ktorego te doswiadczenia dotycza.

Najwczesniejsza posta¢ PWL to prawo Bernoulliego. Opublikowane posmiertnie w
1713 w ksigzce ,Ars conjectandi” (Sztuka zgadywania) przez siostrzenca Jakoba,
Nicolasa, jako ,ztote twierdzenie” (https://www.tomaszgrebski.pl/blog/matematycy-
znaczki-historie/jacob-bernouuli):
,Z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1 mozna sie spodziewac, iz przy
dostatecznie wielkiej liczbie prob n czestos¢ k danego zdarzenia losowego
bedzie sie dowolnie mato réznita od jego prawdopodobienstwa p.”
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Inne (niektoére) prawa wielkich liczb:
Prawo wielkich liczb Markowa

Prawo wielkich liczb Czebyszewa

Mocne prawo wielkich liczb Bernouliego
Prawo wielkich liczb Chinczyna

Pierwsze prawo wielkich liczb Kotmogorowa
Drugie prawo wielkich liczb Kotmogorowa
CTG — Centralne Twierdzenie Graniczne

Jacob Bernoulli, szwajcarski matematyk i fizyk, 1654-1705



CTG —> Centralne Twierdzenie Graniczne

Jedno z najwazniejszych twierdzen rachunku prawdopodobienstwa,
uzasadniajgce powszechnos¢ wystepowania rozktadow zblizonych do rozktadu
normalnego.

CTG Lindberga-Levy’ego
Dany jest cigg X, niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie,
takich ze E(X, ) = m, V(X,) = 02 dla kazdego k (wartos¢ oczekiwana m i wariancja
o? istniejg i sg skonczone). Wtedy dla dowolnego b:
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gdzie @ jest dystrybuantg rozktadu N(O, 1).
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(zestandaryzowanej sumy zmiennych losowych X, , ..., X.)

Twierdzenie mowi, ze rozktad zmiennej losowej

jest asymptotycznie réowny standardowemu rozktadowi normalnemu.



CTG — Twierdzenie Graniczne Lapunowa

Dany jest cigg X, niezaleznych zmiennych losowych o dowolnych rozktadach.
Przyjmujac, ze dla kazdego k: Zi = E(lX —m[®) < oo

oraz, ze dla oznaczen:
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gdzie @ jest dystrybuantg rozktadu N(O, 1).

X+ .+ X, —(my +-+m,)
Twierdzenie mowi, ze rozktad zmiennej losowej 2Ty ... 1ol
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jest asymptotycznie rowny standardowemu rozktadowi normalnemu.




CTG - 1dea

Nazwa CTG podkresla doniostg role, jakg twierdzenie (wspdlna nazwa dla

twierdzen wielu autoréw) odgrywa w rachunku prawdopodobienstwa i statystyce
matematycznej.

Jezeli zmienne losowe X,, X,,...,X,,, sg niezalezne i zadna z nich nie przyjmuje
zbyt duzych wartosci, to suma zmiennych losowych X;+X,+...+ X, (i przecietna
wartosc¢ tych zmiennych) ma rozktad normalny lub zblizony do rozktadu
normalnego, gdy liczba zmiennych jest odpowiednio duza.

To oznacza, ze jezeli liczba sktadowych zmiennych losowych tworzacych sume
(nowg zmienng losowg) jest dostatecznie duza, to rozktad tej zmiennej mozna
aproksymowac rozktadem normalnym.

Twierdzenie Lapunowa wyjasnia z teoretycznego punktu widzenia dobrze
znany z doswiadczenia fakt, ze empiryczne zmienne losowe majg na ogot
rozktad zblizony do normalnego. Spotykane w praktyce zmienne losowe mogg
byC przewaznie traktowane jako sumy znacznej liczby zmiennych losowych,

z ktorych zadna nie ma dominujgcego wptywu na wielkos¢ tej sumy.



CTG - znaczenie

Nawet gdy liczba rozpatrywanych zmiennych jest tylko umiarkowanie duza, to
jezeli zadna z nich nie dominuje nad pozostatymi i o ile nie sg w wysokim stopniu
zalezne, rozktad ich sumy bedzie bliski normalnemu.

CTG zachodzi dla wiekszosci zmiennych losowych opisujgcych zjawiska fizyczne:

(1) jezeli sa niezalezne i majg jednakowe rozktady,

(2) jezeli zmienne sg niezalezne ale nie majg jednakowych rozktadow,

(3) jezeli nie sg niezalezne ale korelacja miedzy jedng zmienng a kazdg
skonczong liczbg pozostatych zmiennych jest réowna zero.

Olbrzymie znaczenie praktyczne rozktadu normalnego polega na tym, ze CTG
mozna sformutowac bez doktadnej znajomosci:

(1) rozktadow brzegowych sktadowych zmiennych losowych,

(2) ich liczhy,

(3) ich rozktadu tgcznego.



