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1. Wstep

1.1. Zagadnienia statyki i statecznosci belek i ram
o pretach cienko$ciennych

Na poczatku XX stulecia rozwdj przemystu i transportu spowodowat
wzrost zainteresowania konstrukcjami o pretach cienkosciennych (ktére
dalej bedziemy tez kréotko nazywaé: cienkosciennymi). Poczatkowo byty
to konstrukcje zwiazane ze Srodkami transportu (wagony kolejowe, jed-
nostki ptywajace). W chwili obecnej konstrukcje cienkoscienne sa szeroko
stosowane zaréwno w konstrukcjach zwiazanych z transportem jak i w prze-
mysle maszynowym, a szczegélnie w budownictwie (mosty, hale, budowle
wysokosciowe).

Historie rozwoju metod obliczania belek i ram o pretach cienkoscien-
nych, z poczatku prostych — analitycznych (lecz dobrze fizycznie uzasadnio-
nych), potem bardziej ztozonych — wykorzystujacych mozliwoséci wspélcze-
snych metod obliczeniowych przedstawimy korzystajac z monografii Kuja-
wy [49], gdzie jest ona szeroko omdwiona.

Za pierwsze prace dotyczacych mechaniki uktadéw cienko$ciennych moz-
na uznaé¢ cykle artykuléw opublikowanych przez Timoszenke w latach
1905-1910 i Bacha w latach 1909-1910 (patrz [99]). Prace Timoszenki
dotyczyly statecznosci belki dwuteowej. Przedstawiono w nich zalezno-
$ci miedzy momentem skrecajacym a charakterystykami geometrycznymi.
Bach natomiast prowadzil badania eksperymentalne na ceownikach, ktére
wykazywaly obecno$¢ deformacji skretnych (w postaci spaczenia) oprécz
typowych deformacji gietnych pod obciazeniem poprzecznym, w plaszczyz-
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nie réwnoleglej do érodnika. Deformacje te nie podlegaly hipotezie ptaskich
przekrojéw. Bach jako przyczyne tego zjawiska podawal brak symetrii prze-
kroju w ptaszczyznie obcigzenia.

Problemem dodatkowych deformacji skretnych przekroju cienkoscien-
nego zajmowal sie tez Maillart. W pracach opublikowanych w 1921 roku
(patrz [99]) zajmowal sie skrecaniem przy jednoczesnym zginaniu ksztal-
townikéw walcowanych. Doszedl do wniosku, ze deplanacja wystepuje tak-
ze w przypadku przekrojow symetrycznych, a tym samym nie wynika z bra-
ku symetrii przekroju poprzecznego w plaszczyznie obciazenia jak sugero-
wal Bach.

W latach 1924-1926 swoje prace opublikowal Weber (patrz [99]). Wy-
prowadzil zaleznosci na dodatkowe naprezenia normalne powstajace w pot-
kach przy skrecaniu skrepowanym dwuteownikéw, ceownikéw i zetowni-
kéw. Korzystal z uogdlnionych rozwiazan Timoszenki. Prébowal tez udo-
wodnié¢, ze w przypadku dowolnego ksztaltownika, jednoczes$nie zginanego
i skrecanego mamy do czynienia z pokrywaniem sie érodkéw zginania'
i skrecania w przekroju obcigzonym.

Przed druga wojna swiatowa podobne badania prowadzili Grzedzielski
i Nowinski [31]. Wykazali oni niestuszno$¢ twierdzenia postawionego przez
Webera w przypadku ogélnym. Jest ono prawdziwe tylko dla przekrojow
bisymetrycznych.

W 1929 roku Wagner [88] opublikowal prace, dajaca podstawy wspol-
czesnej teorii skrecania skrepowanego pretéw cienkosciennych. Opisal spo-
sob rozktadu naprezen normalnych w przekroju preta cienkosciennego skre-
canego nieswobodnie. Wprowadzil rowniez hipoteze braku deformacji prze-
kroju poprzecznego.

W roku 1936 [94] 1 1940 [95] Wiasow opublikowal pierwsze prace po$wie-
cone podstawom technicznej teorii skrecania pojedynczych pretéw cienko-
Sciennych. A jego monografia [96] jest dotad jednym z najwazniejszych
zrodet wiedzy w dziedzinie mechaniki cienkosciennych konstrukeji preto-

wych.

I Zwanym takze $rodkiem $cinania.
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W 1948 Gorbunow i Strielbicka opublikowali monografie [28] w calosci
po$wiecona przestrzennym konstrukcja cienkodciennym. Zawiera ona pod-
stawy teoretyczne obliczania metoda sil i metoda przemieszczen plaskich
uktadéw cienkosciennych. W pracy rozwaza sie uklady pretéw o przekroju
otwartym, w ktérych osie leza w jednaj ptaszczyznie. Wszystkie prety prze-
cinaja sie w weztach pod katami prostymi i sa jednakowej wysokosci. Tak
skonstruowane wezly zapewniaja zgodno$é¢ miary spaczenia poszczegdlnych
pretéow schodzacych sie w wezlach. Zgodnosé spaczen jest zapewniona,
zdaniem autoréw, wéwczas gdy mamy do czynienia z warunkiem zgod-
nosci potozenia linii srodkéw skrecania wszystkich pretéw schodzacych sie
w wezle, co jest jednoznaczne ze zgodnoscia wartosci katéw nachylenia wy-
kresu wspolrzednej wycinkowej na wszystkich pétkach pretéw nalezacych
do wezta.

Kolejng prace, poswiecona problemowi obliczania pretowych konstruk-
cji przestrzennych o dowolnych katach pomiedzy schodzacymi sie¢ w wezle
pretami, opublikowal Stawraki [76] w 1951 roku. Wezly potraktowano wéw-
czas jako nieskonczenie sztywne (spaczenie réwne zeru) lub z calkowita
swoboda spaczenia (bimomenty réwne zeru). W przekrojach miedzywe-
zlowych naprezenia od skrecania analizowano zgodnie z techniczng teoria
pretow cienkosciennych.

Na podstawie teorii pojedynczych pretéw Wiasowa, Goldberg [27] ana-
lizuje zagadnienie obliczania ptaskiego rusztu zbudowanego z pretéw dwu-
teowych. Wykorzystuje rownania réwnowagi weztéw i réwnania zgodnosci
przemieszczen.

W 1955 roku Urban wydaje monografie [86] poswiecona problematyce
ukladéw cienko$ciennych. Swiadomie rozdziela w rozwigzaniu sity dzia-
tajace prostopadle do ptaszczyzny uktadu od sit dziatajacych réwnolegle.
W pierwszym przypadku istnieje sprzezenie zginania i skrecania pretéw,
natomiast w drugim mozna rozdzieli¢ problem zginania i skrecania. Autor
wykorzystuje metode sit i przemieszczen dla podstawowych przypadkéw,
w ktérych osie Srodkéw skrecania i ciezkosci wszystkich pretéw leza w jed-
nej plaszczyznie i miary spaczenia pretéw przyweztowych sa identyczne.
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W 1955 roku swa prace [53] publikuje Malkina. W obliczeniach belek
i ram wykorzystuje metode kolejnych przyblizen. Proces iteracyjny podob-
ny jest do metody Crossa [75] dla zwyklych ukladéw o wezlach nieprze-
suwnych. Zalozenia podstawowe sa podobne jak w pracach Gorbunowa
i Urbana. W obliczeniach pominieto, w przypadku obciazen w plaszczyz-
nie uktadu, wpltyw przemieszczen liniowych i katowych na wartosci bimo-
mentéw, uwzgledniajac tylko wpltyw spaczenia. Wspdtezynniki rozdziatow
bimomentéw zostaly wyznaczone z wykorzystaniem jednostkowych spa-
czen weztow. W przypadku obciazen prostopadtych do plaszczyzny, gdy
przemieszczenia z plaszczyzny oraz obroty wezldw maja istotny wplyw
na rozklad bimomentéw, obliczenia sa prowadzone etapowo. W pierwszej
fazie blokuje sie spaczenie w weztach i stosujac metode sit, metode prze-
mieszczen lub metode Crossa, oblicza sie uktad poddany zginaniu i skre-
caniu. Znajac momenty skrecajace, mozna obliczyé wartoéci bimomentéw
w pierwszym przyblizeniu. W drugim etapie wyznaczane sa momenty skre-
cajace z wyznaczonych w etapie pierwszym bimomentéw. Nastepnie ko-
lejno koryguje sie momenty zginajace, wykorzystujac warunki réwnowagi
weztéw. Znajac warto$ci momentéw skrecajacych wyznaczonych w etapie
drugim, mozna obliczy¢ katy skrecenia i kolejno znowu bimomenty. Zwykle
po drugim etapie obliczen osiaga sie dobrg doktadnos$é wynikéw.

W Polsce jako pierwszy metode Crossa zastosowal w obliczeniach pta-
skich ukladéw z wezlami o jednym stopniu swobody (w postaci deplanacji)
Cywiniski [20]. Wprowadzil on do analizy konstrukeji cienko$ciennych nowe
pojecia: sztywnosé gietno-skretna pretow i weztéw, rozdzielniki i przekazni-
ki, wykorzystywane wczeéniej tylko w analizie ram zbudowanych z pretow
litych.

W monografii wydanej w 1957 roku Ruteck: [72], wykorzystujac prace
miedzy innymi Wtasowa, Gorbunowa i Strielbicka, Urbana, Kana i Panow-
ko [38] oraz Umariskiego [85], podaje sposéb wyliczania wktadéw zlozonych
z elementéw cienko$ciennych, stosujac metode przemieszczen. Autor roz-
waza uktady pretéow, ktérych pétki schodzacych sie w narozach elementéw
leza w jednej plaszczyznie, réwnoleglej do plaszczyzny uktadu.
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W wydanej w 1962 roku pracy Byczkow [10] rozpatruje plaskie uklady
pretow cienkosciennych, w przypadku ktérych zaklada sie réwnosé spaczen
i rownowage bimomentéw. Obok metody sil i przemieszczen stosuje metode
ognisk bimomentowych.

W pracy [39] Kariakin analizuje uklady plaskie zgodne z zalozeniem
Gorbunowa i Urbana. Wykorzystuje analogie pomiedzy skrecaniem skrepo-
wanym a zginaniem z rozciaganiem preta. Skrecanie sprowadza do proble-
mu zginania z rozcigganiem, stosujac obciazenie sprowadzone. Rozwiazuje
przyktady o weztach przesuwnych i nieprzesuwnych stosujac metode sit
i metode przemieszczen.

W pracy [7] Bielokurow i Zaks analizuja wezel rusztu zbudowany z ce-
ownika i dwuteownika. Staraja sie wyznaczy¢ wartos¢ bimomentu w poél-
kach dwuteownika, zaktadajac rownos¢ miary spaczenia w wezle.

Cywilin stosujac rachunek macierzowy i metode przemieszczen analizo-
wal w pracy [19] cienkoscienne uklady przestrzenne. Wykorzystal zalozenia
Gorbunowa a wynikowa macierz sztywnosci miata siedem stopni swobody.

W tym samym roku macierzowy sposob obliczania cienkosciennych ram
samochodowych podal Neu [61]. Podatno$é wezléw byla okreslana za po-
mocg wspoélczynnikéw wyznaczanych do$wiadczalnie.

Podobne podejscie do obliczania konstrukeji cienko$ciennych mozna
znalez¢ w pracay Krajcinovica [46].

Liniowa macierz sztywnosci elementu cienkoSciennego mozna znalezé
w pracach Meeka [55] 1 Szymczaka [79].

W roku 1972 Reill opublikowal prace [70], w ktérej opisuje analize
rusztéw cienkosciennych zakladajac pelna blokade deplanacji w weztach.
Otrzymal macierz sztywnosci elementu z czterema stopniami swobody
w wezle, z uwzglednieniem deplanacji.

Analizg statyczna ortogonalnych rusztéw o sztywnych weztach ztozo-
nych z pretéw cienkosciennych zajmowal sie w roku 1973 Michalak [56].
Szczegdtowo okreslit zaleznosci pomiedzy wartosciami naprezen normal-
nych, ktére powstalty w wyniku dziatania bimomentu, a wartosciami na-
prezen normalnych wynikajacych z dzialania momentu zginajacego. W ob-
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liczeniach wykorzystal zalozenia z prac Wlasowa i Gorbunowa. Okreslit
bledy, jakie popelnia sie¢ przy obliczeniach konstrukcji rusztowych, przyj-
mujac, iz elementy ukladu sa idealnie cienkoscienne (tzn.takie, ktére maja
tylko sztywnosci skrecania skrepowanego a sztywnosci skrecania swobod-
nego sa rowne zero).

Borsum i Gallager w roku 1970 w pracy [9] opracowuja element skon-
czony belkowy o siedmiu stopniach swobody w wezle z macierza sztywnosci
liniowej i macierza sztywnosci geometryczne;j.

W latach 1985 [92] i 1986 [93] Waldron wyprowadza macierz sztyw-
nosci elementu dzwigara cienkosciennego, wykorzystujac odwrdcenie ma-
cierzy podatnosci i rownowage elementu. Wyprowadzona przez Waldrona
macierz sztywnosci elementu cienkosciennego o przekroju otwartym odpo-
wiada macierzy wyprowadzonej przez Reilla.

Jak wynika z dotychczas przytoczonej literatury, w numerycznej anali-
zie uktadow cienkosciennych o otwartym przekroju poprzecznym stosowano
gléwnie (az do konca lat szesédziesiatych), w problemach skrecania model
jednowymiarowy. Bazowal on na teorii pretéw cienkosciennych o przekro-
ju nieodksztatcalnym. Model taki miat zastosowanie tylko w przypadkach
szczegblnych, gdyz wynikal z daleko idacych uproszczen, dotyczach miedzy
innymi dystrybucji bimomentéw w weztach. W trakcie analizy zaktada-
no na przyklad brak deplanacji (utwierdzenie w wezle) lub jej calkowita
swobode (polaczenie przegubowe). Prébowano réwniez przez analogie do
zginania, stosowaé¢ podzial bimomentéw w wezle zgodny ze sztywnoscia
pretéow na skrecania skrepowane.

Tymczasem wptyw na deplanacje przekrojéw przyweztowych pretow ma
wiele czynnikéw, takie jak: sposob skonstruowania weztéow uktadu, sztyw-
nos¢ skretna czy przekrdj poprzeczny poszczegdlnych pretéw w przekrojach
przyweztowych. Proby weryfikacji eksperymentalnej uzyskanych wynikéw
na drodze teoretycznej spowodowaly rozwodj badan zaréwno w zakresie
doswiadczalnym, jak i teoretycznym. Wplyw konstrukcji wezla i jego ro-
dzaj na dystrybucje bimomentéw w wezle okazal sie waznym elementem,
na ktoéry nalezy zwracaé¢ uwage w trakcie analizy zlozonych konstrukcji
cienkosciennych.
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Problem lokalnego spaczenia weztéw ram o zmiennej konstrukeji zostal
poruszony przez Vacharajittiphana i Trahaira w pracy [87] juz w roku 1974.

Rok pdzniej, w 1975 Szmidt opublikowal wyniki swojej pracy poswie-
conej narozom cienkosciennych ukladéw ramowych o przekroju dwute-
owym (78, 77]. Zaproponowal, aby obydwie czesci sktadowe konstrukeji,
czyli pretowe elementy cienkoscienne i naroza (wezly) byly rozwazane od-
dzielnie. W przypadku pretéw cienkosciennych wykorzystal teorie skre-
cania Wlasowa. W trakcie analizy narozy o skonczonych wymiarach po-
stugiwal sie metoda elementéw skonczonych (modelujac je jako uklady
tarczowo-plytowe), podajac sposéb obliczania macierzy sztywnosci narozy.
Przeprowadzone przez Szmidta obliczenia numeryczne zostaly potwierdzo-
ne przez jego autorskie badania eksperymentalne.

Na uwage zashuguje praca Morella [59], z 1979 roku, po$wiecona, po-
dobnie jak praca Szmidta, wptywowi detali konstrukcyjnych wezta, w ra-
mowych uktadach cienko$ciennych, na rozktad bimomentéow w wezle.

Na poczatku lat osiemdziesiatych problemem rozkladu spaczen w we-
zlach zajmowali si¢ Baigent i Hanock (1982) [3], uwzgledniajac fakt, iz
deplanacja zalezy od wymiaréw przekroju poprzecznego, dtugosci elementu
i konstrukeji wezla.

Yang i McGuire w 1984 [101] przedstawili procedure, ktéra mozna wy-
korzysta¢ w analizie ram przestrzennych z uwzglednieniem czesciowej blo-
kady deplanacji na koncach elementow. Procedura ta wykorzystuje kon-
cepcje deplanacji sprezystej, wprowadza termin wskaznika deplanacyji, opi-
sujacego rozktad deplanacji na kazdym z koncow elementu. Wskaznik ten
jest zdefiniowany jako wspotczynnik deformacji wynikajacej z deplanacji
na koncu elementu, gdy jest ona czesciowo ograniczana do deformacji tego
samego konca, w przypadku pelnej jej swobody. Na podstawie tej koncepcji
opracowali oni procedure kondensacji statycznej do macierzy sztywnosci,
z uwzglednieniem dodatkowego stopnia swobody w postaci deplanacji, eli-
minujac tym samym problem nieciaglego rozktadu deplanacji w weztach
(przy czym nieciagly rozklad deplanacji jest zdefiniowany jako zamiana
wartoéci deplanacji na koncach dwoch polaczonych w wezle elementéw).
Podobna procedure zaproponowali takze Mohammed i Frank w 1995 roku
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w pracy [58]. Wyniki z pracy [101] zostaly wykorzystane przez Cichonia,
Pluciniskiego i Waszczuka do analizy wyboczenia ram cienkosciennych [16].

W roku 1985 Sharman opublikowal wyniki badan teoretycznych [74],
nawiazujac bardzo wyraznie do pracy Vacharajittiphana i Trahaira.

W roku 1990, w pracy [17] Coci i Gattas przedstawili formule macie-
rzy sztywnosci elementu cienko$ciennego z uwzglednieniem nieliniowo$ci
geometrycznej. W 1991 roku Krenk i Damkilde [48] zajmowali sie anali-
za teoretyczna wezléw, badanych juz przez Vacharajittiphana i Trahaira,
a takze Sharmana.

Rok po6zniej wyniki badan dotyczace dystrybucji deplanacji w weztach,
wykorzystujace prace Bagenta i Hanocka, opublikowali Petersen, Krenk
i Damkilde [62]. Podobna praca zostala opublikowana przez Tonga i Zanga
w 2004 roku [84].

W 1995 roku ukazata sie monografia Waszczyszyna, Cichonia i Radwan-
skiej [98], w ktérej w szerokim zakresie byla stosowana metoda elementéw
skonczonych do analizy statecznosci belek i ram cienko$ciennych.

W latach 1995-2005 opublikowano szereg prac dotyczacych analizy sta-
tycznej i dynamicznej modeli belkowych, takze o przekrojach niesymetrycz-
nych, przy deformacji gietno-skretnej [2, 26, 33, 36, 41, 42, 50].

Riddington, Ali i Hamid w 1996 roku opublikowali wyniki badan [71],
dotyczacych zachowania roznie stezonych weztéw ram, podobnych do tych,

ktorymi zajmowali sie Vacharajittiphana i Trahaira. Do badan stosowali
program ANSYS.

Teoretyczne rozwazania prowadzace do zamknietych rozwiazan réznych
podstawowych zagadnien mechaniki pretéw cienkoSciennych zawarte sg
w publikacjach Piechnika, np. [63, 64]. Zdaniem autora, prace te sa w sze-
regu takich znaczacych publikacji polskich jak Naleszkiewicza [60] czy Ru-
teckiego.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze historia rozwoju metod obliczania
konstrukeji cienkosciennych jest dluga i ciagle nie wydaje sie by¢ rozdzia-
tem zamknietym. Zapewne znaczacy krok w analizie rzeczywistych kon-
strukcji cienkosciennych mégt by¢ dopiero wykonany przez wykorzysty-
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wanie metody elementéw skonczonych. I tak tez sie stalo, czego pewnym
rezultatem jest rowniez niniejsza praca.

1.2. Cel i zakres pracy

Zastosowanie teorii preta cienkoSciennego do analizy ram jest mozliwe
tylko dla pewnych konstrukeji weztéw (zapewniajacych ciaglosé spaczenia,
rys. 1.1) spelniajacych warunki [64, 91]:

— geometryczne osie wszystkich pretéw lezg w jednej plaszczyznie i prze-
cinaja sie w tym samym punkcie,

— teoretyczny wezel ramy wyznacza punkt przeciecia sie osi zginan,

— prety schodza sie w weztach pod katem prostym, leza w jednej ptasz-
czyznie i maja te sama wysokosé,

— potki wszystkich pretow leza w plaszczyznach réownolegltych do ptasz-
czyzny ramy,

— prety musza mieé¢ takie przekroje, aby mozna byto przyjaé¢ jednakows
warto$¢ pochodnej kata skrecenia we wszystkich przyweztowych prze-
krojach pretéw schodzacych sie w wezle.

T

(a) rama (b) ruszt

Rys. 1.1. Wezly umozliwiajace stosowanie teorii preta cienkosciennego

Oznacza to, ze w wielu przypadkach ramy ztozone z pretéw cienkoscien-
nych powinny byé¢ w zasadzie modelowane z wykorzystaniem elementow
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skonczonych powlokowych (model powlokowy, 3D), co jednakze znacznie
podnosi koszt obliczen. Dodatkowo znacznie utrudnia okreslenie sit prze-
krojowych w pretach (konieczne caltkowanie naprezen), ktére sa potrzebne
do wymiarowania projektowanej konstrukcji. Inng mozliwoscia jest przyje-
cie modelu mieszanego proponowanego w pracy, taczacego zalety dyskrety-
zacji elementami belkowymi, takie jak: mata liczba stopni swobody, tatwe
obliczenie sit przekrojowych (model belkowy, 1D) i elementami powlokowy-
mi (poprawna dystrybucja bimomentu w wezle ramy, latwe modelowanie
podparcia i obciazenia), nieznacznie podnoszac koszt obliczef.

W konstrukeji cienko$ciennej wyréznimy czesci (wezly ramy, podpory,
miejsca przylozenia obcigzenia, miejsca z dodatkowymi wzmocnieniami
konstrukcyjnymi) ktére traktowaé bedziemy jako obiekty geometrycznie
tréjwymiarowe 3D i pozostale czesci uwazane za geometrycznie liniowe
1D. W modelu skoniczenie elementowym oznacza¢ to bedzie dyskretyzacje
obszaréw 3D przez elementy skoniczone powlokowe, a obszarow 1D przez
pretowe elementy skonczone cienkoscienne. Podstawowym problemem jaki
w tym przypadku powstaje jest zlozenie tak réznie zdyskretyzowanych (to
znaczy opisywanych réznymi modelami matematycznymi) czesci konstruk-
cji w jeden dyskretny system elementéw skonczonych, opisany ukladem
rownan rownowagi MES.

Naturalnym sposobem postepowania jest skorzystanie z warunku cia-
glodci przemieszezen translacyjnych na $ciankach, wspolnych dla powtoki
i belek cienko$ciennych

u® (x) = u® (x) (1.1)

gdzie:

u® (x) — wektor przemieszczen wezla elementu powlokowego,

u® (x) — wektor przemieszczen wezla elementu belkowego.

W pracy zaproponowano dwie metody wykorzystania réwnan (1.1), zi-
lustrowane na rys. 1.2.

W metodzie pierwszej (rys. 1.2(b)), réwnanie (1.1) jest traktowane jako
réwnanie wiezow, wlaczone do rownan rownowagi MES poprzez odpowied-
nio zdefiniowang funkcje kary. Konsekwencja takiego postepowania jest ko-
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wezly elementow
skonczonych powlokowych

’ //
Scianka k

SC

Femn
|
element konstrucji | p
cienko$ciennej b
__ 7 element belkowy
(a) element konstrukcji cien-  (b) dyskretyzacja z elementami skonczonymi
kosciennej ze $cianka k przejsciowymi

wezly z translacyjnymi
stopniami swobody przestrzennego
elementu we¢zlowego na $ciance k

g e ”“element belkowy

(c) dyskretyzacja z przestrzennym elementem we-
ztowym

Rys. 1.2. Koncepcje dyskretyzacji skoficzenie elementowej 1D /3D

nieczno$¢ wprowadzenia tzw. elementow przejsciowych pomiedzy weztami

powloki a wezltem cienkosciennego elementu skoficzonego [44, 45]. Jest to

metoda ogdlna, mozliwa do zastosowania przy rozwiazaniu zaréwno zagad-

nien liniowych jaki i nieliniowych. W pracy metode ta zastosowano do ana-

lizy statecznosci konstrukeji cienkosciennych. Oryginalno$é postepowania

bedzie w tym przypadku polega¢ na sformutowaniu réwnan dla elementu

przejéciowego w ramach przyjetej teorii i jego implementacji w modelu

MES.
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Druga metoda (rys. 1.2(c)), wykorzystuje mozliwosci kondensacji sta-
tycznej prowadzacej do tzw. przestrzennego elementu weztowego z trans-
lacyjnymi stopniami swobody na $ciankach, laczacych wezel z pretami
cienko$ciennymi. Nastepnie stopnie swobody przestrzennego elementu we-
ztowego transformuje sie do cienkosciennych belkowych stopni swobody
wykorzystujac réwnania (1.1).

cienkoscienne
stopnie
swobody

@ powlokowe
stopnie
swobody

translacyjne
stopnie
swobody

Rys. 1.3. Obliczanie przestrzennego elementu weztowego

Na rys. 1.3 pokazano schemat obliczania przestrzennego elementu we-
ztowego. Poczatkowo element ten ma wezty powlokowe z szedcioma stop-
niami swobody (a). Po kondensacji statycznej, otrzymamy element z wezta-
mi o trzech translacyjnych stopniach swobody, umieszczonych na $ciankach
(b). Transformacja powoduje zastapienie wezléw z translacyjnymi stopnia-
mi swobody przez wezty z siedmioma belkowymi stopniami swobody, po
jednym na kazdej ze $cianek (c).

Jest to dalsze rozwiniecie koncepcji liniowej analizy statycznej ram cien-
kosciennych [13, 14, 43| przedstawionej w [15].

Idea przestrzennego elementu wezlowego (superelementu) byta réw-
niez wykorzystywana przez Szymczaka wraz z zespolem, i znalazta pod-
sumowanie w rozprawie habilitacyjnej Mikulskiego [57] oraz w publika-
cjach [47, 49, 80, 81, 82, 83]. Nalezy jednakze podkresli¢, ze podejscie to
zostalo zastosowane tylko do analizy prostych uktadéw ramowych wykona-
nych z symetrycznych belek dwuteowych, a macierz sztywnosci przestrzen-
nego elementu weztowego byla obliczana w sposéb wtasciwy dla klasycznej
metody przemieszczen.
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Celem niniejszej pracy jest sformutowanie modeli matematycznych, a na-
stepnie modeli obliczeniowych skonczenie elementowych, dla dwoch opisa-
nych metod pozwalajacych na analize statyczna, statecznosci i wyboczenia
przestrzennych ram cienko$ciennych o dowolnym przekroju poprzecznym
otwartym. Wykonane obliczenia przyktadowe i poréwnanie ich z oblicze-
niami wykorzystujacymi model 3D jak réwniez z obliczeniami w systemie
ABAQUS [1] powinny wykazaé efektywno$é proponowanych metod przy
zachowaniu wymaganej doktadnosci obliczen.

W zakres pracy wchodzi réwniez opracowanie autorskiego oprogramo-
wania AmFEM w systemie MATLAB [54] oraz programéw SecPropGRAPH
i SecPropFEM, pomocnych do obliczania charakterystyk geometrycznych
przekrojow poprzecznych, niedostepnych w tablicach. Szczegdlnie duzo pra-
cy wymagalo opracowanie procedur do obliczania macierzy sztywnosci
stycznej i wektora sit wewnetrznych dla belki cienkosciennej, ktére oblicza-
no doktadnie w ramach przyjetych zalozen. W tym zakresie skorzystano
z obliczen symbolicznych (oferowanych przez system MATLAB) i jezyka
programowania PERL, wspierajacego operacje z wykorzystaniem wyrazen
regularnych.

Uktad pracy jest nastepujacy.

W dalszym ciggu rozdziatu pierwszego podano podstawowe zalozenia
oraz spis wazniejszych oznaczen.

W rozdziale drugim wyprowadzono w sposéb ogdlny przyrostowy uktad
réwnan réwnowagi MES dla problemu geometrycznie nieliniowego i fizycz-
nie liniowego.

W rozdziale trzecim sformutowano podstawowe réwnania geometrycz-
nie i fizyczne dla teorii ptyt Reissnera—Mindlina i belki o cienko$ciennym
przekroju poprzecznym otwartym. Réwnania te w formie przyrostowej oraz
odpowiednie wzory zdefiniowane w rozdziale drugim postuzyty do wypro-
wadzenia w rozdziale czwartym macierzy i wektorow dla elementéw skon-
czonych: powtokowego, belkowego i przejsciowego.

W rozdziale piatym sformutowano procedure obliczania macierzy sztyw-
noéci dla przestrzennego elementu weztowego oraz budowy stosownych
rownan rownowagi MES dla tej metody analizy.
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W rozdziale széstym zawarto krotki opis metody Newtona—Raphsona
rozwigzania nieliniowego problemu MES i opis metody rozwiazania zadan
z wyboczenia.

Rozdzial sibdmy zawiera opis algorytmow autorskich programéw weze-
$niej wymienionych: AmFEM do analizy konstrukcji metoda elementow
skonczonych, SecPropGRAPH do obliczania charakterystyk geometrycz-
nych przekrojow poprzecznych otwartych wykorzystujacy teorie graféw
i SecPropFEM do obliczania charakterystyk geometrycznych przekrojéw
poprzecznych otwartych wykorzystujacy metode elementéw skonczonych.

Opracowane i oprogramowane dwie metody analizy konstrukcji cien-
kosciennych zostaly wykorzystane do przyktadowych analiz statycznych,
statecznosci i wyboczenia zamieszczonych w rozdziale 6smym. W przykta-
dach starano sie okresli¢ pola efektywnego wykorzystania proponowanych
metod analizy numerycznej i stopien doktadnosci obliczen.

Rozprawe konczy podsumowanie efektéw pracy i zwrdcenie uwagi na
elementy oryginalne. Podano tez mozliwe kierunki rozwoju tematu.

Do pracy dolaczono cztery dodatki zawierajace opisy programoéw kom-
puterowych i sktadnie plikow wejSciowych oraz dodatek zawierajacy pod-
stawowe informacje o wyrazeniach regularnych i jezyku programowania

PERL.

Prace koniczg spis literatury oraz spisy rysunkéw i tabel.

1.3. Podstawowe zalozenia

Przyjeto nastepujace podstawowe zalozenia:

1. Obciazenie konstrukcji stanowia uogdlnione sity statyczne, o ustalonej
konfiguracji.

2. Material konstrukcji jest jednorodnym i izotropowym continuum ma-
terialnym.

3. Rozwazane continuum materialne ma wlasnosci fizyczne liniowo-spre-
zyste (material Hooke’a).
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4.

Odksztalcenia sg nieskonczenie male, lecz mozliwe sa duze przemiesz-
czenia i duze gradienty przemieszczen.

W metodzie elementéw skonczonych, konstrukcje dyskretyzowano ele-
mentami belkowymi cienkosciennymi, wykorzystujacymi zalozenia teo-
rii Wtasowa, oraz elementami ptytowymi Reissnera—Mindlina z dodat-
kowym szostym stopniem swobody.

Korzystano z metody elementéw skonczonych w sformulowaniu prze-
mieszczeniowym.

W konstrukeji wszystkie polaczenia sa spawane i nie rozwaza sie innych
rodzajow polaczen.

W calej pracy konsekwentnie pominieto tradycyjnie uzywany indeks

gérny e dla oznaczenia elementu skonczonego. Zdaniem autora poprawia

to czytelno$¢ pracy, a czy rozwazania w danym miejscu odnosza sie do

elementu skonczonego czy do konstrukeji wynika z kontekstu.

1.4. Wazniejsze oznaczenia

W pracy zastosowano nastepujace wazniejsze oznaczenia:

Operatory:
(e) N
(®) 2, e pochodna czastkowa po zmiennej x,
V(e) — gradient,
| o] — mnorma z wektora,
L - macierz operatorow rozniczkowych.

Parametry i symbole:

— modut Younga,

— zastepczy modul Younga,

— modut Kirchhoffa,

—  wspoltezynnik Poissona,

— liczba stopni swobody konstrukeji,

2z aly

— liczba stopni swobody konstrukcji po kondensacji sta-
tycznej,
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parametr funkcji kary,

srodek ciezkosci przekroju cienkosciennego,
srodek $cinania przekroju cienkosciennego,
parametr obciazenia,

czas uogdlniony.

Wskazniki i indeksy:

L

stan liniowy,

stan nieliniowy,

stan w trakcie iteracji,

punkt graniczny,

punkt bifurkacji,

element skonczony,

parametr lub symbol odnoszacy sie continuum mate-
rialnego,

parametr lub symbol odnoszacy sie¢ do elementu skon-
czonego belkowego,

parametr lub symbol odnoszacy sie¢ do elementu skon-
czonego powlokowego,

parametr lub symbol odnoszacy sie¢ do elementu skon-
czonego przejéciowego,

parametr lub symbol odnoszacy sie do przestrzennego
elementu weztowego.

Wektory i macierze:

F:L""‘U"U<Qm

o #H o

wektor odksztatcen,

wektor naprezen,

wektor formy utraty statecznosci,
wektor obciazenia elementu,

wektor obciazenia konstrukeji,
wektor sil wewnetrznych elementu,
wektor sil wewnetrznych konstruke;ji,
wektor sil residualnych elementu,
wektor sil residualnych konstrukeji,
wektor stopni swobody elementu,
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Q - wektor stopni swobody konstrukcji,

ko — macierz sztywnosci liniowej elementu,
Ky — macierz sztywnosci liniowej konstruke;ji,

k, — macierz sztywnosci przemieszczeniowej elementu,
K, — macierz sztywnosci przemieszczeniowej konstrukceji,
k, — macierz sztywnosci naprezeniowej elementu,
K, - macierz sztywnosci naprezeniowej konstrukcji,
kr — macierz styczna sztywnosci elementu,
K7 — macierz styczna sztywnosci konstrukeji,

J — macierz Jacobiego,

N — macierz funkcji ksztaltu,

u — wektor przemieszczen,

X — wspélrzedne punktu w konfiguracji poczatkowej,

x — wspdlrzedne punktu w konfiguracji aktualnej.






2. Przyrostowe ré6wnania r6wnowagi

MES

2.1. Réwnanie wariacyjne ro6wnowagi

Problemy rozwazane w pracy naleza do klasy probleméw geometrycznie
nieliniowych i w metodzie elementow skonczonych dla ich efektywnego roz-
wigzania nalezy sformutowaé przyrostowe réwnania réownowagi. Réwnania
takie wyprowadzimy korzystajac z catkowitego opisu Lagrange’a co ozna-
cza przyjecie kartezjanskiego uktadu wspotrzednych materialnych, ustalo-
nej konfiguracji odniesienia (ktéra bedzie niezdeformowana konfiguracja
poczatkowa) i naprezen oraz odksztalcen mierzonych w tej konfiguracji.
Na rys. 2.1 pokazany jest ruch ciata (bedacego obrazem matematycznym
konstrukcji) w réznych stanach réwnowagi. Stan C? jest stanem poczatko-
wym réwnowagi, stan C? jest aktualnym stanem réwnowagi (na poczatku
przyrostu) a stan C*A% jest sasiednim stanem réwnowagi (na koficu przy-
rostu).

Na rysunku tym V° i V! sa odpowiednio poczatkows i aktualng ob-
jetoscia ciala, S jest brzegiem ciata z wyrdéznionymi czesciami S, i Sy
(S = S,US; i8S, NSy =0), na ktérych sa zdefiniowane kinematyczne
i statyczne warunki brzegowe, g jest wektorem intensywnosci sil objeto-
Sciowych 1 t jest wektorem intensywnosci sit powierzchniowych. W konicu
wektor x okrela polozenie punktu P° w konfiguracji C, wektor X lokali-
zuje ten punkt (P') w konfiguracji C* a wektor u = X — x jest wektorem



30 2. Przyrostowe réwnania réwnowagi MES

x, X Y x, X Y

(a) stan poczatkowy C° (b) stan aktualny C* i sasiedni (przyrostowy) C*+4¢

Rys. 2.1. Trzy stany réwnowagi ciata

przemieszczen. Na rysunku zaznaczono réwniez wektor przyrostéw prze-
mieszczen Au wystepujacy w zaleznosci ut+t2t = uf + Au.

Zadaniem naszym jest wyznaczenie stanu ciala (przemieszczen, od-
ksztalcen, naprezen) w konfiguracji sasiedniej C*t2t przyjmujac, ze stan
ciala w konfiguracji aktualnej C? jest znany.

Cialo w stanie C*T2? jest w réwnowadze, jezeli spelnione jest réwnanie
wariacyjne

W)+ swt) = 5w, (2.1)

w ktérym, majac na wzgledzie przyszla dyskretyzacje skoniczenie elemento-
wa wyrdzniono prace sit wewnetrznych dla continuum (dyskretyzowanego
elementami skonczonymi powlokowymi i/lub belkowymi cienko$ciennymi)
5W75)C) oraz prace wirtualna sit wewnetrznych dla elementéw skonczonych
przejsciowych (5WS). Przez W, oznaczono prace wirtualng sit zewnetrz-
nych (obciazen).

W dalszym ciagu oddzielnie rozwazymy prace wirtualne ¢§ u(f) i 5W75,t)
oraz ich udzial w przyrostowym réwnaniu réwnowagi metody elementow

skonczonych. Stosowaé bedziemy notacje macierzowa Voighta.
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2.1.1. Praca wirtualna 5W1SJC)

Prace wirtualna 5W15}C) w stanie C*TA wyraza wzor

SO — / 5T AV, (2.2)
Vo

w ktérym e jest wektorem odksztalcen Greena—Lagrange’a i o jest energe-
tycznie z nim sprzezonym wektorem naprezen Pioli—Kirchhoffa 11 rodzaju,
a indeks gorny T oznacza transpozycje.

Roéwnanie (2.2) nie moze by¢ wprost wykorzystane, poniewaz stan ciala
w konfiguracji C*T2" jest nieznany. Procedura postepowania polega na
przyjeciu zlinearyzowanego przyrostowego rownania konstytutywnego oraz
zachowania pod znakiem wariacji liniowej czesci przyrostu odksztalcenia e.

t

Oznaczajac przez o' naprezenie w chwili ¢, a przez o' 2" w chwili t + At,

przyrost naprezenia pomiedzy chwilami ¢ i t + At wynosi
Ao =o' — o' = DAe =~ DAe, (2.3)

gdzie dla materiatu liniowo sprezystego D jest macierza stalych materia-
lowych, a Ae jest wektorem przyrostéw odksztatcen. Wektor Ae mozemy
z kolei przedstawié¢ w postaci sumy czesci liniowej Ae i czesci kwadratowej
An ze wzgledu na przyrosty przemieszczen

Ae = Ae + An. (2.4)

Wykorzystanie w (2.2) zwiazkéw (2.3) i (2.4) oraz 6e'™2! = §Ae prowadzi
do zaleznosci

W) = / (5Ae)" DAe VO + / (6An) ot V0 4 / (5Ae)" o V.
VO

Vo Vo
(2.5)
Wektor przyrostow odksztalcen liniowych mozna formalnie zapisa¢ w po-
staci
Ae = LAu, (2.6)
w ktérym wektor przyrostéw przemieszczen wynosi Au = utAt — uf,

a macierz L jest pewng macierza operatorow rézniczkowych. Oznaczajac
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w dalszym ciggu przez N wektor funkcji ksztattu i przez q wektor stopni
swobody dla elementu skonczonego, interpolacje u i Au wyrazaja wzory

u = Nq, (2.7)

Au = NAgq, (2.8)

gdzie:
u — wektor uogdlnionych funkcji przemieszczen,
Au — wektor przyrostéw uogdlnionych funkeji przemieszczen,
N — macierz funkcji ksztattu,
q — wektor stopni swobody elementu,
Aq — wektor przyrostow stopni swobody elementu.

Podstawiajac (2.8) do (2.6) otrzymamy zaleznosé
Ae = B Aq, (2.9)

w ktérej zdefiniowano macierz By, = LN.
Wykorzystujac powyzsze zaleznosci we wzorze (2.5) na prace wirtualng
SWE dla elementu skofnczonego otrzymano réwnania [22]:

/ (68e)T DAe dV? = (5Aq)T k1 Aq, (2.10)
Vo

gdzie kj, jest macierza sztywnosci przyrostowa

k; = /BEDBL avo; (2.11)
Vo

/ (5An)T ot AV0 = (5Aq) "k, Aq, (2.12)
Vo
z macierza poczatkowych naprezen (lub krétko: macierza geometryczna)
ks
k, = /B%TtBN avo, (2.13)
Vo
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w ktérej naprezenia Pioli-Kirchhoffa II rodzaju sa przedstawione w for-
mie macierzowej T?, a posta¢ macierzy zrézniczkowanych funkcji ksztattu
By wynika z aproksymacji skonczenie elementowej wektora przyrostow
odksztalcen nieliniowych Amn;

/XaAefFafdvﬂz(aAqyfﬂ (2.14)
VO

gdzie f jest wektorem sil wewnetrznych

f::/BEa%Um. (2.15)
VO

2.1.2. Praca wirtualna (WVS)

Roéwnanie wigzéw (1.1), zapisane w postaci
r=u® —u®, (2.16)

moze by¢ wprowadzone do dyskretyzacji skonczenie elementowej na wiele
sposobéw [11, 89]. W pracy wykorzystano metode funkcji kary [69] definiu-
jac prace wirtualna 5WS) w stanie C*t2, przedstawiajaca wklad réwnania
wiezow do opisu ogdlnej sztywnosci konstrukceji, zaleznoscia

SW = k-5 (r+Ar)T (r+ Ar) = k- (JAr"r + 6ArTAr),(2.17)

gdzie r jest wektorem réwnan wiezéw w chwili ¢t a k jest parametrem ka-
ry. Réwnanie wiezéw wyraza warunek zgodnosci z waga k przemieszczen
uogolnionych dla dowolnego punktu, wspoélnego belki i powloki. Wektor
przyrostu funkcji kary Ar mozemy przedstawi¢ w postaci sumy czedci li-
niowej Ap i kwadratowej Av wzgledem przyrostéw przemieszczen uogdl-
nionych

Ar = Ap + Av, (2.18)

co po linearyzacji prowadzi do zaleznosci analogicznej do (2.5)

SW =k (6Ap)  Ap+ k- (0AV) v+ k- (6Ap) " r (2.19)
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Podobnie jak to miato miejsce przy rozwazaniu pracy wirtualnej 6 Wy,

(c)

réwniez i obecnie mozemy zdefiniowa¢ pojedynczy element skonczony przej-

Sciowy z wektorem stopni swobody q pomiedzy wezlem belki cienko-

Sciennej 1 weztem powloki co pozwala formalnie zapisaé¢ sktadowe z rowna-

nia (2.19) w formie:
T
k- (6Ap)T Ap = <5Aq(t)) kP Aq®,
(t).

z macierzg sztywnosci przyrostowa k;”;
T
k- (6Av) r = <5Aq(t)) kM Aq®),

(t)

gdzie kY jest macierza geometryczna;

k. (5Ap)Tr = (mqm)T £0)

gdzie £V jest wektorem sil wewnetrznych.

2.1.3. Praca wirtualna W,
Prace wirtualna obcigzenia w stanie C*t2f wyraza zaleznoéé
W, = [ GawT g S v+ [ (pawT e s,
Vo 50
ktora po wykorzystaniu (2.8) przyjmie postaé
oW = (68q)" (phA1 + pfA1)

t+At

g Jest wektorem wezlowych sil objetosciowych

plrat = / NTgi+AL g0,
0

gdzie p

ﬁAt jest wektorem weztowych sit powierzchniowych

piHat _ /NTtt+At 150,
Sy

ap

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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2.2. Przyrostowe réwnanie réwnowagi MES dla continuum

Przyrostowe réwnanie réwnowagi dla elementu skonczonego continuum
(powloki, belki cienkoSciennej) otrzymamy z réwnania wariacyjnego (2.1),
korzystajac z zaleznosci (2.10-2.15) i (2.23-2.26)

(0Aa)" (kp +k,) Ag = (68a)" (P52 + piFA — f). (2.27)

Identycznosé ta musi by¢ spetniona dla dowolnej wariacji przyrostu prze-
mieszczen, co prowadzi do rownania rownowagi dla elementu skonczonego

w formie
(kz + ko) Aq = p, 2! + pj T2 — f. (2.28)

Macierz sztywnosci przyrostowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy ma-
cierzy

k; = ko + ky, (2.29)

w wyniku rozktadu macierzy B na sume macierzy tak, ze macierz By

jest zalezna od wektora przemieszczen q
B, =By +Bu(q). (2.30)

Macierz kg jest macierza sztywnosci liniowa a kg7 jest macierza sztywnosci

poczatkowych przemieszczen. Sume macierzy sztywnosci
kr =k; + k, = ko + ki + ks, (2.31)

nazywa si¢ macierza sztywnosci stycznej (macierza styczna).
Agregujac elementy skonczone w jeden uklad dyskretny otrzymamy
przyrostowy uktad réwnan réwnowagi MES dla konstrukeji w postaci

KrAQ=P —F, (2.32)

gdzie
| A (2.33)

w ktérym duzymi literami oznaczono globalna macierz styczna i globalne
wektory dla calej konstrukcji.
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W przypadku dyskretyzacji konstrukcji elementami skonczonymi po-
wlokowymi, belkowymi i przej$ciowymi, udzial tych ostatnich w macierzy
globalnej sztywnosci stycznej i w wektorze globalnym sit wewnetrznych
w (2.32) bedzie dokonywany przez odpowiednia, dodatkowa procedure

agregacji.



3. Podstawowe réwnania dla powloki

plaskiej i belki cienkos$ciennej

7 postaci wzoréw wyprowadzonych w punktach 2.1.1. i 2.2. dla macie-
rzy stycznej kr i wektora sit wewnetrznych f wynika, ze do ich wyznacze-
nia konieczna jest znajomos¢é réwnan geometrycznych, a w szczegdlnosci
wektorow przyrostéw Ae i Am oraz ich wariacji. W przypadku elementu
skonczonego powlokowego pozwola one na obliczenie macierzy By, (lub By
i By) oraz By i bezposrednie skorzystanie z zaleznosci (2.11, 2.13 i 2.15).
Natomiast, przy definiowaniu elementu skonczonego cienkosciennego zosta-
na one wykorzystane w specjalnej procedurze obliczania macierzy stycznej
i wektora sit wewnetrznych. Ptaski element skoniczony powtokowy sfor-
mulujemy korzystajac z teorii plyt Reissnera—Mindlina [6] wprowadzajac
dodatkowo niezalezny obrét wokél normalnej do powierzchni $rodkowe;j.

3.1. Plyta Reissnera—Mindlina

3.1.1. Pole przemieszczen

Na rys. 3.1 pokazano przemieszczenia plyty w plaszczyznie (z,z). Ana-
logiczne przemieszczenia wystepuja w plaszczyznie (y,z). Wektor nieza-

leznych uogoélnionych przemieszczen na powierzchni srodkowej sklada sie

0

z trzech translacji u2, Uy uY i dwéch obrotéw normalnej ., Oy

wo={uy uy ul opr ey} (3.1)
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Rys. 3.1. Hipoteza kinematyczna Reissnera—Mindlina

Zgodnie z ta hipoteza wektor przemieszczen translacyjnych
u={u, uy u.} (3.2)

na powierzchni réwno oddalonej od powierzchni $rodkowej o wartosé¢ wspot-
rzednej z, jest wyznaczony wzorami [66]

Uy (m,y,z) :U?c (:Bay) — & Px (%?J)a
Uy (%,y,Z) :“2 <x7y)_z":0y (CU?y)a (33)
us (2,9, 2) = u (2,y) .

3.1.2. Réwnania geometryczne

Pole odksztalcen zdefiniujemy przyjmujac tensor odksztatcen Greena-
-Lagrange’a w postaci

5 (Wi + g + Uik - ws) (3.4)

1=j=k=uay,z.

Eij =

Korzystajac z (3.3) 1 (3.4), wektor niezerowych skladowych tensora od-
ksztaltcen

52{511 Eyy Yoy Vaxz 'sz} (35)
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jest dany w postaci

oud 1 (0ul ? Py
5:Jc:r($ayaz)_ ax +§<ax> +Z%’

ou) 1 (ol ? 0py
€yy(x7y7z)_8—yy+§<8y> - aya

oud  Ouy  oud  oul Doy Opy (3.6)
%cy(x7y7z)* ay +—:l:+ ax ' ay +z- (a—y_g>7

FY:EZ(:L‘a Y, 2) = a—; + Py

0
,sz(xﬂy?z:) = 8y — Pz

Dla celéw budowy macierzy i wektoréw elementéw skonczonych koniecz-
na jest znajomos$é¢ wektora uogélnionych odksztalcen na powierzchni srod-
kowej [97]

e’ = {52:95 52;/ ’ng Kza  Kyy Ky %(c)z 722} (3.7)
o wspotrzednych
0 oud 1 [0oul ?
€22, Y) = 9z T3 ((%) ;
2
e =+ 5 (55)
Yoy (@, y) = %7“;9” 68—? 65;2 : 85;2,
Vo (a,y) = %7“;2 + @y,
W) =2, 35)
Fa(T,Y) = Oy
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P
”yy(l‘ay) = - 6y 5

oy Oy
K’:Ey(:l"’y) = ( 6yy - ax > °

Zaleznos¢ pomiedzy wektorem odksztalcen uogélnionych na powierzch-
ni $rodkowej (3.7) a wektorem odksztalcen (3.5) ma postaé

e(w,y,2) =H(2) €’ (z,9), (3.9)

gdzie H jest macierza w postaci

(1.0 0 2 000 0]
010022000

H(z))=|0 0 1 00 2 0 0 (3.10)
000O0O0O0T1O0
0000000 1]

Majac zaleznosci na odksztalcenia uogélnione (3.8), mozemy wyliczy¢
ich przyrosty

ol oud oY 1 ouY 2
0 _ x z z - z
Agm(m’y)_Aﬁx+61: A81:+2<A6$> ’

ol o0 w1 ([ 0ul\’
0 _ Yy z . z - z
Aeyy(:c,y)fA—ax + o Aay +3 Aay ,

oul oud 9l oud  oul ou?
A 0 — A2 A—Y z . z z . z
Vay (2:9) oy + Ox + ox Oy + Oy Ox +
0 0
+A6uz ‘Aﬁuz

ox oy’
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dp
Abige (2,y) = AL, 11
e (2.) = A0 (311
Oz
Abyy (z,y) = —A 8y
Pz
A i ) A a
fay (0,y) = A5 = Ag,
0 (9u
A’sz ($7 y) A(py a
0 Ju 0
A’sz (l’, y) = ASOZE axza

a nastepnie podzieli¢ je na czesci liniowa i nieliniowa wzgledem gradientow

przyrostow wedtug wzoru

A’ = A

e’ + An°,

(3.12)

otrzymujac ostatecznie wektory przyrostow odksztalcen liniowych i nieli-

niowych

A Ouf z 4
8u

6u
A (9:13 +

(9,2
A=Y

APy 8<Pu
A(py

—AQO;E—F

ou?
A 6;

A(?u
‘Pu

(9:13

8y

ou?
A (9:1:2

_A&Pz

A Son

8ug
A oz

o O O o O

: (3.13)

(3.14)
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3.1.3. Uwzglednienie obrotu wokél normalnej do powierzchni
$rodkowej

Teoria plyt Reissnera—Mindlina pozwala opisaé¢ pieé¢ niezaleznych prze-
mieszczen w powierzchni $rodkowej plyty (trzy translacje i dwa obroty).
W przypadku budowy modelu skonczenie elementowego wymagajacego
trzeciego obrotu, wokét normalnej do powierzchni srodkowej (ang. drilling
rotation), nalezy uzupelni¢ kinematyke modelu uwzgledniajac ten obrot

1(0ou)  oul
@z(l‘,ya 2) = B (6—1,%/ - Ay ) . (3~15)

W pracy zastosowano podejscie zaproponowane przez Hughes’a i Brezziego

[34], traktujace obrét wokél normalnej jako kolejne niezalezne przemiesz-
czenie i wprowadzono je rozszerzajac prace wirtualng sil wewnetrznych
metoda funkcji kary [69]. W przypadku continuum zdyskretyzowanego ele-
mentami pltytowymi z szeScioma stopniami swobody w wezle, takie poste-
powanie prowadzi do réwnania wariacyjnego (2.1) w rozszerzonej postaci

SWE 4+ Wi = sw,, (3.16)
w ktérym:
Wi = swle) 4w, (3.17)

gdzie 5W1$Jf) jest wktadem do wariacji pracy sit wewnetrznych skladnika
wynikajacego z funkcji kary.

Stosujac metode funkcji kary otrzymamy zaleznosé, ktéra w formie
przyrostowej bedzie miata postaé

Wy = G/(( . 65;)

1/, 0u) ou
—0Ap, |- (=A== — x)—A z>7
) (2( 3 y)
gdzie G jest modutem Kirchhoffa. Parametr kary & powinien by¢ ustalony
droga préb [67].

(3.18)
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Podstawiajac zaleznosé (2.8) do (3.18) otrzymamy

ou 0 oud 1 8u2
" G/( (%2 —oaTe) —ane.) - (5(a0

8ux . T
dy ) - A%) = (0Aq) krAq,

gdzie kp jest dodatkiem do macierzy stycznej w postaci

krp=F- G/B}BF v,
VO

(3.19)

(3.20)

W koncu, macierz sztywnosci stycznej dla ptaskiego powlokowego elementu

skonczonego bedzie wynosita

kr =k; +k, +krp = ko +ky +k, + kp.

3.1.4. Réwnania fizyczne

(3.21)

W przypadku materialu izotropowego i sprezystego réwnanie fizyczne

jest dane wzorem
o = De,

z wektorami odksztalcen i naprezen w postaci

82{69595 Eyy Yoy Vaxz 'sz}a

U:{Uxac Oyy Tzy Txz Tyz}a

oraz macierza sprezystosci

Tl

|
S O O X
—
OO[\'JLIOO
—
ONJLIOOO
=
I o O o O

o O O = )

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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gdzie:

FE — modut Younga,

v — wspolcezynnik Poissona.
Dodatkowo, dla celéw budowy macierzy i wektorow ptytowych elementow
skonczonych konieczna jest znajomos¢é macierzy konstytutywnej okreslonej

wzorem
t

D’ = /H(z)T DH (2) dz, (3.25)

Vol

i wektora uogolnionych naprezen zredukowanych do powierzchni srodkowej

o9 sprzezonego z wektorem odksztatcen (3.7), ktéry ma sktadowe
o’ ={0), oy, To, Uiz Uy Usy Te. Ty} (3.26)

Ty Tz

Naprezenia te sa liczone wedlug zaleznosci

ol (z,y) = /H(z)Ta(a?,y,z) dz, (3.27)

[SIEN

gdzie t jest gruboscia plyty.

3.2. Belka cienko$cienna

3.2.1. Pole przemieszczen

Wektor przemieszczen catkowitych u punktu przekroju poprzecznego
jest suma przemieszczen liniowych (translacyjnych) ug i przemieszczen od
obrotu (X — x)

u=u’+ (X -x). (3.28)

0

W wektorze u” zawarte sa przemieszczenia przekroju poprzecznego jako

bryly sztywnej i przemieszczenie spaczenia

uw = {u) +w-0 uy ul}, (3.29)
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gdzie:

0 — pochodna kata skrecenia,

w — funkcja spaczenia.
Przyjete przemieszczenia, uktad wspélrzednych gtéwnych centralnych (x,y, 2)
przekroju poprzecznego oraz potozenie $rodkow ciezkosci i zginania poka-
zano na rys. 3.2.

C - $rodek cigzkosci
S - $rodek zginania

Rys. 3.2. Parametry przemieszczeniowe przekroju poprzecznego otwartego

O$ z jest osia ciezkosci preta a osie (y, z) sa osiami gléwnymi central-

0 ,0
zr Uy

ng translacje przekroju poprzecznego odpowiednio w kierunku x — srodka

nymi przekroju poprzecznego. Przemieszczenia u i u? opisuja sztyw-
ciezkosci C, i w kierunkach y i z — srodka zginania S. Katy ¢z, ¢, i ¢, sa
z kolei katami sztywnych obrotéw wokél osi ¢ w §rodku zginania i y oraz
z w $rodku ciezkosci. Stosownie do teorii preta cienkosciennego spaczenie

jest definiowane przez iloczyn pochodnej kata skrecenia 6 = % i funkcji
x

0 0 0
x) uy’ uz

spaczenia w. Nalezy zauwazyC, ze przemieszczenia u oraz 0 sa
funkcjami tylko z.

W literaturze wykazano, ze w analizie statecznosci konstrukcji preto-
wych istotna role moze odgrywaé¢ uwzglednienie przemieszczen od obrotéw
skoniczonych (np. [73]), i fakt ten zostanie w pracy uwzgledniony, wykorzy-

stujac prace [40].
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Wektor obrotéw skonczonych ¢ jest zdefiniowany przez wielkoS¢é obrotu

¢ =|| ¢ || i 08 obrotu (lub kierunek w przestrzeni) r = ol Do opisu
@
obrotéw skonczonych wykorzystano wektor obrotéw ¢ do zdefiniowania

macierzy obrotéow. W tym celu okreslono najpierw macierz skosnie syme-
tryczna S zwiazana z ¢ za pomoca relacji [1]

S- =0
v } dla dowolnego v. (3.30)
S-v = pxv
Oznaczajac wspolrzedne wektora ¢ = {¢, ¢, .}, macierz S przyjmie
postac
0 —Pz Py
S=1| ¢, 0 —wz |- (3.31)
—Py Pz 0
Macierz obrotu C jest funkcja wykladnicza S opisana wzorem
C = exp(9),

(3.32)
C:I+S+%SQ+...

Jest ona réwniez macierzg ortogonalng tzn. C~' = CT. Calkowity obrét

skoficzony jest zlozeniem nieskonczenie malych obrotéw (ﬁ, ﬂ, &),
n' n’' n

gdzie n jest duza liczba calkowita, co mozna zapisa¢ w postaci zaleznosci

C,=AC, -AC,_1 ... - ACy, (3.33)

lub w formie rekurencyjnej
C,=AC, -C,_;. (3.34)

Nalezy podkreslié, ze iloczyn AC - C, interpretowany jako nalozenie skon-
czonego obrotu AC na skonczony obrot C, jest nieprzemienny, tzn. AC -
C#C-AC.

Wykorzystujac liniowa czes¢ macierzy obrotu C, transformacja wek-
tor poczatkowego x przekroju cienko$ciennego spowodowana matym, lecz

skoficzonym obrotem wyraza sie zaleznoscia

x12(I+8S,) - x—A,-E, (3.35)
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gdzie:
x={0 y =z}, E={0 ys 2zs},
Pz Py
[ 00 o 2.36
S, = - 0 P , Ap,=10 0 P
S 0 % 0
Kolejng transformacje wektora x; mozna obliczy¢ z zaleznosci
xo=1+8S,) - x1—A, E
2= ")2 o (3.37)
xo=1I+8,)" x—(I+S,)-A,-E— A, -E.
W koncu, dla n-tego obrotu otrzymamy
X, = (I+S,)" x—I+S,)" - A, E—...+
n={I+55) (L+85) " (3.38)

—(I+8S,) A, —A,E.

Stosujac teraz do wzoru (3.38) twierdzenie o rozkladzie dwumianu i po-
mijajac wyrazy wyzszego rzedu niz dwa, zalezno$é na x,, przyjmie postaé

(n—1
xn&’(I—i—n-Sn—i—%-Si)-x—n-I-An~E—

~(142+...4n-1)-T,-A, E.

(3.39)

Dla n dazacego do nieskonczonosci, x,, zmierza do X okreslajacego po-
zycje wektora x na skutek obrotéw ¢, ¢, i ¢,

lim x, = X,
n—oo

1, 1 (3.40)
X (s L) ox (14 18) am
gdzie S jest w postaci (3.31), a A ma forme
0 0 0
A=]0 0 —¢, |. (3.41)

0 ¢ O
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Podstawienie (3.40) do zaleznosci (3.28) prowadzi do koficowego wzoru
dla opisu calkowitego pola przemieszczen przekroju cienkos$ciennego

1 1
f— 0 —_ 2 . —_— —_ . .
u=u’+(S+ §?) - x T+ S)-A-E. (3.42)

Wektor u ze wzoru (3.42) jest suma wektoréw od przemieszczen trans-
lacyjnych i obrotéw. Z kolei wektor obrotu jest zlozony z czedci liniowej
i kwadratowej (czesci podkreslone). W dalszej czesci pracy przemieszczenia
zwiazane z czescia kwadratowa oznaczono daszkiem tak, ze wspéirzedne
wektora u mozna zapisa¢ w formie

u={t,+ 0, Ty+u, U,+U.}. (3.43)

Przemieszczenia dowolnego punktu przekroju cienkosciennego otrzyma-
no rozpisujac zaleznosé (3.42)

ﬂx(xu%z):Ug+z'80y_y'<ﬁz+w'9a

Uy (:l:aya 2) = Ug - (Z_ZS) * Py (344)
Uz (x,y,Z) :u2+(y_y5) * P,
oraz

_ 1

Uz (2,y,2) = 5 (= ys) - u oy + (2 = 25) 0~ 02),

_ 1

Ay (ey.2) =5 (~y- (D2 +¢2) — 2 0y waty-d2), (3.45)

_ 1

@ (ey.2) =5~y e — 2 (B +e)) +2-42).

3.2.2. Réwnania geometryczne

Pole odksztalcen zdefiniujemy przyjmujac tensor odksztalcen Greena-
-Lagrange’a w postaci
Lo o - . -
3 ((Ui ;) + (@ U)o+ @+ W) - (T + uj)7k,> ,
i=j=k=uy,z.

Eii =
! (3.46)
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Korzystajac z (3.43 do 3.45) i (3.46) oraz uwzgledniajac dodatkowo, ze

oud aug ou?
Py o’ T*T oz 0 oz’ ( )

wektor niezerowych sktadowych tensora odksztalcen

52{5:13:1: Yy 7152}a (348)

jest dany w postaci

ol 0?ul azug 0?ul
Y A v R . .61:2+
1 [, 0u) oud\2  ,0ul Oud 2
5((%—(2—25)' Ox) +<81: +(y — ys) - (%) >+ (3.49)
o ,0ul  Ou
e 7))

0 0
1 0 8ux.6uz>+(z_zs)

+ 5(—(y—ys) . %( ox Ox

ow  Oul oud 1/,0ud
Teu =5, o ) g el
0?ul d?uy 0?ul ou)  dw ol
oz Y a2 T 6362) (_%_B_y 6$>
ou? 0?ud\  oul
(g TW—v) 5 )- 5 )+ (3.50)
1/0ud  oul & (,0ud\2  Oul\2
_Z<6:c.8m+y'%((6:c> +(%) >+
o ,oul ou d oul
o () v )
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__8_w.8u2+( ) oul ((6u8
Vo2 = "%, or TV T Y g O

%0 0%l 0%u ) (_aug Ow 8u8)+

= 0z2 -y 0z2 W 0z2 or 0z Or

6u2 0%u 0 6%
+ (% + (2 - Zs) ’ axg )+ (3'51)
1/ou) Ouy ) 62 2 gud\2
Z(@m .%4_2.8‘%((61:) +(8$) )+
o ,oud oul o oud
0 g (e ae) o 5 (ae):
u? ?
W powyzszych zalezno$ciach pominieto 3 x) jako wielko$¢ mata
x

w poréwnaniu z pozostatymi sktadnikami.

Majac zaleznosci na odksztalcenia uogélnione (3.49-3.51), mozemy wy-
liczy¢ ich przyrosty i podzieli¢ je na liniowe i nieliniowe wzgledem gradien-
téw przyrostéw wedlug wzoru

Ae = Ae + An, (3.52)
otrzymujac ostatecznie wektory przyrostéw odksztalcen liniowych
Ae = {Aey, Aeyy Aey.}, (3.53)

i nieliniowych
An = {Anm Angy Ang}. (3.54)

Wzory dla skladowych Ae i An sa umieszczone na stronach 52-57.

3.2.3. Réwnania fizyczne

Réwnanie fizyczne ma forme (3.22) w ktérej wektory odksztalcen i na-
prezen maja postac

5:{59090 Yy %cz}a

U:{sz Txy sz}a

(3.55)
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a macierz sprezystosci wynosi

E. 0 0
D=|0 G 0|, (3.56)
0 0 G

gdzie E, jest zastepczym modulem Younga, F, = [63].

1 — 12
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4. Model powlokowo-belkowy MES

konstrukcji cienkosciennej

4.1. Macierz styczna i wektor sit wewnetrznych dla
plaskiego elementu skonczonego powlokowego

W pracy wykorzystany zostal ptaski, zdegenerowany, izoparametrycz-
ny, element powltokowy, rys. 4.1. Omawiany element ma osiem wezléw na
powierzchni srodkowej i sze$é¢ stopni swobody w wezle

Ay = {Add Ad) Al Ap, Ap, Ap.} . (4.1)

z

Rys. 4.1. Powlokowy element skoniczony
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Wektor stopni swobody dla catego elementu bedzie réwny
Aq={Aqr Aqz Aqz Aqs Ags Aqgs Aqr Ags).  (42)
Macierz funkeji ksztaltu

N,=[N, Ny N3y Ny N5 Ng (4.3)

n?

stanowia funkcje Serendipa, ktére w ukladzie wspodtrzednych znormalizo-
wanych (§,7,( = 0) maja postaé [6]

A+&-&) - X4+n-n)-(&-&+n-m—1)

Ni (57 77) = 4 ;
dlat=1,3,5,7,
2 2 2 2 (44)
- (L4+&-&m)- 1—0%) +n7 - (L4+n-n)- (1-&)
N; (&m) = 5 ,
dla j =2,4,6,8,
gdzie:
=/-101 110 -1 -1,
n=[-1 -1 -1 0 1 1 1 0.
Zatem macierz funkcji ksztattu dla calego elementu bedzie wynosié
N=[N; Ny N3 Ny N; Ng N7 Ngl. (4.6)
Element jest izoparametryczny, co oznacza, ze
r = Nx,
y = Ny, (4.7)
t
z = C : 57

gdzie:
x, y — wektory wspoétrzednych weztdéw elementu,
t — grubos¢ elementu.
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Korzystajac ze wzoréw na uogélnione funkcje przemieszczen (2.7) i ich
przyrosty (2.8), oraz zaleznosci (2.6) i (2.9), mozemy policzy¢ macierze By,
i By korzystajac ze wzoréw (3.12-3.14)

o %%_? . -
R EEE o o
B,=| Y 0 0 0 % | @
0 0 0 —g5 0
0 0 0 - %
0 0 on 0 N
0 0 o N 0
o
Jy
00 0 00
00 0 00
BYy=140 0 00 (49)
00 0 00
00 0 00
(00 0 0 0]

Macierz T ze wzoru (2.13) oznaczymy przez T i bedzie ona miata postaé

0 0

0 __ g T,

T [ s U%y], (4.10)
Yy yy

ktorej sktadowe sa odpowiednio utozonymi sktadowymi wektora o (3.26).
Macierz B zwiazana z obrotem wokoét osi z wynosi
10N 10N
F =

Macierze sztywnosci i wektor sit wewnetrznych obliczymy wedtug za-
leznosci:
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— (2.11), (4.8) i (3.25) — macierz sztywnosci przyrostowa,

k; = /BEDOBL dQ, (4.12)
Q

— (2.13), (4.9) i (4.10) — macierz sztywnosci geometryczna,

k, = / BLT'By dQ, (4.13)
Q

— (3.20) i (4.11) — macierz sztywnosci, uwzgledniajaca obrét wokét nor-
malnej do powierzchni $rodkowej,

kp=k-G / BIB d0, (4.14)
Q

— (2.15) i (4.8) — wektor sil wewnetrznych,

f= / BloYdQ, (4.15)
Q

gdzie € jest powierzchnia Srodkowa elementu skonczonego.

Wszystkie macierze i wektory obliczano numerycznie z wykorzystaniem
dwupunktowej kwadratury Gaussa (2x2) dla powierzchni §rodkowej i trzy-
punktowej kwadratury Lobatto dla kierunku z.

Ptaski element skoniczony powlokowy testowano na réznych przykta-
dach z aktywnym széstym stopniem swobody. Ponizej zostal krotko przed-
stawiony jeden z takich przyktadow.

4.1.1. Przyktad 1. Wyboczenie skrzynki

Na rys. 4.2 przedstawiono skrzynke wraz z danymi geometrycznymi
i materialowymi, dla ktérej nalezy obliczyé¢ obciazenie krytyczne wybo-
czenia. Na rys. 4.3(a) jest pokazana dyskretyzacja skonczenie elementowa
(dzieki wykorzystaniu symetrii jest to jedna ésma skrzynki), zadanie ob-
liczono dyskretyzujac model 128 elementami skonczonymi. Na rys. 4.3(b)
przedstawiono pierwsza forme wyboczenia, uzyskana dla parametru obciag-
zenia A = 2,0451. Otrzymane wyniki zgadzaja sie z wynikami z pracy [23],
z ktorej przyklad zostal zaczerpniety.



4.2. Macierz styczna i wektor sil wewnetrznych dla elementu... 63

p=A1kN/m

480

E=210,133 GPa
v=0,316
=10

Rys. 4.2. Przyklad 1. Skrzynka $ciskana réwnomiernie

(a) dyskretyzacja skoinczenie ele- (b) pierwsza forma wyboczenia

mentowa

Rys. 4.3. Przyktad 1. Wyboczenie skrzynki

4.2. Macierz styczna i wektor sit wewnetrznych dla
elementu skonczonego cienko$ciennego

Drugim elementem wykorzystanym w pracy jest belkowy element cien-
koscienny o przekroju poprzecznym otwartym, rys. 4.4. Omawiany element
ma dwa wezly i siedem stopni swobody w wezle. Wektor przyrostow stopni
swobody dla wezta ma postaé

Aqn = {Au) Au) Aul Ap, Ap, Ap. Af} . (4.16)
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C - $rodek cigzkosci
S - §rodek zginania

Rys. 4.4. Belkowy cienkoscienny element skonczony

Wektor przyrostéw stopni swobody dla catego elementu jest rowny
Aq = {Aq; Aqa}. (4.17)
Macierz funkcji ksztaltu
N,=[H F F F -G G (], (4.18)

stanowia funkcje Hermite’a, ktore dla wspoétrzednej znormalizowanej &€ ma-
ja postaé

Hl(f) =1- ga

HQ(&) :€7

Fi(§)=1-3-&+2-&,

F(¢) =3-&-2-¢, (419)
Gi(&) =1-(6-2-+¢,

Ga(§) =1- (=6 + &%),

gdzie [ jest dlugoscia elementu skonczonego, a £ = %, ¢ €[0,1].
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Stosownie do przyjetych zalozen macierz styczna i wektor sit wewnetrz-
nych jest obliczany w catkowitym opisie Lagrange’a. Fakt ten oraz uwzgled-
nienie w réwnaniach dla przemieszczen efektéw od skonczonych obrotéw
powoduje, ze standardowa metoda obliczen polegajaca na bezposrednim
wykorzystaniu réwnan (2.10), (2.12) i (2.14) jest nieefektywna, jesli w ogé-
le mozliwa. Dlatego autor przyjat koncepcje ich obliczania wykorzystujac
mozliwosci systemu MATLAB i jezyka programowania PERL, ktéry ma za-
implementowana obstuge wyrazen regularnych.

W konsekwencji macierze sztywnosci i wektor sit wewnetrznych byty
obliczane wedtug procedury opisanej w punkcie 4.3.

4.3. Procedura obliczania macierzy stycznej i wektora sit
wewnetrznych dla elementu skonczonego
cienkosciennego

Opis procedury zaczniemy od prostego przyktadu obliczania macierzy
stycznej dla elementu pretowego o dwdch stopniach swobody. Celem przy-
ktadu jest blizsze opisanie procedury, ktéra w ogdlnej formie jest zapro-
gramowana z wykorzystaniem wspomnianych narzedzi informatycznych.

Przyktad 2. Dwuwezlowy element skonczony

Rozwazany element skonczony przedstawiony jest na rys. 4.5, ma dwa

stopnie swobody
Aq = {Aql AQQ}. (420)

—> >

4, 1 LEA 2 9 x, u(x)

Rys. 4.5. Element skonczony pretowy

Przyjmujemy macierz funkcji ksztaltu w postaci

N =[N, Ny, (4.21)



66 4. Model powlokowo-belkowy MES konstrukcji cienko$ciennej

oraz aproksymacje przemieszczenia u(z), przyrostu przemieszezenia i wa-

riacji przyrostu przemieszczenia danych zaleznosciami

u=Nq=Ni-q1+ Na-qo,

Au=NAq=N; - -Aq + Ny - Ago, (422)
0Au = N6Aq = Ny - 0Aq) + Na - 6Aqs.
Roéwnanie (2.10) ma obecnie postaé
/ (5A¢) - E - Ae dV° = (5Aq) " kz Aq, (4.23)
Vo
T B T| kL krae _
(0Aq)” krAq = (6Aq) Aq =
kroi kroo
(4.24)

= 0Aq@Aq1 - kp11 + 0AqAg - kp1o+
+ 0A@Aq - kror + 0AqAqs - kL, 22,

(o) i wykorzystujac (4.22) otrzymamy:

&l

gdzie, oznaczajac (o) =

Ae=Au' +u' - Au' = Nj - Aqp + NSy - Ago+
+ (N1 g1+ Ny q2) - (N1 - Ay + Ny - Aga),
§Ae = §AU +u' - AU = N{ - 6Aq + N3 - §Aga+

+ (N1 - g1+ Ny - q2) - (N7 - 0Aq1 + Ny - 6Aqa),
(4.25)
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Wykorzystujac (4.25) w (4.23), po uporzadkowaniu mozemy napisaé

/ / / 2
(680 kA = 68qu A [ BN (14N qut Ny o) av'+
Vo
! ’ /7 ’ 2
+60qAg [ B NNy (14 V] g+ Ny - qp)” av0+
Vo
I ’ ’ ’ 2
+60qAq [ B NINy (14 V] g+ Ny - qp)” av0+
Vo
9 / ’ 2 0
+00qAq [ B+ Ny? (14 Ny g1+ Ny - q5) v,
Vo

(4.26)

Nalezy zwrocié uwage, ze przemieszczenie u(x) (a zatem i funkcje ksztattu
Nj oraz Nj) jest funkcja tylko zmiennej z, co pozwoli nam wygodnie po-
liczy¢ skladniki (4.26), roziterowujac catke na dwie calki: po powierzchni
i po dtugosci elementu. Mozemy zapisac

/ !’ ’ 2
(6Aq) kL Aq = 6Aq1 Ag; - EA / N2 (14 N] g+ Ny o) di+
L
/ / / / 2
+ A AG - EA/N1 Ny (14N a1+ Ny qa) it
L
/ / / / 2
+00mAG - BA [ NNy (14N - qu+ Ny o) di+
L

’ ! / 2
+ 5AgAG EA/N22 (14N a1+ Ny - q0) .
L
(4.27)

Wprowadzaja funkcje ksztaltu i ich pochodne w postaci

o LA
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otrzymamy ostatecznie po wycalkowaniu (4.28) po dlugosci elementu

-1 2
(0Aq)" kpAq = 0Aq1Aq; EA(J”E—;(]?) N
I — 2
+0AqAg - EA(Qll—;L‘D)jL
z 2 (4.29)
+0AqAq - EA(‘Qll—3+QQ>+
_ o 2
+oapAg pa T R)
Poréwnujac (4.29) z (4.24) mamy koncowy wynik
- 2 o )
b= palmate) o g U-ata)
) v (4.30)
(- q+aq) (=l +q1 — go)? :
kroi1 = EAZ—S, - EAl—g-

W analogiczny sposéb mozna obliczy¢ wzory na elementy macierzy geo-
metrycznej k, i wektora sit wewnetrznych f.

W dalszej kolejnosci opiszemy realizacje komputerowa opisanej proce-
dury ilustrujac ja stosownymi rysunkami i wydrukami wazniejszych czesci
programu.

Na rys. 4.6 pokazano plik tekstowy w systemie MATLAB na réwnania
geometryczne belkowego elementu cienkosciennego (3.49-3.51), ktére sa
danymi wejéciowymi do dalszych obliczen. Symbole ell, el2 i el3 sa ozna-
czeniami odksztalcen, odpowiednio €.z, Yzy 1 Vz-. We wzorach uzyte sg
nastepujace zmienne:

y, z — wspolrzedne punktu w przekroju poprzecznym vy, z,
omega, — funkcja spaczenia w,

Ow Ow
oy’ 0z’

ux, uy, uz, fx — przemieszczenia uogélnione uy, wy, U, Pz,

domegay, domegaz — pochodne funkcji spaczenia

dlux, dluy, dluz, d1fx — pierwsze pochodne przemieszczen uogdélnionych
Oug Ouy Ou, Oy,

Ox’ Oz’ Oz Ox’
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ell =
dlux-y*d2uy-z*d2uz+d2fx*omega+l/2*dluyA2-z*dluy” d1fx+zZs*dluy* d1fx+1/2%zA2*d1fxA2-
z*d1fxA2*Zs+1/ 2% ZsA2*d1fxA2+1/ 2% dluzA 2+y* dLuz*d1fx-Ys* dluz* d1fx+1/ 2% yA2* d1fxA2-y*
d1fxA2%Ys+l/27YsA2%dlfxA2-1/2%y*d2uz*fx-1/2*y*dluz*d1fx+1/2*z*d2uy* fx+1/2*z*dluy*
d1fx+1/2%ys*d2uz*fx+1/2*Ys*dluz*dlfx-1/2*Zs*d2uy* fx-1/2*Zs*dluy*d1lfx

el2 =
1/2*d1lfx*domegay-1/2*z*d1lfx+1/2%Zs*d1lfx-1/2*dlux*dluy+1/2*dlux*dLlfx*domegay+1/2*y
*dluy*d2uy-1/2*y*d2uy*d1fx*domegay+1/2*z*dluy*d2uz-1/2"z*d2uz*d1fx* domegay-1/2%d2
fx*omega*dluy+1/2*d2fx*omega*dl%x*domegay+l/2*dluz*fx+1/Z*y*fx*dlfx-l/Z*Ys*fx*dlf
x—%/4;d%uz*fx—1/2*y*dluy*d2uy—l/Z*y*fx*dlfx—1/4*z*dZuy*dluz—1/4*z*dluy*d2u2+l/2*Y
s*fx*dlfx

el3 =
1/2*d1lfx*domegaz+1l/2*y*dlfx-1/2%Ys*d1lfx-1/2*d1lux*dluz+1l/2*dlux*dLlfx*domegaz+1l/2*y
*d2uy*d1uz-l/2*y*d2uy*dlfx*dome%az+l/2*2*dluz*dZuz-1/2*z*dZuz*dlfx*domegaz-l/2*d2
fx*omega*dluz+l/2*d2fx*omega*dlfx*domegaz-1/2*dluy*fx+1/2*z* Fx*dlfx-1/2% zs* fx* d1f
x+%/4;d%uy*fx—1/4*y*dZuy*dluz—l/4*y*dluy*d2uz—l/2*z*dluz*d2uz—1/2*z*fx*d1fx+l/2*2
s*fx*dLlfx

Rys. 4.6. Plik tekstowy ze zdefiniowanymi réwnaniami geometrycznymi

d2ux, d2uy, d2uz, d2fx — drugie pochodne przemieszczen uogdlnionych
Puy Puy Pu, 0?py
ox?’ 0x% 022’ 02

Nastepnie, korzystajac z obliczen symbolicznych mozemy obliczy¢ przyro-

sty odksztalcen, pokazane na rys. 4.7. We wzorach symbole D_ell, D_el2
i D_el3 oznaczaja odpowiednio Aeyy, Avyzy i Ay, (wzory 3.57 do 3.62).
Nazwy zmiennych zaczynajace sie od D_ oznaczaja przyrost odpowiednich

u
wartoéci, np. D_dlux to A——.

W kolejnym kroku dokoncgfwany jest podzial przyrostéw odksztalcen na
liniowe i kwadratowe, ze wzgledu na przyrosty gradientéw przemieszczen.
Do tego celu uzyto jezyka PERL.

Pierwszym krokiem analizy jest otworzenie pliku tekstowego z zapisa-
nymi wzorami

open(INFILE, $InFile) or die "File error: $!";

Listing 4.1. Otwarcie pliku tekstowego
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Ak Edhg pe Kndname Forioc : nﬂ
D_ell =

D_d1ux—y*D_dZuy—z*D_d2u2+omegaCy,2)*D_d2fx+1/2 ZsA2*D dlfo2+d1uz*D_d1u
uzA2+1/2%yA2*D_d1fxA2+1/2%YsA2*D_d1fxA2-2%z*Zs* dlfx D_d1lfx-2*y*ys*dlfx*

#2A24D_d1fxA2-z*dluy*D_d1lfx-z*D_dluy*d1fx-z*D_dluy*D_dlfx+zZs* dluy D_d1f
y*dlfx+Zs*D_d1uy*D_dlfx+zA2*d1fx*D_dlfx—z*Zs D, dlfo2+ZsA2 dlfx*D_dlfx+
1fx+y D_dluz* d1fx+y D_dluz*D_d1fx-vs*dluz*D_d1Tx-Ys*D_dluz*d1lfx-vs*D_d1l
yA2*d1fx*D_d1fx-y*VYs*D, dlfo2+YsA2 dlfx* D _d1lfx+dluy*D_dluy+1/2*D dluyAZ

2D y¥D_fx-1/2%y* . 1
luz*p_d1fx-1/2*%y*D, d2uz D_ fx 1/2 y*D_d2uz* fx(x) 1/2‘y‘d2u2 D_fx- 1/2 Zs*
1fx-1/2*2s*D_dluy*d1lfx-1/2*zs*dluy*D_d1fx-1/2*Zs*D_d2uy*D_fx-1/2*Zs*D_d
1/2*Zs*dZuy*D_fx+1/2*Ys*D_d1uz*D_d1fx+1/2*Y5*D_d1uz*dlfx+1/2*Ys*d1uz*D_
s*D_d2uz*D_fx+1/2*Ys*D_d2uz*fx (x)

D_el2 =
1/2 domegay*D_d1fx-1/2*z*D_ dlfx+1/2‘

_d1fx+1/2*p_dluz*fx(x)-1/2*d1lux
luz*D_fx+1/2*D_dluz*D_fx-1/2%y*
¥ _ y*D_d1Tx-1/

dlfx 1/2‘z‘domegay D_d2uz*d1lfx-1/2%z domegay*D_dZuz*D_dlfx+1/2

y*d2fx*p_d1fx+1/2* omega(y z)* domegay D_d2fx*d1fx+1/2* omega(y z)* domegay
dlfx+1/2 domegay*dlux*D_d1lfx+1/2*domegay*D_dlux*dlfx+1/2*domegay*D_dlux
2% y*dluy*D_d2uy+1/2*y*D_dluy*d2uy+1/2%y*D_dluy*p_d2uy+1/2*z*d1luy*D_d2uz
luy*d2uz+1/2%z*D_dluy*D_d2uz+1/2*y*D_fx*d1lfx+1/2*y*D_fx*D_d1fx-1/2%Ys*D
/2*Ys*D_fx*D_dlfx—l/Z*omega(y,z)*dex*D_dluy—l/Z*omegaCy,2)*D_d2fx*d1uy
(y,z)*D_dex*D_dluy+1/2*y*fx(x) *D_d1lfx-1/2%Ys* fx(x) D_d1lfx-1/4*D dluz T
_dluz*D_fx-1/4%d1luz*D_fx-1/2*y*p_dluy*D_d2uy- 1/2 y*d1luy*p d2uy 1/2%y
1/2%y*D_fx*d1lfx-1/2%y*D_fx*D_ dlfx 1/2%y*fx (x)*D_d1fx+1/2*Ys*D_fx*D. dlfx
fx*dlfx+1/2*vs*fxCx)*D_dlfx—1/4*z*D_d2uy D_dluz-1/4%z*D_d2uy* dluz- 1/4 z
uz-1/4*z*D_dluy*D_d2uz-1/4*z*D_dluy*d2uz-1/4*z*dluy*D_d2uz

D_el3 =
1/2*%domegaz*D_d1fx+1/2*y*D_d1fx-1/2*Yvs*D_d1fx+1/2*domegaz*dlux*D_d1lfx+1

Rys. 4.7. Plik tekstowy z obliczonymi przyrostami réwnan geometrycznych

gdzie:

INFILE — uchwyt pliku tekstowego,

$InFile — nazwa pliku tekstowego przekazywanego do skryptu jako pa-

rametr.
W petli wezytywane sa kolejne wiersze pliku zakonczone znakiem konca
wiersza, sg one zapamietywane w predefiniowanej zmiennej $_, ktérej za-
wartos¢ przepisujemy do zmiennej $Line. Kolejnym krokiem jest podzielenie
wiersza w miejscach wystepowania operatoréw dodawania + i odejmowania
— i przepisanie zawartosci pliku do tablicy @Text.

while(<INFILE>)

{
$Line = $_;

$Line
$Line

T s/\+/\n\+/g;
s/\—=/\n\—/g;
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@Fields = split(/\n+/, $Line);

foreach $Field (@Fields)
{
push(Q@Text, $Field);
}
}

Listing 4.2. Podzial pliku w miejscu wystepowania operatoréw + i —

Nastepnie w petli szukane sa wiersze, w ktorych wystepuja zmienne
zwiazane z gradientami przemieszczen i przyrostami przemieszczen, ktére
sa nastepnie zapamietywane w odpowiednich tablicach.

foreach $Field (@Fields)

{
if($Field '=" m/((D_.)?e[etd]1[123]\ =)/)
{
if ($Field =" m/(\b[uf][xyz](\"[1—=9])?\b)/)
{
push(@Trans, $1);
$Field = ""
}

if ($Field =" m/(\bd1[uf][xyz](\"[1-9])?\b)/)
{

push(@d1Trans, $1);

$Field = ""

}
if($Field = m/(\bd2[uf][xyz](\"[1-9])?\b)/)
{

push(@d2Trans, $1);

$Field = ""

}

if ($Field =" m/(\bD_[uf][xyz](\"[1—-9])?\b)/)
{
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push(@DTrans, $1);
$Field = "";

}

if ($Field =" m/(\bD_d1[uf][xyz](\"[1—-9])?\b)/)
{

push(@Dd1Trans, $1);

$Field = "";

}

{if($FieId =" m/(\bD_d2[uf][xyz](\"[1—-9])?\b)/)
push(@Dd2Trans, $1);
$Field = "";
}
}
}

Listing 4.3. Poszukiwanie zmiennych zwiazanych =z gradientami

i przyrostami przemieszczen

Tablice te, z kolei sa zapisywane do dwdch plikow tekstowych w odpo-
wiedniej kolejnosci, rys. 4.8 i 4.9. Pliki sa zapisywane zgodnie z notacja
systemu MATLAB i mozna je bezposrednio uzy¢ w dalszych obliczeniach.

Majac obliczone liniowe i kwadratowe przyrosty odksztalcen, mozemy
teraz skorzystaé z zaleznosci (2.10) i obliczy¢ symbolicznie wyrazenie pod-
catkowe. Wynik tych obliczen jest pokazany na rys. 4.10.

Wyrazenie podcatkowe wymaga takiego samego przygotowania do dal-
szej analizy jak wyrazenia na przyrosty odksztalcen — czyli podzialu na
nowe wiersze w miejscach wystepowania operatoréw dodawania i odej-
mowania, oraz pouktadania powstalych po podziale wyrazen czastkowych
w odpowiedniej kolejnosci. Pamietajac o tym, ze przemieszczenia uogdlnio-
ne sa funkcjami tylko zmiennej z, mozemy wykonaé nastepnie catkowanie
po powierzchni przekroju poprzecznego otrzymujac w ten sposéb wielkosci
zwigzane z geometriag preta cienko$ciennego (pole powierzchni, momenty
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Pl Edybuj Opcje Kodowanie Pomac
L_ell =

D_dlux
-y *D_d2uy
-z *D_d2uz
+omega *p_d2fx
+dluz *b_dluz
-2 ¥z *Zs Fd1fx *p_d1fx
=2 *y *Ys *d1fx *p_d1fx
-z *dluy *p_d1fx
-z *d1fx *p_dluy
+2Zs *dluy #p_d1fx
+2Zs *d1fx *D_dluy
+2A2 *d1fx *D_d1fx
+ZsA2 *d1fx *D_d1fx
+y *dluz *D_d1fx
+y *d1fx *p_dluz
-Ys *dluz *D_d1fx
-Ys *dlfx *D_dluz
+yA2 *d1fx *p_d1fx
+YsA2 *d1lfx *D_d1fx
+dluy *p_dluy

*Ys *d2uz _

Fd1fx .

*dluy .

*fx _

*d2uy _

*d1fx _

*dluz _

*fx _

*d2uz _

*Zs *d1fx _

*Zs *dluy _

Rys. 4.8. Plik tekstowy z obliczonymi linijowymi przyrostami réwnan geometrycz-
nych
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dluy*p_d1fx ...
fx*D_d2uy -
dluz*p_dlfx ...
fx*b_d2uz

t7s *p
wtzg *
tys *p
tys *p

Q

*p_dlux*p_dluy ...
*D_fx*D_dluz .
*p_dilfx*p_d2uy ...
*p_difx*p_d2uz ...
*p_difx*p_d2fx ...
*D_dlux*D_d1fx

*D_dluy*D_d2uy
*pD_dluy*p_d2uz ...

Rys. 4.9. Plik tekstowy z obliczonymi kwadratowymi przyrostami réwnan geome-
trycznych
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B Uister - [D#\Researchithesisyelementymat kI tt]

Pl Edytuj Opcje Kodowarie Pomoc 3%

E*zA2*D_d2uzA2+2* z*D_d2uz*D_d1ux—2*E*z*D_dZuz*o
omega*D_d2fx+E*D_dlux

D dluZ+E ZA2¥D_ d2uz

*D_d2uz*D. d2uy y-2%

y* dlfx *D_dluz- ‘omega*D, _d2fx*y
* dluy+E omega*D_ d2fx yA2 dlf *
* 1fx*D

_ Fy 1f y 2#D_d1fX+E*
s* dlfx D_dluz-E*D dZuy yA3# dlfx D_ dlfx+E omega*D, _d2fx* z#*D_dluz+E*ome:
dluy D dluy E*D_dlux*z* dluy D_d1fx-E*D_dlux*z*d1fx*D, dluy+E D_dlux*zs*d
dlux Zs*d1Fx*D_dluy+E*D_dlux*zA2*d1fx*D_d1fx+E*D_dlux*ZsA2*d1fx*D_
lux y*dluz*D_d1fx+E*D_dlux*y*d1fx*D_dluz-E*D_dlux*Ys*dluz*D_d1fx-E*D, _d1
*D dluz+E D_dlux*yA2*d1fx*D_d1fx+E*D_dLlux*YsA2*d1fx*D_d1fx-E*D_d2uy¥*y*
+ *D_dlux*dluz*D_dluz+E*D_dlux*dluy*D_dluy—l/Z*E*SR*D_dZuy’ Ys*
* D_d2uyA2*y*zs*fx+1/2*E*SR*D_d1lux*Ys*d2uz*D_fx+1/2*E*SR"
*D_dlux*z*d2uy*D_fx-1/2*E" D_dlux*y*fx*D_d2uz-1/2*E*
“SR¥*D, dlux*zs*fx*D_dZuy—l/Z FSRFD_ *
E*SR*D_d2uy*y*Zzs* d2uy D_fx-1/2*E*SR*D_d2 d2uz+1/2
a*D_d2fx*vys* d2uz D_fx+1/2*E*SR*omega*D_d2fx*z*Fx*D d2uy+1/2 E*SR* omega
Zuy*D fx—l/Z*E*SR"*omega*D_dzfx*y"’fx' _d2uz- 1/2 E*SR* omega* *D_d2fx*y*d2uz
E*SR*omega*D_d2fx*Zs*fx*D_d2uy-1/2*E*SR*omega*D_d2fx*Zs*d2uy*D_fx+1/2*E

Rys. 4.10. Plik tekstowy z obliczonym wyrazeniem podcatkowym na macierz
sztywnosci przyrostowej

bezwladnosci, momenty wyzszych rzedéw). Realizacja tego kroku polega
na wyszukaniu wyrazen zwiazanych z geometria przekroju (na przyklad:
y"2, z°2) i podstawienia w ich miejsce odpowiednich oznaczen zmiennych
(odpowiednio: Jz, Jy).

$Field =" s/\ \xy\"2\ /\ \xJz\ \ /g;
$Field =" s/\ \xz\"2\ /\ \xJy\ \ /g;

Listing 4.4. Poszukiwanie momentéw bezwladnosci

W tym kroku usuwane sa wyrazenia zawierajace momenty statyczne, mo-
ment statyczny spaczenia, od$rodkowy moment bezwladnosci, ktore sa
rowne zero w gltéwnych osiach centralnych przekroju poprzecznego. Tak
przygotowany wzor jest nastepnie zapisywany do pliku, rys. 4.11.
Przedostatnim etapem obliczen jest podstawienie wzoréw interpolacyj-
nych dla przemieszczen uogoélnionych i przyrostéw przemieszczen uogol-
nionych oraz wycatkowanie wyrazenia na macierz sztywnosci po dtugoéci
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B Lister - [D:\Research'thesistelement\per]_kltt] -
Plik Edytuj Opcje Kodowanie Pomoc 2%

+E *Area
+E *Jz
+E *Jy
+E *Jo
*Area #2s b difx
*Area *Zs * b *D_dluy
*Area *ZsA2 b 5

“Area *Ys
*Area *Ys
*Area FYSA2

*ys

Ys
*Z7g
*Zs
ys
*7g

Rys. 4.11. Plik tekstowy z obliczonym wyrazeniem podcatkowym na macierz
sztywnosci przyrostowej po wycatkowaniu po przekroju poprzecznym

elementu. Ten krok powoduje wprowadzenie do otrzymanej zaleznosci ko-
lejnych zmiennych: q1 do q14 — oznaczajace wartosci catkowite przemiesz-
czen uogodlnionych i D_ql do D_ql4 — oznaczajace przyrosty przemieszczen
uogolnionych. Dla realizacji tego kroku wykorzystano catkowanie sym-
boliczne pakietu MATLAB. W wyniku otrzymano wyrazenia zgrupowa-
ne przy odpowiednich iloczynach przyrostéw uogélnionych (np. D_ql°2,
D_qlxD_q2), ktore sa réwne elementom macierzy sztywnosci (odpowiednio
kr11 1 2 - kp12). Podstawiajac zera i jedynki pod odpowiednie zmienne
mozliwe bylo zautomatyzowanie obliczania wyrazen na wartosci elemen-
téw macierzy. Na przyktad, dla obliczenia 2 - k7 19 zmienne D_ql=D_q2=1
natomiast D_q3, ...,D_ql4= 0. Etap ten wykonano w systemie MATLAB.
Mozna bylo skorzystaé z polecenia subs(), ktére nadaje zmiennym sym-
bolicznym wartosci liczbowe. Jednak ze wzgledu na szybkosé, obliczenia
te wykonano uzywajac wyrazen regularnych i polecenia regexprep(), kto-
re zamienia tancuchy znakéw uzywajac wzorcow wyrazen regularnych. Po
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wstawieniu w miejsca odpowiednich zmiennych, wartosci 0 lub 1 wyrazenia
mozna bylo uprosci¢ uzywajac polecenia simplify ().

str = ["kl" num2str(i) '_" num2str(j) num2str(k)
'=char(kl' num2str(i) ');'];
eval(str)

if () — k)
for I =1 : 14
(=)
str = ["kl" num2str(i) '_' num2str(j) num2str(k)
'=regexprep(kl’ num2str(i) '_' num2str(})
num2str(k) ', 'D.q’ num2str(1) ""2','1");"];
eval (str)
else
str = [kl num2str(i) '_" num2str(j) num2str(k)
'=regexprep(kl’ num2str(i) "' num2str(}j)
num2str(k) ','D.g’ num2str(l) ""2','0");"];
eval(str)
end
end
for I =1 : 14
str = ["kl" num2str(i) '-' num2str(j) num2str(k)
'=regexprep(kl’ num2str(i) '_" num2str(j)
num2str(k) ','D.g’ num2str(l), '0");"];
eval(str)
end
else
for | =1 : 14
str = ["kl" num2str(i) '-' num2str(j) num2str(k)
'=regexprep(kl' num2str(i) "' num2str(j)
num2str(k) ','D_.g’ num2str(l) '"2',70");"];
eval(str)
end
for I =1 : 14
(1 =1J) [ (I =Kk))
str = ['"kl" num2str(i) '-" num2str(j) num2str(k)

'=regexprep(kl’ num2str(i) '_' num2str(})
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num2str(k) ','D_.g’ num2str(l),'1");"];

eval (str)
else
str = [kl num2str(i) '_" num2str(j) num2str(k)
'=regexprep(kl’ num2str(i) '_' num2str(}j)
num2str(k) ','D.g’ num2str(l)"','0");"];
eval (str)
end
end
end
str = ['"kl" num2str(i) '-' num2str(j) num2str(k)
'=sym(kl' num2str(i) '’ num2str(j) num2str(k) ');’
l;
eval(str)
if(j = k)
str = ["kl" num2str(i) '-" num2str(j) num2str(k)
'=simplify (kI num2str(i) "' num2str(j)
num2str(k) ");'];
eval(str)
else
str = ["kl" num2str(i) '-" num2str(j) num2str(k)
'=simplify (1/2«kl’ num2str(i) '-' num2str(])
num2str(k) ');'];
eval (str)
end
str = ['val=kl' num2str(i) '_-' num2str(j) num2str(k)
R E
eval (str)

Listing 4.5. Obliczanie sktadnikow macierzy sztywnosci stycznej

Takie postepowanie doprowadzi do ostatecznych wzoréw na macierz
sztywnosci w formie pokazanej na rys. 4.12. Kolejne czastkowe wyraze-
nia sa oznaczane przez kl_k_ij gdzie k oznacza kolejny numer wyrazenia,
a wartosci ¢ i j oznaczaja polozenie w macierzy, na przyktad suma kl_1.12
do kl22_12 jest wzorem do obliczenia elementu k1o macierzy. Policzenie
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wartosci wyrazen czastkowych i ich odpowiednie zsumowanie prowadzi do
ostatecznych wartosci elementéw macierzy sztywnosci przyrostowe;j.

[DiResearchithesis|element'c_KI.txt]

Flik Edytuj Opcje  Kodowanie moc 0%
k1_1_11 = E*Area/D1;

k1_2_11 = 1.0/15.0%G*Area* (-3.0%Q9*Q13*D1+18.0* (Qz Q2)+2.0%(Q6*Q6)* (D1*
Q9%Q9) -Q6%Q13* (D1* D1)+2 0% (Q13*Q13)* (D1%D1)-36.0%Q2*Q9+3.0%Q2*Q1l3*D1+3.
-3.0%Q6*Q9* D1)/(D1 *D1%D1);

k1_3_11 = 1.0/15 Moy2 ( Q7+%Q14* (D1 *D1)+2. 0% (Q14*Ql4)* (D1* D1)+3 0*q4
0+Q11%Ql4*D1+3.0%Q7*q4* Q11*p1-36.0%Q4*Qll+2.0* (Q7*Q7)* (D1*D1)
Q4)+18. *
k1_4_11 = -1.0/
D1*D1)+36.0%
D1-36.0%Q9%*Q
E?Q?*D1)/(D1“D1 D

Area* (2.0% (Q12 Q12) (d1* D1)+2 0% (Q5* QS) ( 1 D1)+3
1-36.0%Q37Q10+18.0* CQ3 3)—Q5 Q1l2*(D1*D1)+18. 0% (Ql0*Ql0)-3 *Q3*D1-3
D1+3.0%Q10*Ql2* D1)/(D1 1*D1);
k1_6_11 = 1.0/15.0%G*Moz2* ( 36.0% Q4*Qll- Q7 Ql4*(D1* D1) -3.0%Q7* Qll D1+2.
(D1%D1)-3.0%Q11%Q14*D1+18. 0% (Q11*Q11)+2.0% (Q14*Q14) * (D1*D1)+3. 0% Qd*Ql4*
4%Q4)+3.0%Q7* Q4" D1)/(D1 *D1*D1);
k1_7_11 = -1.0/15.0%G*Moz* (-3.0%Q4*Q12#D1+3.0%Q7*Q3*D1+3.0%Q11*Q12*D1+Q
D1)+27%Q12* (D1*D1)+36.0%Q11%010-36.0%Q4%*Q10-4.0%Ql4%Ql2* (D1 *D1)-3.0%Q4*
Q11%Q5*D1-4.0%Q7*Q5* (D1 *D1)-36.0%Q11*Q3+3.0%Q14%Q3*D1-3. 0%Q14+Q10%D1-3.
1+36.0* Q4 Q3)/(D1*
k1_1_12 = -1. 0/20 0*E* Area (-12.0%Q9+Q13*D1+Q6*D1+12.0¥Q2+Zs*Q7*D1+Zs*Q

*Zs* Qll+12 0 ZS Q4)/(D1 D1),
k1_2_12 = - 0*E*Area”® (-12.0%Q9+Q1l3*D1+Q6*D1+12.0*Q2+Zs*Q7*D1+Zs*Q
*Zs* Qll+12 0 ZS Q4)/(D1‘D1)
k1_3_12 = 1.0/10.0%

#Q6*D1+12. 0%Q1*Q2-Q

k1_4_12 = -1.0 #Q7*D1+Q1*Q14*D1-12
12707Q8*Q4-q8* QL

k1_5_12 = -2.0 .0¥Q4*Ql4+3.0%Q7*ql
)1%D'|+CQ7:$Q7)*D'|)/CD % .

k1_6_12 = 1.0/5.0%G*Myoy* (2.0%Ql4*Q6*D1+9.0%ql4*Q2-9.0*Q14"Q9-9. 0% Q7*q2.

Rys. 4.12. Przyktadowe, koficowe wzory na elementy macierzy sztywnosci przy-
rostowej

Analogicznie mozemy obliczy¢ macierz geometryczna k, i wektor sit
wewnetrznych f.

Ponizej zostal przedstawiony jeden z przykladéw majacych na celu
sprawdzenie funkcjonowanie opisanej metody obliczen belkowego cienko-
Sciennego elementu skoniczonego.

4.3.1. Przyklad 2. Rama portalowa

Za praca [8] przyjeto, ze rama portalowa jest wykonana z dwuteow-
nika szerokostopowego W33x130 (wedlug normy ANSI/ASTMA 6-77b).
Wymiary ramy i dane materialowe, jak na rys. 4.13(a). Stlupy ramy sa
zamocowane przegubowo, a rama jest obciazona obcigzeniem skupionym
q, dwoma pionowymi sitami skupionymi P; i jedna poziomom silg sku-
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piona P». Podane wartosci obciazenia sa jednym z wariantéw obciazenia

zamieszczonego w (8.

Obliczenia wykonano przyjmujac 12 elementéw skoniczonych, dzielac

stupy i rygiel na elementy o réwnej dtugosci.

P=12688kN P,

|
P =7-2,688 kN 25
¢ w, 20
~<
8
p=A-1 kN/m 5
g =15
Q
o g
g\ E=206,8 GPa é 10
v=0,3 E
V4 = 5
0
e Ty Zzz 0 1 2 3 4
| 26,88m | u, [m]
a) geometria i dane materialowe b) przemieszczenie u, w wezle wi
g p y €
25 25
20 20
P s
5 5
315 315
2 2
[=] [=]
%10 10
i N
=] =}
: : N
5 5 /
0 0
-0,2 -0,16 -0,12 -0,08 -0,04 0 -9 -7 -5 -3 -1 1
u_[m] 9,107 [rad]
(c) ugiecie u. w wezle wo (d) obrét gz w wezle ws

Rys. 4.13. Przyklad 2. Rama portalowa

Na kolejnych ryunkach 4.13(b)-4.13(d) pokazano rzuty $ciezki stanu

réwnowagi na plaszczyzny (u., \) w wezle wa, i (uy, \) oraz (g, \) w wezle

wy. Otrzymane wyniki sa zgodne z wynikami zawartymi w [8].
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4.4. Element skonczony przejSciowy

Jednym z dwoch modeli numerycznych, ktére sformutowano w pracy,
jest zastosowanie dyskretyzacji elementami powlokowymi w tych cze$ciach
konstrukcji, gdzie spodziewamy sie istotnego wplywu lokalnych efektow
deformacji (jak wezly, miejsca przylozenia obciazen lub podpory), i ele-
mentami belkowymi w pozostalych czedciach, gdzie istotnym efektem jest
globalne zachowanie sie konstrukcji. Wydzielone w ten sposéb czesci kon-
strukcji zwiazemy réwnaniem wiezéw (2.16), wyrazajacymi zgodno$é prze-
mieszczen uogdlnionych dla dowolnego punktu, wspdélnego belki i powloki.

elementy
powlokowe

elementy
przejsciowe

element
przejsciowy

Rys. 4.14. Przejsciowy element skonczony

Korzystajac z réwnan (3.44) i (3.45) na przemieszczenie punktu prze-
kroju cienkosciennego, zaleznosé (2.16) w wezle powloki przyjmie postaé

) _ yP)

Ux TI
r= ug(,s) — u@(,b) =7y |- (4.31)
u,(zs) — u,(zb) Tz
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gdzie:
re = ug(s) _ ugg(b) _ _%(Ib) + i, ONE wi, M) 4
1
D) ((ylk - ysk) ) @gb)@éb) + (Zik - Zsk) ) @gb)‘pgb)) )
S b
Ty = Ug( - US( ) + (2i, — 2s,) - ‘P:gcb)"'
1 b)2 b)2 b), (b b)2 (4.32)
=5 (v (@27 4 02) — 2 - 0Pl g - o),
S b
Ty = Ug( )~ Ug( )~ (Y — Ysy) - @gcb)Jr
1
=5 (v e — 2 (6P 4 0lP2) 4 2, - P2).
Réwnanie przyrostowe wiezéw bedzie wynosito
Ar, Apr + Av,
Ar = | Ar, | = | Apy + Ay, (4.33)
Ar, Ap, + Av,
ze skladnikami w postaci
Apy = Au?® — A0 ¢
CYik o 0)  YSk ) Fie | b)  FSk <b>)
+(2¢y+2s@y o Pr el ) Avet
o ik () o ESk (D) W
— A, 06 A 0(b)
Apy = Au, Au, "+ (4.34)

+ (vie - 00 — s, - ) + 25, — 25, ) At

Z; Zj
+ (—f - s@i‘”) Ay + <yzk ) — Sk wéb)) A,

A,Oz — Aug(s) o AUO(b)+

z

+ (sz ’ @gcb) —ZS; @gcb) — Yiy, + ysk) AC)O"L"_‘_

Yi Yy
+ (—7k90z .(b) +Zik : 90?90)) A(,Dy + (—2— . (pz(/b)> A@za
ik
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Av, = _Yi ApPIAGP) 4 Zig, Asoéb)Ago(b)—l-
2 z 2 .

+ y% A AplP) — Z% - Ap AplP),
Avy = T (AplP)2 + T (Ap)? + 22 ApPAGP +
ye (4.35)
- 7]6 : (Agpxb))za
Av, = T ApP AP + T (Ap)? + T - (A4
- % (A2,

Element przejsciowy taczy wezel belki cienkoSciennej z weztem elementu
powlokowego. Oznacza to, ze element przejSciowy ma dwa wezty i odpo-
wiednio sze$é stopni swobody w wezle powlokowym i siedem stopni swo-

body w wezle belkowym

Aq®) = {Aq(s) Aq(b)}
Aq(t) _ {Aug(s) Aug(s) AUB(S) Ago(s) A%(JS) A@gs)

T

(b o(b o(b b b b b
Aul®) Auy() AP Apb) A(pé) AP Ag()}.

x x z

(4.36)
Macierz sztywnosci przyrostowa k(Lt) (2.20) bedzie réwna
T
k) =k (BY) BY, (4.37)

natomiast wektor sit wewnetrznych £(*) (2.21) moze by¢ zapisany w formie
£0 = . BWr. (4.38)

Macierz sztywnosci geometryczna k((,t ) (2.22) bedzie dana wzorem

k® = k.BW, (4.39)

o o

Macierze B(Lt) i BYY okreglone sa wzorami (4.40) i (4.41).
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5. Przestrzenny element wezlowy

5.1. Macierz sztywno$ci dla przestrzennego elementu
weztowego

Przyjmijmy, ze ze struktury ramy wydzielony zostal wezel przestrzen-
ny, laczacy sie z pretami na $ciankach k£ = 1,2... K (patrz rys. 1.2(c)).
Wezet ten dyskretyzujemy skoniczonymi elementami powtokowymi w taki
sposob, aby wezty elementéw powlokowych opisywaly rowniez geometrie
przekrojéw poprzecznych pretéow, taczacych sie z weztem ramy na kazdej ze
Scianek k. Prety ramy dyskretyzujemy belkowymi elementami cienko$cien-
nymi, rys. 5.1. Opisane dalej postepowanie jest uogélnieniem na przypadek
analizy geometrycznie nieliniowej metody opisanej w [15].

Pole przemieszczen dla niesymetrycznego otwartego przekroju cienko-
Sciennego w lokalnym uktadzie wspotrzednych preta wyznaczaja zalezno-
Sci (3.43-3.45). Wykorzystujac je w réwnaniach wiezéw (1.1) i utozsa-
miajac wartosci przemieszcezenia ze wspotrzednymi wektoréw przyrostow
przemieszczen elementéw skonczonych powlokowego (4.1) i cienkoscienne-
go (4.16) we wspdlnym przekroju poprzecznym k (ktéry w dalszym ciagu
bedziemy nazywaé §cianka) otrzymamy réwnania w formie macierzowej,
ktore dla kazdego punktu ¢ bedg mialy postaé

o _ BOaq, 651)

i i

Aq
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wezel przestrzenny ramy
modelowany elementami

cienkos$cienne

Rys. 5.1. Przestrzenny element wezlowy

gdzie Aq,(gb) jest wektorem przyrostow lokalnych stopni swobody belkowego

elementu cienkos$ciennego

A = {A® AT A0

0 AP Aapéb) AP Aﬁ(b)}k,

z
(5.2)
a qgi) jest wektorem przyrostéw lokalnych translacyjnych stopni swobody
powlokowego elementu cienkosciennego

Aqgi) :{Aug(s) Aug(s) Aug(s)}ik, (5.3)

natomiast (x,y,z) jest lokalnym ukladem wspélrzednych dla elementu
cienkosciennego. Macierz Bgc) definiuje prawo transformacji pomiedzy trans-
lacyjnymi stopniami swobody elementéw powlokowych i stopniami swobo-
dy belkowego elementu cienkosciennego

. 100 Bi(;J?)14 Bi??)w Bi??)lﬁ Bi(i)N
B'g‘l]c) =10 10 Bi(J)24 Bij)25 BiJ)QG UM (5:4)
001 B9, BO_ BU 0

w34 Piyss Dig 36
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w ktorej

j Yi Ys Zi z8
B\, = (‘7’“ + 7’“) )~ (f + 7’“) o,

Bi(i)15 = %, T (‘ﬁ + yﬁ) o,

2 2
Bi(i)lﬁ = Vi, + (—% + %) o,
Bi(i)17 = Wiy,
Bi(i)24 = 2, — 25, + Wi, — ys,) - o, (5.5)
Bi(i)25 = —% : <P,(zb),

. o
Bi(i)% = Yiy - @gb) - % : %Sb),
Bz'(i)34 = —Yi, +Ys, + (25, — 25,) - wéb),

j Y

2 z
j Yi b
Bi(i):zﬁ = _7k ' %S g

Nalezy zwro6cié uwage, ze macierz B(Lt) ze wzoru (4.40) po usunieciu sklad-

nikéw korespondujacych ze stopniami swobody elementu powtokowego i zmia-
@

ik :

Pierwszym krokiem w sformulowaniu macierzy sztywnosci przestrzen-

nie znaku, jest taka sama jak B

nego elementu wezlowego i wektora sil jest kondensacja statyczna [65] pel-
nej macierzy sztywnosci wezla do postaci ze stopniami swobody zredukowa-
nymi tylko do translacyjnych stopni swobody na $ciankach &, we wspdélnych

weztach powtoki i belek cienkosciennych iy, i, = 1,2, ... I. Wektor stop-
(

ni swobody Aqii) transformujemy do globalnego uktadu wspdtrzednych
(X,Y, Z) wedlug wzoru

QY = (119" aqt. (5:6)

i ik

gdzie AQE»? jest wektorem globalnych translacyjnych stopni swobody w wez-
(s)

le i, na Sciance k oraz T,;’ jest macierza transformacji. Wykorzystu-
k
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jac (5.6) w (5.1) otrzymamy
AQY = (1Y) BY Aqp. (5.7)

Wektor lokalnych stopni swobody Aqéb) mozemy z kolei wyrazi¢ poprzez

wektor globalnych stopni swobody AQ,(Cb) zgodnie ze wzorem
Agy” =T AQy, (5.8)

gdzie Tg)) jest macierza transformacji cienkosciennych stopni swobody [102].
W koncu podstawiajac (5.7) do (5.8) otrzymamy wzér wiazacy globalne
translacyjne stopnie swobody w wezle i z globalnymi cienko$ciennymi

stopniami swobody na $ciance k w postaci
S )\ T j b b
AQY = (T¢)) BYT AQY, (5.9)
ktory mozemy zapisa¢ w formie
AQ[ = APAQ;Y, (5.10)

(@

("

AY = (ng))T B

1k

gdzie macierz transformacji A’ wynosi

j b
D), (5.11)
Wektor globalnych translacyjnych stopni swobody AQ® dla wszystkich
weztow i = 1,2,..., I na $ciance k wiaze z cienkodciennymi stopniami
swobody AQ®) wzér
S j b
AQY = AV AQY, (5.12)

z macierza transformacji w formie
()
Al
J
A

A = (5.13)

AY
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Definiujac nastepnie wektor AQ(®) globalnych cienkosciennych stopni swo-
body dla calego przestrzennego elementu wezlowego z K $ciankami w po-
staci

M ={aq{” aqQ” ... aQR}, (5.14)

oraz wektor globalnych translacyjnych stopni swobody dla tego samego
przestrzennego elementu weztowego

Q¥ ={AQ¥ AQ¥ ... aAqQV}, (5.15)

otrzymamy wzor

AQ® = ADAQM, (5.16)

z macierzg transformacji AW w formie

AY 0 o 0 |
o AY o 0
A= o o A 0 (5.17)
: 0

5.2. Procedura budowy réwnan MES

Réwnanie réwnowagi MES dla przestrzennego elementu weztowego po
kondensacji statycznej, z translacyjnymi stopniami swobody ma forme

KYAQH = PO — F6), (5.18)

gdzie Kg,f) jest globalna macierzg sztywnosci stycznej, P® jest wektorem
obciazenia, a F® jest wektorem sil wewnetrznych. Korzystal]z@c z trans-

(b)

formacji (5.17), zdefiniujemy macierz sztywnosci stycznej KT , wektor ob-



90 5. Przestrzenny element wezlowy

ciazenia 15(b)’ wektor sit wewnetrznych F® oraz wektor stopni swobody
AQ® wedlug zaleznosci

Kg“o) = (A(j)) K&AOD
po) — (A@)TP(S)’
F®) — (A(j))TF@)’ (5.19)

Wykorzystujac (5.19) w (5.18) otrzymamy koncowa postaé¢ réwnan réwno-
wagi MES, wyrazong poprzez cienkoScienne stopnie swobody

K AQ®M = ) _ ), (5.20)

Dla otrzymania globalnego uktadu réwnan réwnowagi MES nalezy za-
stosowaé standardowa procedure agregacji elementéw skonczonych w jeden
dyskretny system.

Powyzsze sformutowanie problemu pozwala na modelowanie dowolnej
czedci konstrukcji ramy przestrzennej, a nie tylko jej weztdéw. Otwiera
to mozliwo$é¢ budowy dowolnie zlokalizowanych przestrzennych elementow
weztowych, w tym réwniez podporowych. Zaleznoéé (5.19) pozwala na ob-
liczenie ekwiwalentnego wektora obciazenia zgodnego z sitami przekrojo-
wymi elementu cienko$ciennego.



6. Metody numeryczne rozwigzania

6.1. Metoda Newtona—Raphsona

Nieliniowy uklad przyrostowych réwnan réwnowagi MES (2.32) roz-
wiazywano iteracyjnie metoda Newtona-Raphsona. Jak wiadomo jest to
metoda zbiezna z kwadratem o malym jednakze promieniu zbieznosci, co
wymaga przyjmowania stosunkowo maltych wielkosci przyrostéw parame-
tréw sterujacych procesem obliczen. Takimi parametrami obliczen moga
by¢ przyrosty obciazenia zewnetrznego lub przyrost przemieszczenia (gru-
py przemieszczen). W pierwszym przypadku méwimy o sterowaniu obcigZe-
niowym, w drugim natomiast o sterowaniu przemieszczeniowym procesem
obliczen. W obu przypadkach stosownym musi by¢ zatozenie, ze w intere-
sujacej nas czesci obliczanej $ciezki stanéw rownowagi parametr sterowania
jest wielkoscia monotonicznie rosnaca. Tak nie bedzie jesli na Sciezce réw-
nowagi wystapi punkt graniczny (zawodzi sterowanie obciazeniem), lub
jesli wystapi punkt krytyczny przeciwzwrotny (zawodzi sterowanie prze-
mieszczeniem). W takim przypadku koniecznym jest uogélnienie metody
postepowania wprowadzajac jako niezalezny parametr tzw. parametr tuku,
bedacy pewna miara dlugoéci wektora stycznego do $ciezki réwnowagi.
Wymaga to uzupetnienia kompletu réwnan MES o tzw. réwnanie wiezoéw
Riksa—Wempnera. W [98] opisano blizej te metode oraz inne metody ite-
racyjne rozwiazania.

W programie AmFEM zaimplementowano metode rozwiazania dla ste-
rowania przyrostem parametru obciazenia lub przyrostem wybranego prze-

mieszczenia.
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Uktad réwnan iteracyjnych metody Newtona-Raphsona dla przypadku
obciazenia proporcjonalnego mozna formalnie napisa¢ w postaci

K:(lf%i—l)é‘Q(n,i) _ )\(n)F(n) o F(n,i—1)7

6.1
Q(n,l) — Q(n,i—l) + 5Q(n,l)’ ( )

gdzie:
F(n) — wektor charakteryzujacy rozklad obciazenia,
A — parametr obcigzenia, A = A=) AN
Q™) — wektor przemieszczen w i-tej iteracji n-tego kroku przyrosto-
wego,
6Q() — korekta wektora przemieszczen w i-tej iteracji (nie jest to wa-
riacja).

Catkowity przyrost wektora przemieszczen w n-tym kroku przyrostowym

Wynosi
i
AQ) =3 5Qmk). (6.2)
k=1
A AQ 2
AQ (n,//i
e /’/b‘.-/
)v(nrl
AQ W
6Q n,1) §Q (n,2)

Q (n-1) Q (n1) Q (n2) Q (n) Q

Rys. 6.1. Metoda Newtona-Raphsona

Rys. 6.1 przedstawia jednowymiarowa interpretacje graficzna iteracji
Newtona—Raphsona.

Zbieznosdé iteracji kontrolowano obliczajac normy Fuklidesa dla wzgled-
nego przyrostu wektora stopni swobody i wektora sit residualnych.
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6.2. Punkty krytyczne stanu ré6wnowagi

W mechanice ciala statego, zadania o statecznodci réwnowagi sa roz-
wiazywane przez badanie ruchu uktadu sprezystego w otoczeniu rozwa-
zanego polozenia réwnowagi stosujac kryterium dynamiczne. Jesli uktad
jest zachowawczy mozna nie rozpatrywaé jego drgan i wéwczas réwnowaz-
nym kryterium jest prostsze kryterium energetyczne Lagrange’a—Dirichleta
stwierdzajace, ze w stanie rownowagi statecznej energia potencjalna uktadu
osigga minimum.

W metodzie elementéw skonczonych kryterium to oznacza, ze w sta-
nie krytycznym (granicznym lub bifurkacji) wyznacznik macierzy stycznej
konstrukeji K7 jest rowny zero

det (K7) = 0, (6.3)

co jednakze jest tylko warunkiem koniecznym osiagniecia stanu krytyczne-
go [98].

7Z kolei, dla uktadéw zachowawczych, kryterium energetyczne jest réw-
nowazne kryterium statycznemu, w ktérym rozpatruje sie stany réwnowagi
bliskie stanowi krytycznemu réwnowagi.

Odstapienie od zalozenia sprezystosci ukladu (wynikajace na przyktad,
z przyjecia materiatu sprezysto-plastycznego) znacznie komplikuje rozwia-
zanie zadania statecznosci konstrukcji poniewaz mamy wéwczas do czy-
nienia z uktadem niezachowawczym. Mozliwym jest jednakze dalsze stoso-
wanie kryterium statycznego, w ktérym rozpatruje sie bliskie sobie stany
réwnowagi z dodatkowymi warunkami [37].

Rozréznienie punktu krytycznego wymaga badania dodatkowych wa-
runkéw [18]. Punkt krytyczny jest punktem granicznym jesli dodatkowo
spelniona jest zaleznosé

vIP +£0, (6.4)

gdzie v jest wektorem formy utraty statecznosci konstrukeji. Jesli zas spet-
niony jest warunek ortogonalnosci

vIiP =0, (6.5)
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wéwcezas punk krytyczny jest punktem bifurkacji.

W wielu przypadkach, kiedy nie ma konieczno$ci obliczania doktadne;j
wartosci obciazenia krytycznego ograniczamy sie tylko do Sledzenia zmiany
znaku wyznacznika macierzy stycznej.

Wyznacznik macierzy A o rozmiarze (nxn) mozna obliczy¢ korzystajac

z twierdzenia Cauchy’ego

n n
det (LU) = det (L) det (U) = H lii . H Ugs (6.6)
i=1 i=1
gdzie wykorzystano rozklad trojkatny macierzy A = LU [32].
Znak wyznacznika macierzy A mozna wowczas obliczy¢ z zaleznodci

n n

sgn (det (A)) = [ sen (L) - T sen (ui) - (6.7)

i=1 i=1

Takie podejscie zastosowano w programie AmFEM.

6.3. Algebraiczny problem wlasny

W programie AmFEM rozwiazywany jest niestandardowy problem wla-
sny
Av = \Bv. (6.8)

Jesli A jest macierza symetryczna i dodatnio okreslona to wéwczas (6.8)
sprowadzimy do postaci standardowej obliczajac A = LLT (rozklad Cho-

leskiego)
LLTv = \Bv, (6.9)
Oznaczajac
L'v =w, (6.10)
mamy
v=L"Tw, (6.11)
co pozwala napisaé
1
—~w=L"'BL Tw. (6.12)



6.4. Kondensacja statyczna 95

W koncu po wprowadzeniu oznaczen

H=L"'BL T,
1 (6.13)
H = Xa

otrzymamy standardowy problem wtasny w formie
Hw = pw. (6.14)

Macierz B zostala przeksztalcona przez podobienstwo.

Problem wlasny (6.14) rozwiazywano metodg potegowq [24], zaimple-
mentowana w programie, lub wykorzystujac funkcje systemu MATLAB.
W obu przypadkach mozna obliczy¢ zdefiniowana przez uzytkownika liczbe
wartosci i wektoréw wtasnych.

Wektory wlasne dla problemu (6.8) obliczymy ze wzoru (6.11).

6.4. Kondensacja statyczna

Budowa przestrzennego elementu wezlowego wymaga redukcji stopni
swobody elementéw skonczonych dyskretyzujacych wezet tylko do transla-
cyjnych stopni swobody, zlokalizowanych na kazdej ze Scianek wezta, tacza-
cych wezel z pretami ramy. Redukcja taka wymaga wykonania kondensacji
statycznej.

Po podzieleniu powlokowych stopni swobody na dwie grupy: zwiaza-
nych z translacyjnymi stopniami swobody na $ciankach AQ., i reszte
stopni swobody AQ.,

AQ = {AQu, AQuu}, (6.15)
oraz analogicznie wektora sit wewnetrznych i wektora obciazenia

P = {PW Puu}a

6.16
F = {Fw Fuu}a ( )
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mozemy zapisa¢ réwnanie rownowagi MES w nastepujacy sposob

Kropo Krpu AQW _ Py, _ Fo, (6.17)
KTwp KTuu AQuu Puu Fuu ‘ .

Otrzymamy w ten sposob uktad dwdch réwnan

{ K710AQuy + K1 puAQuu = Pyyp — Fuy (6.18)

KTucpAngp + KTuuAQuu =Puy — Fuu ’

gdzie K7, K7 ous Krup 1 K7y 83 podmacierzami macierzy sztywnosci
stycznej, przepisanymi w odpowiedniej kolejnosci, korespondujacej z kolej-
noscig stopni swobody wektorow AQ,, i AQyy-
Po wyliczeniu Q. z zaleznosci (6.18); i podstawieniu do (6.18) otrzy-
mamy réwnanie rownowagi w postaci
1 o -1
(KTuu - (KTLpr) KT Lpu) AQuu - (Puu - KTucp (KT cpcp) PLpr) +
- (Fuu —Krup (KTcpcp)_l Fw) :
(6.19)

Oznaczajac

Kgf) =Kruu — (KTLpr)—l KTLpUa
P(S) =Puu — KTwp (KTLpr)_l Pcpcpa (620)
F(S) =Fuu — KTwp (KTLpr)—l F(p(pa

i dodatkowo AQ® = AQyu, otrzymamy réwnanie réwnowagi
KYAQ® = PO — FO), (6.21)

zapisane w formie wymaganej do obliczenia macierzy sztywnosci prze-
strzennego elementu weztowego.



7. Programy komputerowe

7.1. Program AmFEM do analizy konstrukcji
cienkosciennych

Model numeryczny opisany w rozdziatach 2-6. zostal zaimplementowa-
ny do programu AmFEM. Opis programu wraz z opisem plikéw wejsciowych
i sposobu obshugi przedstawiony jest w dodatku A.

7.2. Programy do wyznaczania charakterystyk
geometrycznych przekroju cienko$ciennego otwartego

W nastepnych dwoéch punktach zostana podane podstawy teoretyczne
opracowania dwoch dodatkowych, pomocniczych, programéw komputero-
wych stuzacych do wyznaczania charakterystyk geometrycznych przekroju
cienkosciennego otwartego, ktére sa dalej szczegdtowo opisane w dodatkach
BiC.

Program SecPropGRAPH, zostal opracowany jako pierwszy. Korzysta-
jac z podstawowych definicji znanych z teorii graféw, przekrédj poprzeczny
zostal opisany za pomoca dendrytu, a szukane wartodci charakterystyk
geometrycznych sa liczone dla gatezi dendrytu i nastepnie sumowane.

Podczas obliczania macierzy sztywnosci stycznej dla cienko$ciennego

elementu belkowego zaistniala konieczno$é obliczania charakterystyk wyz-
Ow(y, z)
Ay

szego rzedu, ktore sa zalezne od pochodnych funkcji spaczenia
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1 W; np. (C.22) i (C.23). Takie charakterystyki nie sa mozliwe do ob-
z

liczenia stosujac podejscie zastosowane w programie SecPropGRAPH (opi-
sane w punkcie 7.2.1). Nalezy wiec okresli¢ funkcje spaczenia wraz z jej
pochodnymi. Mozna to zrobi¢ rozwiazujac zagadnienie Neumanna. Roz-
wiazanie tego problemu w implementacji MES zostato zrealizowane w pro-
gramie SecPropFEM.

7.2.1. Program SecPropGRAPH

Przekroj poprzeczny preta cienkosciennego sktada sie z potaczonych
ze soba cienkich (w poréwnaniu z ich dlugoscia) Scianek. Jednoznaczne
,poruszanie si¢” po takim, czasem dos¢ ztozonym przekroju poprzecznym
jest proste jedli opiszemy go grafem-dendrytem z galeziami, ktére maja
przypisana do siebie grubosé [63].

Jak wiadomo dendryt jest to spdjny graf planarny (czyli drzewo), skie-
rowany, z wyréznionym wierzchotkiem (wezlem), zwanym korzeniem. Ko-
rzen jest poczatkiem drogi skierowanej do kazdego wezta grafu. Na rys. 7.1
pokazano przyklad grafu o N = 5 wierzchotkach i M = 4 galeziach (kra-

wedziach).
¥
o
@ ®
@ @ ®
Rys. 7.1. Graf

Znajomos¢ dendrytu przekroju poprzecznego i jego orientacji pozwoli
nam na wyznaczenie charakterystyk geometrycznych. Zadanie odnalezienie
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dendrytu, czasem zwane problemem komiwojazera (jesli w grafie wystepuja
cykle) sprowadza sie do przeszukiwania grafu [51, 52, 100]. Poniewaz nie
rozwazamy przekrojow zamknietych lub mieszanych, zatem nie musimy
szukaé¢ cykli w dendrycie. W takim przypadku zadanie jest stosunkowo
tatwe do wykonania.

Po arbitralnym wybraniu korzenia dendrytu (w programie SecProp-
GRAPH jest to pierwszy wierzcholek), nalezy ,,przej$¢” przez kolejne krawe-
dzie grafu, oznaczajac kazda kolejna krawedz jako odwiedzong i przypisaé
jej zwrot zgodny z kierunkiem poruszania sie. W przypadku rozgatezie-
nia wierzchotkéw wybieramy dowolna nieoznaczona krawedz wspélng dla
wierzchotka. W przypadku dojscia do konca drogi, nalezy cofnaé sie do
najblizszego wierzchotka wspolnego dla trzech lub wiecej krawedzi, wybraé
kolejna nieoznaczona krawedz i kontynuowaé szukanie drogi. Procedure ta-
ka powtarza sie az do wyczerpania wszystkich nieoznaczonych krawedzi.

Takie postepowanie jest przedstawione w postaci schematu blokowego
na rys. 7.2.

Dla latwosci zapisu, linie¢ $rodkowa przekroju cienkosciennego (czyli
dendryt) opiszemy korzystajac ze wspolrzednych parametrycznych

{ Yy = y(S) ’ (71)

z = z(s)

ponadto wprowadzimy lokalny uktad wspélrzednych (z, s,n), jak narys. 7.3,
taki ze, wspolrzedna s bedzie styczna do linii érodkowej. W dowolnym
punkcie plaszczyzny przekroju poprzecznego przyjmiemy punkt B, zwany
biegunem, wtedy wspdirzedna wycinkowa bedzie wynosita

S

wp(s) = /Q(s)en(s) ds, (7.2)

0

gdzie

o= [0 )]

ds ds (73)
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N={Q}
i=0

r=-1

V - zbior krawedzi

m - liczba krawedzi

N - pusty zbior wierzchotkow
M - pusty zbior krawedzi

0 - korzen

r - krawedz powrotna

i - iterator
M - dendryt

NIE

V[i]->BegeN

i=i+1
A
(V[1i]->BegeN A
V[i]->EndeN)v
(V[1i]->BeggN A
V[i]->EndgN)
C V[i]->BeggN A

N=NULV [i1]->Beg

N=NUV [i]->End ; ;
V[i]->Beg<=>V[i]->End

\_.9._1

M=NUV{i}

TAK

VI[i] - i-ta galaz w grafie
V [1]->Beg - poczatkowy wierzchotek i-tej gatezi
V[1i]->End - koncowy wierzchotek i-tej gatezi

i=r-1

Rys. 7.2. Schemat blokowy algo

r=-1

rytmu szukania dendrytu

jest wersorem lokalnego uktadu wspélrzednych, a o(s) jest wektorem wo-

dzacym pomiedzy biegunem B a marszr

Nalezy zwr6cié uwage, ze wartosé |

utg dendrytu.

dw| jest podwojonym polem po-

wierzchni zawartej pomiedzy przyrostem drogi ds i promieniami wodza-

cymi o(s) i o(s + ds).
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Rys. 7.3. Lokalny uklad wspotrzednych

Biorac pod uwage powyzsze uwagi i fakt, ze dendryt stanowig prosto-
liniowe krawedzie pomiedzy wierzchotkami opisujacymi charakterystyczne
punkty przekroju cienkosciennego o statej grubosci ¢, mozemy w prosty
sposob okredli¢ wartosé wspotrzednej wycinkowej w wierzchotkach dendry-
tu. Stosujac nastepnie interpolacje wspoétrzednych y, z i w w postaci

y(s) = N(s)y,
z(s) = N(s)z, (7.4)
w(s) = N(s)w,
gdzie

N=[1- 7 7],

y= {yi yj}7 (7.5)
z={z 2z},

w={w wj},

w ktérych wspoétrzedne z indeksem 4 odnosza sie do poczatkowego wierz-
chotka krawedzi, wspolrzedne z indeksem j odnosza si¢ do koncowego
wierzchotka krawedzi a [ jest dtugoscia krawedzi, mozemy policzy¢ war-
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tosci charakterystyk przekroju (B.1-B.15). Na przyktad moment bezwlad-
nosci (B.5) bedzie mozna obliczyé¢ wedlug wzoru

1 M
d i=1

gdzie d okresla dendryt, a M liczbe krawedzi w dendrycie.

7.2.2. Program SecPropFEM

Zagadnienie Neumanna ma postaé

Pw(y, 2) N P*w(y, z)

2 —
\Y W(y,Z) = 8y2 922

—0, (7.7)

z naturalnym warunkiem brzegowym na konturze przekroju poprzecznego

o wersorze e, = {e,, €.} normalnej zewnetrznej n

(%‘2’2) - z) en, + (% + y) en. =0, (7.8)

oraz z podstawowym warunkiem brzegowym

w(ys, zs) = 0. (7.9)

w §rodku zginania S o wspdlrzednych (yg, zg), jak na rys. 7.4.

Wazone réwnanie catkowe dla problemu (7.7) ma postaé

Pw  Pw

gdzie v jest funkcja testows.

Wykorzystanie catkowania przez czesci prowadzi do réwnania

Jw v  Ow Ov ow ow
=2 22 40— — ey +— ey I'=0, (7.11
!(634 8y+62 8z>d F/(By ey+8z ez)vd 0, (111
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I

R

Vs Y

Rys. 7.4. Przekroj poprzeczny profilu cienkosciennego

ktore po uwzglednieniu warunku brzegowego (7.8) mozna zapisaé w for-
mie [30, 90]

Ow Ov Ow Ov
/(a_ya_f%@) dQ—!(z-eny—y-enz)vdF—O. (7.12)

Powyzsze rownanie zostalo rozwiazane metoda elementéow skonczonych.
Wykorzystano ptaski, izoparametryczny element skonczony o czterech we-
ztach i jednym stopniu swobody w wezle. Wektor stopni swobody bedzie
réwny

w={w ws w3z w4} (7.13)
Macierz funkcji ksztaltu

N=[N, N N3 Ny, (7.14)

stanowia biliniowe funkcje Lagrange’a, ktore w uktadzie wspolrzednych
znormalizowanych (£,7) maja postaé

Ni(6m) = (16 (1L=n),
Ny (€)= 3 (146 (L=,

h (7.15)
N3 (&m) =7 (A1+8) - (1+m),
Nifen) = 3(1-€) (L+n).
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Aproksymacja szukanej funkcji w i funkcji testowej v jest w postaci

w = Nuw,
(7.16)
v = Nd.
Element jest izoparametryczny, co oznacza, ze
= Ny,
ey (7.17)
z = Nz,

gdzie:
x, y — wektory wspétrzednych weztéw elementu.
Wykorzystujac (7.16) i (7.17) w (7.12) otrzymamy réwnanie dla ele-

ON\T ON ON\T ON
T —_— —_—
d{!((ay) N (! az)m

—/(Nz~eny —Ny~enz)NTdF} =
r

mentu

(7.18)

ktore pozwala zdefiniowa¢ macierz sztywnosci k réwna

- () () N

oraz wektor obciazenia p wynoszacy

p= / (Nz-e,, — Ny-e, )NTdI, (7.20)
r
W ten spos6b otrzymamy réwnanie (7.18) w formie

kw = p. (7.21)

Agregujac elementy skonczone w jeden uklad dyskretny dostaniemy
uktad réwnan MES w postaci

Kw=P. (7.22)

Wszystkie macierze i wektory obliczano numerycznie z wykorzystaniem
trzypunktowej kwadratury Gaussa (3x3) dla powierzchni elementu.



8. Przyklady

8.1. Uwagi wstepne

Podstawowym celem przyktadéw opisanych w tym rozdziale jest po-
twierdzenie efektywnosci opracowanych algorytméw i programéw kompu-
terowych dla dwoch modeli numerycznych, a mianowicie modelu wyko-
rzystujacego koncepcje przestrzennego elementu weztowego oraz modelu
z elementami przejSciowymi. Obydwa modele numeryczne sg sformutowa-
niami oryginalnymi w zakresie ich uogélnienia na problemy geometrycznie
nieliniowe i procedure budowy macierzy sztywnosci i wektora sit wewnetrz-
nych dla cienkosciennych elementéw skonczonych. W kazdym z tych modeli
korzystano z danych literaturowych w zakresie formutowania podstawo-
wych réwnan dla powloki i preta cienkos$ciennego, co okresla dokladnosé
uzytej teorii mechaniki. Dlatego, posiadajac odpowiednie oprogramowanie,
rozwiazania dla modeli 1D /3D poréwnywano przede wszystkim z wlasny-
mi rozwigzaniami 3D, a w niektérych tylko przypadkach z rozwiazaniami
znanymi z literatury badZz z wynikami uzyskanymi za pomoca systemu
obliczeniowego ABAQUS.

W dalszej czeéci rozdzialu zamieszczono wybrane przyktady liniowej
analizy statycznej oraz analizy wyboczenia i statecznosci konstrukcji.

W przyktadach zwracano szczegdlng uwage na:

1. Poprawno$¢ rozwigzania dwoma modelami 1D/3D.

Efektywnos¢ rozwiazania w poréwnaniu z rozwiazaniem w pelni 3D.

3. Zilustrowanie réznych mozliwosci stosowania przestrzennego elemen-

tu wezlowego, w tym modelowania ztozonych czesci konstrukecji we-
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zléw ram, warunkéw brzegowych i sposobu przyktadania sit skupionych

w przekrojach poprzecznych pretéw.

4. Oszacowanie optymalnych rozmiaréw przestrzennych wezléw (czyli za-
kresu lokalnych dyskretyzacji 3D).
5. Przejrzysta prezentacje graficzna wynikéw.

Poszczegdlne przyktady opisane sa w jednolitej formie co powinno uta-
twié¢ ich $ledzenie. Po krétkim sformutowaniu tematu przykladu sa za-
mieszczone dane geometryczne, materialowe i dane o obcigzeniach. Nastep-
nie jest podana informacja o sposobie dyskretyzacji MES i dane zwiazane
z metoda rozwigzania (dla zagadnien nieliniowych). W konicu prezentowa-
ne sa wyniki, w formie graficznej lub/i tabelarycznej, wraz z odpowiednim
komentarzem.

8.2. Statyka

8.2.1. Przyklad 3. Rama trdjpretowa

W przyktadzie sprawdzono efektywnosé modelu 1D /3D dla dosé zlozo-
nego przypadku konstrukcji wezta ramy taczacego trzy prety. Analizowana
rame o przekrojach dwuteowych z wyréznionym przestrzennym elementem
weztowym pokazano na rys. 8.1(a).

Obliczenia zweryfikowano z obliczeniami wykorzystujacymi model 3D.
Rame obliczono dyskretyzujac ja w przypadku modelu 3D 4192 elementa-
mi powlokowymi, natomiast w przypadku modelu 1D /3D uzytych zostato
370 elementéw powtokowych i 128 belkowych elementéw cienkosciennych.
Model 3D mial N = 79206 stopni swobody, natomiast model 1D/3D mial
N = 8121 stopni swobody przed kondensacja statyczng i Ny = 987 po kon-
densacji statycznej. Na rys. 8.1(b) pokazany jest spos6b budowy elementu
przestrzennego i jego dyskretyzacja oraz deformacja. Wezel ramy jest tak
skonstruowany, zeby érodki zginania poszczegdlnych pretéw schodzity sie
w jednym punkcie.

Przy budowie przestrzennego elementu weztowego waznym problemem
jest odpowiedni dobér wymiaréw wezta (parametr a na rys. 8.1(a)). Jest
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przestrzenny element

E=205 GPa
v=0,3

(b) przestrzenny

(a) geometria i dane materiatowe

element wezlowy

Rys. 8.1. Przyktad 3. Rama tréjpretowa
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3 S .
/ S model 1D/3D
J model 3D
2 —
/
/
J
y
= Vi
"{3 1
=
0
1 /
obszar przestrzennego
2 elementy podporowego
A D
0 1 2 3 4 5

z [m] (0§ preta)

Rys. 8.4. Przyklad 3. Wykres kata skrecenia stupa

to odleglo$¢ pomiedzy geometrycznym $rodkiem wezla ramy a poczatkiem
belkowego elementu cienkosciennego. Zbyt maly wymiar a powoduje zwigk-
szenie sztywnosci elementu przestrzennego. Zatem odpowiedni dobér wiel-
kosci elementu przestrzennego ma decydujace znaczenie dla jakosci modelu
1D/3D. Dla oszacowania wlasciwego wymiaru wykonano obliczenia testowe
dla réznych wielkosci parametru a, wigzac go z wysokoscia przekroju po-
przecznego profilu dwuteowego pretéw ramy, oznaczong jako h i wynoszaca
300 mm.

Na rys. 8.2-8.4 pokazano wykresy kata skrecania ¢, dla obu rygli i stupa
przy przyjeciu modelu 3D' oraz modelu 1D/3D i a = 1, 5h. Ta wielko$¢ pa-
rametru a przyjeto za optymalna, podobnie jak zaproponowano to w [57].
Obliczenia zostaly przeprowadzone dla danych: a = 1h; 1,25h; 1,5h; 1, 75h;
2h.

! W przypadku modelu 3D byty to wartosci odpowiedniego stopnia swobody ele-
mentu skoniczonego w weztach na osi cigzkosci przekrojéw poprzecznych pretdw.
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8.2.2. Przyktad 4. Rama dwupretowa

Model skonczenie elementowy ramy o pretach cienkosciennych powinien
zapewnié ciaglo$é transmisji spaczenia. W [4] dla opisu spaczenia prze-
kroju poprzecznego dwuteowego lub ceowego, czyli przekrojéow ztozonych
z trzech $cianek, wprowadzono definicje powierzchni spaczenia, utworzonej
z punktéw brzegowych $écianek po deformacji i kata obrotu powierzchni
spaczenia. Definicje powierzchni spaczenia wykorzystano do wykazania, ze
w wezle utworzonym z dwoch lub wiecej pretéw dwuteowych lub ceowych
o dowolnych katach pomiedzy osiami tych pretéow zawsze jest kompletna
transmisja spaczenia pod warunkiem, ze konstrukcja wezta jest taka, ze nie
wystapi zginanie poprzeczne sSrodnikéw. Tylko w takim bowiem przypadku
przemieszczenia podluzne wspolnych punktéw przekrojow poprzecznych
taczacych sie pretow beda mialy te same wartosci bezwzgledne.

Rozwazono dwa przypadki potaczenia pretéw w wezle, a mianowicie
polaczenie zachowujace ciaglosé¢ srodnikéw i potaczenie zachowujace cia-
gloé¢ poélek (tzn. srodniki lub pdlki pretéw leza w jednej plaszczyznie).
Wykazano, ze w przypadku ciagtosci srodnikéw ma miejsce niekompletna
transmisja spaczenia, mozliwa jednakze do zredukowania poprzez odpo-
wiednie usztywnienie wezta za pomoca przepon.

Na rys. 8.5(a) pokazana jest analizowana rama dwupretowa z réznie
skonstruowanymi weztami rys. 8.5(b).

Rozwazono model 1D ramy zdyskretyzowanej tylko belkowymi elemen-
tami cienko$ciennymi (82 elementy, N = 574), i cztery modele 1D/3D
ramy: z wezlem 1 (72 elementy belkowe i 96 elementéw powlokowych,
N = 2492, N, = 518), z wezlem 2 (72 elementy belkowe i 104 elemen-
ty powlokowe, N = 2612, Ny = 518), z wezlem 3 (72 elementy belkowe
i 112 elementéw powlokowych, N = 2732, Ny = 518) i z wezlem 4 (72
elementy belkowe i 128 elementéw powlokowych, N = 2996, Ny = 518).
Modele 3D mialy odpowiednio: 800 elementéw (wezel 1, N = 15702), 916
elementéw (wezel 2, N = 17766), 816 elementéw (wezel 3, N = 15942),
936 elementéw (wezel 4, N = 18078). W tabeli 8.1 zestawiono obliczone
wartosci sit weztowych w elementach belkowych przylegajacych do $cianek
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Rys. 8.5. Przyktad 4. Rama dwupretowa
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(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.6. Przyklad 4. Deformacja ramy dwupretowej, wezel 1

(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.7. Przyklad 4. Deformacja ramy dwupretowej, wezel 2
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JEEEEREEEANER A INEBRNNERREY

(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.8. Przyklad 4. Deformacja ramy dwupretowej, wezel 3

(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.9. Przyklad 4. Deformacja ramy dwupretowej, wezel 4
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Tabela 8.1. Przyktad 4. Niezerowe sily przekrojowe w weztach

Model Sila Elemenet ¢; Element ey
uogoblniona | Wezel w; | Wezel wsy | Wezel ws | Wezel wy
1D F, [N] -63,5719 63,5719 | -63,5719 63,5719
M, [Nm] -413,4494 | 413,4494 74,3992 | -74,3992
M, [Nm] -106,1851 | 103,0065 |-384,8420 | 381,6634
B [Nm?] 47,5637 | -64,3252 | 164,9793 |-159,659
‘ Wezel 1
1D/3D | F, [N] -74,1764 74,1764 | -74,1764 74,1764
M, [Nm] -340,3747 | 340,3747 -8,0061 8,0061
M, [Nm] -29,3733 25,3733 | -306,995 303,2862
B [Nm?] -87,2625 75,2625 6,0179 -5,9748
‘ Wezel 2
1D/3D | F, [N] -75,4224 | -94,4123 | -75,4224 75,4224
M, [Nm] -404,3047 |-423,3997 46,3723 | -46,3723
M, [Nm] -84,0899 32,6612 |-370,3505 | 366,5794
B [Nm?] 30,3219 66,7098 | 107,183 |-103,7579
‘ Wezel 3
1D/3D | F, [N] 75,4224 94,4123 | -94,4123 94,4123
M, [Nm] 404,3047 | 423,3997 | -79,8671 79,8671
M, [Nm] 80,3188 | -37,3818 |-380,9137 | 376,1931
B [Nm?| -46,4935 | -84,1235 |-167,8494 | 162,3837
‘ Wezel 4
1D/3D | F, [N] -94,4209 94,4209 | -94,4209 94,4209
M, [Nm] -480,6491 | 480,6491 | -22,676 22,676
M, [Nm] -24,5343 19,8132 |-438,159 433,438
B [Nm?] 187,9029 |-209,3618 | -42,738 41,3134
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wezta przestrzennego. Na szczegdlna uwage zastuguja wartosci bimomen-
téw, oznaczonych przez B (w weztach 2 i 3, bezposrednio przy Sciankach
elementu przestrzennego) jako ilustracja transmisji spaczenia.

Wyniki obliczen potwierdzaja oczekiwane zblizanie sie do rozwiazania
dla modelu 1D rozwiazan dla modeli 1D/3D wraz ze zwigkszaniem sie
sztywnosci wezta. Roznica w znakach bimomentu jest efektem wystepuja-
cych postaci deformacji wezta, i potwierdzona jest réwniez w [57].

Na rys. 8.6(a)-8.9(b) pokazane sa odksztalcone modele mieszane i po-
wlokowe. Odksztalcenie wezta jest praktycznie takie same.

Jesli zostanie zapewniona rownosé spaczenia wszystkich przekrojow i be-
da one mialy jednakowe charakterystyki geometryczne, woéwczas taka kon-
strukcje wezta mozna dyskretyzowaé¢ za pomoca tylko belkowych elemen-
téw cienkosciennych (model 1D).

8.2.3. Przyklad 5. Rama dwupretowa

W kolejnym przyktadzie wykonano obliczenia statyczne dla ramy dwu-
pretowej pokazanej na rys. 8.10(a) z obréconym o 90° profilem dwuteowym
dla zapewnienia ciaglosci poétek rygla i stupa, co zapewnia opisana wyzej
réwnos$é spaczen. Na rys. 8.10(b) pokazano dyskretyzacje skonczenie ele-
mentowg przestrzennego elementu weztowego. W przypadku modelu 1D
rama zostala zdyskretyzowana 82 belkowymi elementami cienkosciennymi
(N = 581), w modelu 1D/3D wykorzystano 72 belkowe elementy cienko-
Scienne i 112 powlokowe element skonczone (N = 2804, Ny = 518). Model
3D byt dyskretyzowany 800 elementami powlokowymi i mial N = 15702
stopni swobody.

W tabeli 8.2 zestawiono wartodci sit przyweztowych w elementach przy-
legajacych do écianek przestrzennego elementu weztowego. Jak nalezalto sie
spodziewaé, wyniki obliczen wykorzystujacych model 1D sa zgodne z obli-
czeniami wykorzystujacymi dokladniejszy model 1D/3D.

Na rys. 8.11 pokazana jest deformacja ramy obliczona modelami mie-
szanym i powlokowym.
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przestrzenny

@ element wetowy
}V) belkowe elementy
E cienkoscienne Y
X
E=205 GPa
v=0,3
\ W
(a) geometria i dane materiatowe (b) konsrukcja

wezta

Rys. 8.10. Przyktad 5. Rama dwupretowa
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(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.11. Przyklad 5. Deformacja ramy dwupretowej

Tabela 8.2. Przyktad 5. Niezerowe sily przekrojowe w weztach

Model Sila Element e Element ey
uogollniona | Wezel w, | Wezel w, | Wezel w; | Wezel wy
1D F, [N] -63,7415 63,7415 | -63,7415 63,7415
M, [Nm] -419,2265 | 419,2265 | 79,2718 -79,2718
M, [Nm] 111,1426 |-107,9555 |390,5428 |-387,3558
B [Nm?] 52,8816 | -69,8677 | 170,607 -165,0783
1D/3D | F, [N] -64,4349 64,4349 | -64,4349 64,4349
M, [Nm] -424,3523 | 424,3523 | 81,1674 -81,1674
M, [Nm] 116,6066 |-113,3848 |392,1348 |-388,9131
B [Nm?] 46,4325 | -63,7332 |168,9599 |-163,4271
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Tabela 8.3. Wspotczynnik przekazu bimomentu ¢ dla réznie skonstruowanych we-
ztow

191,18%  [2025% [17,77% |

W [57] zdefiniowano wspétezynnik przekazu bimomentu ¢ okreslony za-
leznoscia

K K
¢ =217 100% = —22 L 100%. (8.1)

gdzie Ko, ., Ko;,4, Koysr 1 Koy, sa elementami macierzy sztywnosci
liniowej K przestrzennego elementu weztowego.

Warto$é¢ takiego ilorazu moze by¢ wskaznikiem transmisji spaczenia,
wyraza on wzgledny udzial w sztywnosci wezta pochodnej kata skrecenia
0 w wezle ws (stup) od jednostkowego wymuszenia tego kata w wezle wo
(rygiel). W przypadku, kiedy w wezle ramy dwuteowej zachowana jest cia-
glosé pétek (przyklad 5), wskaznik ¢ jest wielkoScia mala w poréwnaniu
z przypadkiem ulozenia dwuteownikéw z ciagloscia $rodnikéw (przyktad
4). Prawidlowo$¢ te potwierdzaja obliczenia ramy z ciagloécia srodnikow
i ze wzrastajacym usztywnieniem konstrukcyjnym wezta. Wzrostowi sztyw-
nosci wezta odpowiadalo zmniejszanie sie wartosci ¢ [57].

W tab. 8.3 zebrano wartosci wspotezynnika ¢ dla réznych konstrukeji
wezta.

8.2.4. Przyklad 6. Wspornik o przekroju ceowym

Mozliwosci modelowania rzeczywistych warunkéw brzegowych w pre-
tach cienkosciennych wedlug zaproponowanego w pracy modelu oblicze-
niowego 1D /3D sprawdzono na przyktadzie belki o przekroju ceowym. Na
rys. 8.12(a) pokazano rozwazana belke wraz z obciazeniem i warunkami
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belkowe elementy
cienkos$cienne

przestrzenny
element podporowy

71(2)=0
X

(b) model z przestrzennymi elementami podpo-
rowymi

Rys. 8.12. Przyklad 6. Wspornik o przekroju ceowym
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brzegowymi. Przyktad ten wybrano poniewaz posiada on rozwigzanie ana-
lityczne [63].

Niezerowe funkcje sil przekrojowych maja postac:

Fy(x) =1500[N], My(x) =45[Nm], M,(r)= —33,75[Nm],
B, (z) = —0,759 - sinh(1,47x) + 0,8437 - cosh(1,472) [Nm?], (8.2)
M, (x) = 1,1157 - sinh(1,472z)11,2402 - cosh(1,47x) [Nm].

W powyzszych wzorach By, (x) jest bimomentem, M, (z) jest momentem
gietno-skretnym od naprezen stycznych réwnomiernie roztozonych.

1,5
moment gigtno-skretny
1 rpzwiazanig analityczne
X’% bimoment
Sao X model 1D/3D =
_ 05 \g_ — 1 /
7 IS e IV S —— _
z Bﬂ*‘\*‘* bimoment
- rozwiazanie analityczne
2 o0
g
5 moment gigtno-skrefny K
° mod¢l 1D/3D
= o5 — K
1 X
obpzar przestrzennego obszar przestrzennego
elementu podporowego elementu podporowego
-1,5
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

x [m] (o8 preta)

Rys. 8.13. Przykltad 6. Wykres bimomentu i momentu gigtno-skretnego

Rozwiazanie skonczenie elementowe otrzymano przyjmujac dwa prze-
strzenne elementy podporowe o dtugosci a = 0,09 m. Przestrzenne elemen-
ty podporowe zdyskretyzowano 32 elementami powlokowymi, a czes¢ 1D za
pomoca 36 belkowych elementéw cienkosciennych (N = 985 i Ny = 259),
co pokazano na rys. 8.12(b). Na rys. 8.13 zestawiono wykresy bimomentu
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i momentu gietno-skretnego dla rozwiazania analitycznego i dla modelu
1D/3D. Moment gietno-skretny zostal obliczony z zaleznosci

PP ()

Mw(l‘) =L -J,- Wa

(8.3)
gdzie E, jest zastepczym modutem Younga, J,, jest wycinkowym momen-
tem bezwladnosci, a . () jest katem skrecenia. W elementach belkowych
cienkosciennych zostala zastosowana interpolacja Hermite’a, stad stata
warto$¢ momentu gietno-skretnego w elemencie (nieciagtosci na wykresie).

g

~

z

(a) model 1D/3D (b) model 3D

Rys. 8.14. Przykltad 6. Deformacja wspornika o przekroju ceowym

Rozwiazanie tego przykladu, bylo ponadto poréwnywane z rozwiaza-
niem 3D. Rozwiazanie 3D otrzymano uzywajac modelu o 944 elementach
i N = 18510 stopniach swobody. Na rys. 8.14 pokazano deformacje obu
modeli.

8.2.5. Przyklad 7. Rama trdjpretowa

Kolejny przyklad dotyczy ramy tréjpretowej z przykladu 3, rys. 8.1(a),
modelowanej za pomocg belkowych elementéw cienkosciennych oraz prze-
strzennego elementu weztowego, i dodatkowo z przestrzennymi elementami
podporowymi, rys. 8.15.
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Rys. 8.15. Przyktad 7. Rama tréjpretowa, model z dodatkowymi przestrzennymi
elementami podporowymi
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Przyjeto przestrzenny element wezlowy i trzy przestrzenne elementy
podporowe o dlugosci a = 0,45 m. Przestrzenny element weztowy zdyskre-
tyzowano 370 elementami powlokowymi a przestrzenne elementy podpo-
rowe zdyskretyzowano 126 elementami powlokowymi. Cze$é belkowa byla
zdyskretyzowana 126 elementami cienko$ciennymi. Model miat N = 15687
i Ny = 903 stopni swobody. Przypomnijmy, ze peten model 3D z przykta-
du mial N = 79206. W przypadku modelu bez przestrzennych elementéw
podporowych odebrano wszystkie stopnie swobody na konicach stupéw i ry-
gla, w drugim modelu odebrano wszystkie stopnie swobody stupa i stopnie
swobody dolnych pélek rygli.

Na rys. 8.16 i 8.17 zestawiono wykresy momentéw skrecajacych i bi-
momentow w poszczegdlnych modelach, gdzie widaé¢ znaczne réznice w ich
warto$ciach zaleznie od sposobu modelownia zamocowania.

8.3. Wyboczenie

8.3.1. Przyklad 8. Rama dwupretowa

W pracy [40] zostaly wyprowadzone macierz liniowa i macierz geome-
tryczna dla dwuweztowego belkowego elementu cienkosciennego z siedmio-
ma stopniami swobody w wezle, do analizy wyboczenia. Zdefiniowane tam
pole przemieszczen wykorzystano w niniejszej pracy. Element zostal sfor-
mulowany w czterech wersjach, w ktérych wezly elementu byty sztywne
(element R-R, ang. rigid-rigid), jeden z wezléw elementu byl modelowany
jak przegub (element R-H, ang. rigid-hinge lub H-R, ang. hinge-rigid), lub
oba wezly elementu byly modelowane jako przegubowe (element H-H, ang.
hinge-hinge). Sformulowania te w polaczeniu z odbieraniem stopnia swo-
body zwiazanego ze spaczeniem przekroju w wezle ramy miaty umozliwiaé
modelowanie réznie skonstruowanych (o réznej sztywnosci) weztéw ram.

W przykladzie zaczerpnietym z tej pracy, obliczono obcigzenie krytycz-
ne dla ramy dwupretowej o utwierdzeniu na jednej podporze i o dwoch
réznie skonstruowanych weztach jak, pokazano na rys. 8.18, gdzie podano
réwniez potrzebne dane geometryczne i materiatowe.
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721,7398 Nm [ [ [T

-278,2602 Nm

warto$¢ momentu skrecajacego w stupie: -8,3021 Nm

(a) model z przestrzennym elementem weztowym

548,9791 Nm

-415,0209 Nm

warto$¢ momentu skrgcajacego w stupie: -16,6073 Nm

(b) model z dodatkowymi przestrzennymi elementami podporowymi

Rys. 8.16. Przyklad 7. Wykresy momentow skrecajacych
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737,3942 Nm?

70,464 Nim?

e
|lllili.|~
T

-24,0498 Nm?

i

: |
-33,6029 Nm? !
i

l
I

warto$¢ bimomentu w stupie: -24,0498 + 11,005 Nm?

(a) model z przestrzennym elementem weztowym

-52,1595 Nm?

warto$¢ bimomentu w stupie: -52,1595 + -15,0423 Nm?

(b) model z dodatkowymi przestrzennymi elementami podporowymi

Rys. 8.17. Przyklad 7. Wykresy bimomentow
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Rys. 8.18. Przyktad 8. Rama dwupretowa
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Rozwazono model 1D ramy zdyskretyzowanej tylko belkowymi elemen-
tami cienkosSciennymi (122 elementy, N = 861), i po dwa modele ramy
1D/3D oraz 3D, odpowiednio: z wezlem 1 (1D/3D: 96 elementy belkowe
i 106 elementéow powlokowych, N = 2730; 3D: 240 elementéw powtoko-
wych, N = 4878), z wezlem 2 (1D/3D: 138 elementy belkowe i 106 elemen-
téw powlokowych, N = 3414; 3D: 254 elementy powlokowe, N = 5058).
W przypadku modeli 1D /3D dodatkowo uzyto po 17 elementéw przejscio-
wych dla kazdej $cianki.

Na rys. 8.19-8.20 przedstawiono pierwsza forme utraty statecznosci
(wyboczenie z plaszczyzny ramy) dla modeli 1D /3D i 3D oraz osie §rodkéw
ciezkosci pretéow ramy i plaszczyzne ramy przed wyboczeniem.

(a) model 3D (b) model 1D/3D

Rys. 8.19. Przyklad 8. Pierwsza forma utraty statecznosci, wezet 1

W tab. 8.4 zestawiono wartosci krytyczne dwoch najmniejszych mnoz-
nikéw obcigzenia. Model 3D w cytowanej pracy zostal obliczony z wyko-
rzystaniem elementu S8R5 i systemu ABAQUS. Natomiast analize 1D wy-
konano tam z uzyciem elementéw typu R-H (metoda 1), elementéw typu
R-R (metoda 2) i w konicu z uzyciem elementéw typu R-R i dodatkowym
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(a) model 3D (b) model 1D/3D

Rys. 8.20. Przyklad 8. Pierwsza forma utraty stateczno$ci, wezel 2

Tabela 8.4. Przyktad 8. Dwie najmniejsze wartosci krytyczne mnoznika obciaze-

nia A
Model Ry Ay
1D -59,7851 | 65,5796
1D, metoda 1 [40] | -52,6002 | 59,0443
1D, metoda 2 [40] | -59,6577 | 65,4115
1D, metoda 3 [40] | -69,1285 | 80,6036
Wezel 1
1D/3D -54,6054 | 60,383
3D -54,0403 | 60,2474
3D [40] -50,6074 | 58,4318
Wezel 2
1D/3D -66,141 | 78,133
3D -66,8592 | 78,7279
3D [40] -66,3496 | 78,1997

8. Przyklady
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wyzerowaniem stopnia swobody zwiazanego ze spaczeniem w wezle ramy
(metoda 3). Widoczna jest duza zgodno$é wartosci krytycznych mnoznika
obciazenia w przypadku modeli 1D/3D w poréwnaniu z modelami 3D.
Réznica pomiedzy wartosécia krytyczna obciazenia w modelach 3D z we-
ztem 1: z [40] i otrzymanym przez autora moze wynikaé¢ z zastosowania
réznych elementéw powtokowych.

8.3.2. Przyklad 9. Rama trdjpretowa

W przyktadzie obliczono obciazenie krytyczne dla przestrzennej ramy
tréjpretowej, podobnej jak w przyktadach 3 i 7 lecz z ré6znymi warunkami
podparcia, w ktorej wezel modelowano elementami powlokowymi.

300

belkowe elementy |
cienkoscienne |

450

elementy
przejsciowe

elementy
powlokowe

Sm

s E=205 GPa
% v=0,3

Rys. 8.21. Przyktad 9. Rama trojpretowa
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Tabela 8.5. Przyklad 9. Trzy najmniejsze wartosci krytyczne mnoznika obciaze-
nia A

‘ Model ‘ A1l ‘ A2 ‘ Az ‘
| 1D | 353,4203 | 513,0119 | 756,063 |

1D/3D | 275,6376 | 469,7605 | 679,745
3D 275,1766 | 468,1359 | 658,6285

Na rys. 8.21 podano potrzebne dane geometryczne i materiatlowe. W ce-
lu otrzymania dokladniejszej formy wyboczenia w modelu 1D /3D czesé
powlokowa zdyskretyzowano 317 elementami skonczonymi, a czesci belko-
we 3 x 46 elementami skonczonymi (N = 8121). Kazda z czesci belkowych
zwiazano z czescia powlokowa za pomoca 29 elementéw przejsciowych.

(a) model 3D (b) model 1D/3D

Rys. 8.22. Przyklad 9. Pierwsza forma utraty statecznosci

Wyniki obliczen obciazenia krytycznego obliczonego dla modelu mo-
delu mieszanego 1D /3D oraz przy pelnej dyskretyzacji 4192 elementami
powlokowymi (N = 79206) i 156 elementami belkowymi cienkos$ciennymi
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(N = 1078) zestawiono w tab. 8.5. Na rys. 8.22 pokazano pierwsza forme
utraty statecznosci. Zgodnie z oczekiwaniem wyniki obliczen przy dyskrety-
zacji tylko elementami belkowymi sa obarczone duzym btedem. Natomiast
widoczna jest duza zgodno$é¢ wartodci obciagzen krytycznych obliczonych za
pomoca modelu 1D /3D z obliczeniami przy pelnej dyskretyzacji elemen-
tami powtokowymi. W obu przypadkach deformacje wezta sg praktycznie
takie same.

8.4. Statecznosé

8.4.1. Przyktad 10. Wspornik o przekroju ceowym

powlokowe

belkowe elementy
cienkoscienne

P=)-500 N

Rys. 8.23. Przyktad 10. Wspornik o przekroju ceowym

Tematem tego przykladu jest analiza nieliniowea geometrycznie wspor-
nik o przekroju coeowym, wzmocnionego w srodkowej czesci dwoma prze-
wiazkami. Na rys. 8.23 podano potrzebne dane geometryczne i materiato-
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we. Ze wzgledu na zastosowanie wzmocnienia i sposéb obciazenia, model
zawieral trzy czesci przestrzenne (3D) modelowane elementami powloko-
wymi po 126, elementéw dla czesci podporowej i czesci z obciazeniem,
oraz 112 elementéw dla czesci sSrodkowej. Czesé 1D zawierala 14 cienko-
Sciennych belkowych elementéw skonczonych. Ponadto, czesci przestrzen-
ne i jednowymiarowe byly taczone za pomoca 21 elementéw skonczonych
przejsciowych (dla kazdej ze $cianek). Model 3D dyskretyzowany byl za
pomoca 882 elementéw powlokowych. Model 1D /3D mial N = 7096 stopni
swobody, natomiast model 3D mial N = 17046 stopni swobody. Wspornik
byt obcigzony dwiema sitami skupionymi P. Obliczenia wykonano sterujac
parametrem obciazenia.

1

~. N
~N ~
~ SO
0,9 o
SO N model 1D/3D
0,8 = >
\. \\
AN

0,7 RN
; SN model 3D
508 =
3 RN
% 05 NN
o model 3D ‘\\\\
g ABAQUS SOR
5 oa Q SN
g A AN

0,3 R

\Q»\
0.2 Xy
0,1
analiza linjowa
0
-0,016 -0,014 -0,012 -0,01 -0,008 -0,006 -0,004 -0,002 0
u_ [m]

Rys. 8.24. Przyktad 10. Ugiecie u, w wezle w;

Na rys. 8.24 pokazano rzut $ciezki stanu réwnowagi na plaszczyzne
(uz, A) w wezle wy. Na rys. 8.25 znajduje sie rzut $ciezki stanu réwnowagi
na plaszczyzne (o, \) w wezle wi. W obu przypadkach, krzywe Sciezek
stanéw réwnowagi obliczone dla modeli 1D/3D i 3D réznia sie. Dlatego
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Rys. 8.25. Przyklad 10. Obroét ¢, w wezle w;

dla oceny jakosci rozwiazan wykonano dodatkowe obliczenia z uzyciem
elementéw S8R6 w systemie ABAQUS, ktorych wyniki zostaly naniesione
na wykresy. Jak widaé, rozwiazanie 1D /3D jest blizsze dokladniejszemu
rozwigzaniu systemem ABAQUS.

Réznice w otrzymanych krzywych standéw réownowagi moga wynikaé
z réznego stopnia nieliniowosci zastosowanych elementéw. Zastosowane
w pracy plaskie elementy powlokowe, zgodnie z informacja autoréw pra-
cy [6], moga by¢ stosowane do analizy zadan o malym i $rednim stopniu
nieliniowosci. Belkowe cienko$cienne elementy skonczone, natomiast, cha-
rakteryzuja sie mozliwoscia rozwiazywania zagadnien silnie nieliniowych.
Ich zastosowanie w modelu obliczeniowym spowodowata prawdopodobnie
poprawe wynikow.

Problem ten bedzie w przysztosci dalej analizowany przez autora, przy-
toczymy jednakze jeszcze jeden przyklad potwierdzajacy przypuszczenia
autora.
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8.4.2. Przyktad 11. Rama portalowa

796,6

elementy
powlokowe

. elementy

przejsciowe

40,34 m

belkowe elementy Az

cienkoscienne

- E=206,8 GPa

\ Phd v=0,3
7

Rys. 8.26. Przyktad 11. Rama portalowa

W kolejnym przyktadzie poddano analizie nieliniowej geometrycznie ra-
me portalowa o przekroju dwuteowym i obciazeniu pokazanym na rys. 8.26.
W tym przyktadzie dodatkowo zmieniano parametr a, czyli wielkosé czesci
powlokowej w celu sprawdzenia, czy zwiekszenie czesci dyskretyzowanej
elementami belkowymi cienko$ciennymi (o wiekszym stopniu nieliniowo-
Sci) bedzie pltywalo na poprawe otrzymanych wynikéw. Jego wartosé byta
zmieniana w granicach a = 1,25h =+ 5h.

Model 3D byt dyskretyzowany 1304 elementami powlokowymi (N =
26094). W przypadku modeli 1D /3D zostalo uzytych 87 elementéw belko-
wych i od 136 do 376 elementéw powlokowych w zaleznosci od wielkoéci
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czesci przestrzennej (N = 6066 + 15426). Czesci belkowe i powlokowe byly
taczone za pomoca 17 elementéw przejsciowych dla kazdej ze $cianek.

Na rys. 8.27-8.30 zebrano rzuty Sciezki stanu réwnowagi na plaszczyzne
(g, A) 1 (uz, \) w weztach wy i ws.

7 wykresow widaé, ze zwiekszenie czesci ramy modelowanej elemen-
tami belkowymi daje poprawe otrzymanych wynikéow. Jak to wczesniej
stwierdzono, mozna przypuszczaé, ze zastosowanie elementéw powtoko-
wych o wiekszym stopniu nieliniowosci spowoduje dalsza poprawe wyni-
kéw. Nalezy jednakze pamietaé, ze czeéci modelowana elementami powto-
kowymi nie powinna mie¢ mniejszych rozmiaréw niz ustalone w przyktadzie
nr 3.

Oczywiscie w przypadku analizy liniowej wszystkie zaprezentowane mo-
dele 3D i 1D/3D daja takie same wyniki.






9. Zakonczenie

9.1. Podsumowanie, oryginalne elementy pracy

W pracy wykorzystano nieliniowg mechanike ciata stalego do sformu-
towania modelu matematycznego opisujacego problem analizy statycznej,
wyboczenia i stateczno$ci (obliczenia podstawowych Sciezek stanéw réwno-
wagi) ram przestrzennych o pretach cienkosciennych otwartych. Model nu-
meryczny dla metody elementéw skonczonych opracowano dla dwoch mo-
deli dyskretyzacji MES. W kazdym przypadku wyrdzniono w konstrukcji
obszary modelowane belkowymi cienkosciennymi elementami skonczonymi
(1D) i obszary modelowane ptaskimi powlokowymi elementami skonczo-
nymi (3D). W modelu pierwszym obszary 1D i 3D laczono wykorzystujac
elementy skoniczone przejsciowe.

W oryginalnym modelu drugim, wprowadzono przestrzenny element we-
ztowy, w ktorym w rezultacie kondensacji statycznej aktywnymi stopniami
swobody sg tylko translacyjne stopnie swobody na $ciankach wspdlnych
dla obszarow 1D i 3D konstrukcji. Taki model dyskretyzacji MES jest
szczegblnie efektywny w analizie ram o réznych, zlozonych przekrojach
cienkosciennych.

Dla wykonania przykladéw opracowane zostaly wlasne programy kom-
puterowe AMFEM, SecPropGRAPH i SecPropFEM w systemie MATLAB.
Przy opracowaniu procedur do obliczania macierzy sztywnosci stycznej
i wektora sit wewnetrznych dla belki cienkosciennej, ktére obliczano do-
ktadnie, skorzystano z obliczen symbolicznych oferowanych przez system
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MATLAB i jezyka programowania PERL, wspierajacego operacje z wyko-

rzystaniem wyrazen regularnych.

Przyktady obliczen starano sie dobrac¢ tak, aby uwzgledni¢ w nich waz-
niejsze cechy modeli obliczeniowych i ocenié¢ efektywnos¢ i jakos¢ konkret-
nych rozwigzan. Zwrdécono uwage na pewna niespojno$é¢ uzytych modeli
matematycznych opisujacych pret cienkoscienny i powtoke co, jak wcze-
$niej wspomniano, bedzie przedmiotem dalszych badan autora.

Zdaniem autora, zaproponowane w pracy metody analizy ram prze-
strzennych sa metodami efektywnymi, a opracowane programy kompute-
rowe sa dobrym narzedziem przeprowadzenia réznych obliczen zlozonych
konstrukcji.

Autor uwaza, ze do elementéw oryginalnych pracy mozna zaliczy¢:

— opracowanie sp6jnego, mieszanego (1D/3D) modelu matematycznego
dla analizy statycznej i statecznosci ram przestrzennych o pretach cien-
kosciennych otwartych,

— implementacja przestrzennego elementu weztowego i podporowego dla
analizy liniowej i jego uogdlnienie na przypadki analizy nieliniowej geo-
metrycznie,

— oryginalno$é¢ postepowania w sformutowaniu rownan dla elementu przej-
Sciowego w ramach przyjetej teorii i jego implementacji w modelu MES,

— oryginalne i efektywne uzycie nowoczesnych narzedzi programistycz-
nych (przede wszystkim wyrazen regularnych i jezyka programowania
PERL) i obliczeniowych dla wyprowadzenia macierzy stycznej i wektora
sil wewnetrznych cienkosciennego elementu skonczonego.

I, w koncu, elementami oryginalnymi pracy sa witasne programy kom-
puterowe oraz niektore z opisanych przyktadéw.

9.2. Mozliwe kierunki rozwoju tematu

Problem analizowania ram przestrzennych zbudowanych z elementow
cienkodciennych nadal jest otwarty. Ze wzgledu na powszechne stosowanie
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konstrukcji cienkosciennych problem, zdaniem autora, powinien by¢ ciagle
dyskutowany.

Do podstawowych kierunkéw rozwoju tematu autor zalicza wprowa-
dzenie ,lepszego” elementu skonczonego powlokowego oraz rozpoznanie,
i ewentualnie wprowadzenie mozliwoéci wystepowania uplastycznien, przede
wszystkim w weztach ram i miejscach przytozenia obciazen skupionych.
Naturalnym bytoby réwniez uogélnienie modeli na analize konstrukcji o prze-
krojach zamknietych.

Celowe wydaje sie tez kontynuowanie badan eksperymentalnych ram
o pretach cienkosciennych szczegélnie w zagadnieniach dynamicznych, kté-
re uzupelnig dotychczasowe prace eksperymentalne dotyczace gltéwnie za-
gadnien liniowych, np. [12, 35, 68].






A. Opis programu AmFEM

Wykorzystujac érodowisko MATLAB, opracowano wtlasny program kom-
puterowy, ktérym wykonywano obliczenia przyktadéw umieszczonych w pra-
cy. Program pozwala na rozwiazywanie czterech typéw zadan:

— wykorzystujacych tylko ptaskie elementy powlokowe (model 3D),

— wykorzystujacych tylko belkowe elementy cienkos$cienne (model 1D),

— wykorzystujacych przestrzenne elementy weztowe (model mieszany
1D/3D),

— wykorzystujacych elementy przej$ciowe (model mieszany 1D/3D).

Ponadto dla kazdego typu zadania mozna zastosowaé jeden z pieciu

typow analizy:

— analiza liniowa,

— analiza wyboczenia,

— analiza typu p — A dla malych nieliniowo$ci,

— analiza nieliniowa wyznaczania podstawowej Sciezki stanéw rownowagi,
ze sterowaniem obcigzeniem lub przemieszczeniem [5],

— analiza nieliniowa z wyznaczaniem punktéw krytycznych wykorzystu-
jaca metode bisekcji.
Program pozwala tez na podstawowy postprocesing zadan:

— manipulacje widokiem konstrukeji (powigkszanie, pomniejszanie, prze-
suwanie), wySwietlenie numeréw wezléw i numeréw elementéw,

— wyéwietlenie konstrukeji w konfiguracji poczatkowej i aktualnej,

— zaznaczenie weztow w ktérych umieszczone jest obciazenie,

— zaznaczenie weztow z wprowadzonymi warunkami brzegowymi,
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— zaznaczenie weztow wspolnych dla czesci powtokowej i belkowej mode-
lu,

— wy$wietlenie form wyboczenia,

— wykreslenie podstawowych $ciezek stanéw rownowagi,

— wy$wietlenie wykreséw sit przekrojowych w elementach belkowych cien-
kosciennych.

Program uruchamiamy wydajac polecenie

amfem

Listing A.1. Uruchomienie programu AmFEM

z linii polecen systemu MATLAB. Po uruchomieniu programu (rys. A.1)
nalezy wcezytaé plik zadania i uruchomié analize.

Zoom | MoveFB || Rotate | Retstex | RosteY | Ral pn | moverv || x| v |z | x| v | -z |oawview| Pitview | Resraw

Jirt Beam Nodes
Jirt Shel Nacies.
Beem Lacal Axis

Mutily 1

Both

Beam Forces
Force (Daf) [Mane.
Mutily 1

Garma [

Mutily 1

Stailty Plot
Dof Nurker Mane.

N Load o || Subrit dob

Reload anct Submit

Rys. A.1. Okno programu AmFEM
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Plik zadania jest skryptem (m-plikiem) systemu MATLAB, ktéry inicju-
je odpowiednie struktury zmiennych. Ponizej zamieszczono przykladowy
skrypt zadania (podzielony na czesci i zaopatrzony komentarzem) analizy
nieliniowej w ktérym zastosowano elementy przejsciowe.

Definicja typu zadania:

Job.Type = '"Transient NonLinear'

Listing A.2. Definicja typu zadania

Zmienna Type w strukturze Job sklada sie z dwdch czesci, oddzielonych
spacja, ktére definiuja model i rodzaj analizy. Rodzaj modelu okredla sie
przez podanie jednego z stéw kluczowych:

Beam — tylko elementy cienko$cienne,

Shell — tylko elementy powlokowe,

Joint — zadanie z wykorzystaniem przestrzennego elementu weztowego,

Transient — zadanie z wykorzystaniem elementéw przejsciowych.
Rodzaj analizy okresla sie przez podanie jednego z stow kluczowych:

Linear — analiza liniowa,

Buckle — analiza wyboczenia,

Delta — analiza p — A,

NonLinear — analiza nieliniowae

Critical — poszukiwanie punktu krytycznego.

Definicje materialu umieszcza sie w strukturze Material:

Material (1) .E = 205e9;
Material (1).Er = 225.27e9;
Material (1).Ni = 0.3;
Material (1).G = 78.85e9;

Listing A.3. Definicja stalych materialowych

Sktada sie¢ on z czterech pol:
E — modul Younga,
Er — zredukowany modut Younga,
Ni — wspotezynnik Poissona,
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G — modut Kirchhoffa.
W pliku danych mozna definiowaé¢ wiele materiatéw, dodajac kolejne struk-
tury Material (kolejne numery struktur podaje sie w nawiasach okraglych).
Definicja grubosci elementu powtokowego polega na przypisaniu warto-
$ci do pola Thickness w strukturze ShellSection :

ShellSection(1). Thickness = 0.01;

Listing A.4. Definicja grubosci elementu powlokowego

W pliku danych mozna definiowaé wiele grubosci, dodajac kolejne nume-
rowane struktury ShellSection .

Struktura BeamSection odpowiada za opis geometrii przekroju cienko-
Sciennego. W kolejnych polach definiuje sie pole powierzchni przekroju,
momenty bezwladnosci, potozenie Srodka $cinania i momenty wyzszych
rzedéw:

BeamSection(1).Area = 6.799999999999963e—003;
BeamSection(1).Jy = 1.024266666666667¢ —004;
BeamSection(1).Jz = 1.335666666666670e —005;

BeamSection(1).Ys = 4.021042851316333e—014;
BeamSection(1).Zs = 1.540261776800476e—014;

BeamSection(1).Myooz = 1.468713529473182e—020;
BeamSection (1) . Mzooy —8.762127773378741e —020;
BeamSection (1) .Mzooz = —2.782079843262899e —007;

Listing A.5. Definicja przekroju elementu cienko$ciennego

W pliku danych mozna definiowaé¢ wiele przekrojow cienkosciennych, do-
dajac kolejne numerowane struktury BeamSection.

Wspolrzedne weztdw i tablice topologii elementéw powlokowych umiesz-
cza sie w strukturze Shelllnstance. W tablicy Shelllnstance .Nodes znajduja
sie wspolrzedne weztow:

Shelllnstance (1).Nodes = |




147

1 4.15 -0.1 4.15
4.15 0 4.15
3 385 0 3.85

349 4.15 -0.1 3.6
|

Listing A.6. Definicje wspoélrzednych weztéow elementéw powlokowych

a w tablicy Shelllnstance .Elements znajduje sie topologia skonczenie elemen-

towa:

Shelllnstance(1).Elements = |
1 1 2 19 24 124 125 126 127 1 1
2 24 19 20 23 126 128 129 130
3 23 20 21 22 129 131 132 133

104 32 7 18 89 198 348 349 346 1 1

Listing A.7. Definicja topologii elementéw powlokowych

Oprécz topologii, w tablicy tej umieszczone sa informacje o rodzaju ma-
teriatu i przekroju elementu. Odpowiadaja za to dwie ostatnie kolumny
tablicy, zawierajace numer struktury materiatu i numer struktury opisuja-
cej grubos$é powtoki. Jesli model zawiera wiecej niz jedna czes¢ powtokowa,
rozroznia sie je dodajac numer kolejny struktury Shelllnstance .

Za definicje warunkéw brzegowych i obciazenia odpowiadaja struktury
Constraint i Load. Struktura Constraint ma dwa pola: Nodes — zawierajacy
numery wezléw w ktérych sg zdefiniowane warunki brzegowe i pole Dof od-
powiadajace za definicje numeréw stopni swobody w wezle. Na przyktadzie
widzimy odebranie rotacyjnych stopni swobody w wezlach o numerach 1,
213

Shelllnstance(1l).Constraint(1l).Nodes = [1 2 3];
Shelllnstance(1). Constraint(1l).Dof = [4 5 6];

Listing A.8. Definicja warunkéw brzegowych w czedci powlokowej
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struktura Load sklada sie z trzech pél: Magnitude, Nodes i Dof, zawierajacych
wartosci obciazenia, numery weztéw i umery stopni swobody w ktorych
obciazenie jest przyltozone. Na przykladzie widzimy definicje momentu zgi-
najacego o wartosci 1000, dziatajacego w wezle o numerze 69:

Shelllnstance(1).Load(1).Magnitude = 1000;
Shelllnstance(1).Load(1).Nodes = [69];
Shelllnstance(1).Load(1).Dof = [4];

Listing A.9. Definicja obcigzenia w czedci powlokowej

W pliku zadania mozna definiowaé¢ dowolna liczbe struktur opisujacych
warunki brzegowe i obciazenie.

Zadania z cze$ciag powlokowa wymagaja zdefiniowania charakterystycz-
nych weztéw nalezacych do scianki od strony elementéw belkowych i powto-
kowych. Odpowiadaja za to pola BeamNodes i Wall w trykturze Shelllnstance .
W tablicy BeamNodes definiujemy numery weztéw belkowych skojarzonych
ze $ciankami.

Shelllnstance (1).BeamNodes = [37 38];

Listing A.10. Definicja belkowych weztéw Scianki

Struktura Wall sktada sie¢ z pdl:
Nodes — numery weztow powlokowych, nalezacych do $cianki,
TtNodes — numery weztéow okreslajacych kierunek normalny do Scianki,
BeamSection — numer przekroju,
YZOmega — wartosci wspotrzednych y, z i funkcji spaczenia w weztéw
powloki w gtéwnych osiach centralnych przekroju.

Shelllnstance(1).Wall(1).Nodes = [17 336 10 ... 13];
Shelllnstance(1).Wall(2).Nodes = [15 304 7 ... 11];

Shelllnstance(1).Wall(1).TtNodes = [35 36];
Shelllnstance(1).Wall(2).TtNodes = [39 40];

Shelllnstance (1).Wall(1).BeamSection = 1;
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Shelllnstance (1).Wall(2).BeamSection = 1;

Shelllnstance (1).Wall(1).YZOmega
0.1 0.15 0.015
0.05 0.15 0.0075
0 0.15 0

[

0.1 -0.15 -0.015
|

Shelllnstance (1).Wall(2).YZOmega = |
0.1 0.15 0.015
0.05 0.15 0.0075
0 0.15 0

0.1 -0.15 —0.015];

Listing A.11. Definicja parametréw Scianki

Definicja wspotrzednych weztéw belkowych i tablicy topologii jest ana-
logiczna jak w przypadku elementéw powlokowych, za pomoca pél Nodes
i Elements w strukturze BeamlInstance:

Beamlnstance.Nodes = |
1 0 0 4
2 0.1 0 4

|

Beamlnstance. Elements = |
1 1 2 1 1
2 2 3 1 1

72 73 74 1 1
|

Listing A.12. Definicja wspoélrzednych weztéw i topologii czesci belkowej
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W pliku zadania mozna zdefiniowaé tylko jedna czes¢ belkows.

Pola Constraint i Load stuza do definicji warunkéw brzegowych i ob-
ciazenia analogicznie jak w przypadku elementéw powtokowych. Ponizej
pokazano zamocowanie odbierajace wszystkie stopnie swobody w weztach
o numerach 1 i 74:

Beamlnstance. Constraint(1).Nodes = [1 74];
Beamlnstance. Constraint(1).Dof = [1:7];

Listing A.13. Definicja warunkéw brzegowych w czesci belkowej

i obciazenie momentem skrecajacym o wartosci —2000 wezta 21:

Beamlnstance.lLoad(1).Magnitude = —2000;
Beamlnstance.Load(1).Nodes = [21];
Beamlnstance.lLoad(1).Dof = [4];

Listing A.14. Definicja obciazenia w czesci belkowej

W polu Beamlnstance.ForceElements mozna zdefiniowa¢ numery elemen-

toéw dla ktorych wartosé sit przekrojowych zostanie umieszczona na rysun-
ku.

Beamlnstance. ForceElements = [1 74];

Listing A.15. Definicja elementéw dla ktérych zostang wyswietlone
wartosci sit przekrojowych

Struktura Settings odpowiada za definicje réznych parametréw zwiaza-
nych z procesem obliczen i postprocessingiem. Miozemy w niej zdefiniowaé
mnozniki skali rysowanych modeli skoniczenie elementowych:

Settings. DisplacementMultiply = 200;
Settings.ForceMultiply = 0.001;

Listing A.16. Ustawienie poczatkowych wartosci mnoznikéw skali

wlaczy¢ uwzglednianie efektéw od obrotéw skonczonych:
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Settings.SecondRotation = 'yes ’;

Listing  A.17. Uwzglednienie efektéw od obrotéw  skonczonych
w elementach belkowych

czy ustawi¢ wartos¢ parametru kary dla elementéw przejSciowych:

Settings. ConstraintsPenalty = Material (1) .E;

Listing A.18. Ustawienie wartoéci parametru kary

Ponadto w strukturze tej definiuje sie sposéb sterowania w metodzie New-
tona-Rapshona. Pole StabilityControl odpowiada za wybér metody ste-
rowania: obciazeniem (warto$¢ ustawiona na 'force’) lub przemieszcze-
niem ('displacement’). Pole Stabilitylncrement odpowiada za definicje war-
tosci przyrostéw obcigzenia lub przemieszczenia w kolejnych krokach ob-
liczen. Pola StabilityJoint , StabilityElement, StabilityNodes i StabilityDof od-
powiadaja za definicje elementéw, wezléw i stopni swobody dla ktorych
sporzadzone maja zostaé wykresy Sciezek stanéow réwnowagi:

Settings.StabilityControl = '"force ';
Settings.Stabilitylncrement = [0.1:0.1:1];
Settings.StabilityJoint = 1;
Settings.StabilityElement = 'beam';
Settings.StabilityNodes = [54 54 54 54 54 54];
Settings.StabilityDof = [1 2 3 4 5 6];

Listing ~ A.19. Definicja  parametréw  sterowania w  metodzie

Newtona—Rapshona

Na rys. A.2 pokazano podsumowanie po obliczeniu zadania nieliniowego
z elementami przejsciowymi.

Narys. A.31 A.4 pokazano odpowiednio okno programu AmFEM z nary-
sowanym odksztalconym modelem skoniczenie elementowym i wykreslona
Sciezka stanéw réwnowagi. Natomiast na rys. A.5 znajduje sie okno pro-
gramu z narysowang forma wyboczenia.
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MATLAE

Job filenmue: rama_dwateownik_nonlin_transient wl.n
type: Transient Nonlinear
Control: Force

Taber of joints: 1

Increnent | Lambda | Ireration

Convergence @ | Comvergence F | status

0.1000 |
0.2000 |
0.3000 |
0.2000 |

1 3 1.7702e-006 | 3.074le-012 | i3
z 3
3 3
a 3
51 0.5000 | 3
61 3
71 3
81 3
91 3
0 3

|
|
| 3.5363e-006 | 5.1182e-012 | o®
| a.llase-005 | 9.078le-012 | 23
| 4.3864e-006 | 5.9420e-012 | i3
| 4.5286e-006 | 1.275le-011 | i3

0.6000 | |

0.7000 | |

|

|

|

4.6009-006 | 1.4426e-011 | B3
4.628%-006 | 1.6992e-011 | i3
0.8000 |
0.59000 |
1.0000 |

4.6243e-006 | 2.0764e-011 | 3
4.5957e-006 | 2.4803e-011 | B3
4.5503e-008 | 2.823le-0ll | 23

Total time: 40,9531

Rys. A.2. Podsumowanie zadania w oknie Command Window systemu MATLAB

We wszystkich typach zadan, w strukturach BeamOut i ShellOut umiesz-
czone sa pola o nazwie Q, zawierajace wartosci przemieszczen uogoélnio-
nych w weztach belkowych i powtokowych. W przypadku zadan z wybo-
czenia, oprécz wynikéw z analizy liniowej, dodatkowe wyniki umieszczane
sg w strukturach BeamBuckle i ShellBuckle. Dla kazdej wartosci krytycznej
obciazenia jest w nich tworzona struktura Mode w ktorej umieszczone sg
zmienne zawierajace wartos¢ mnoznika obciazenia krytycznego EigenValue
i wektor formy wyboczenia EigenVector. Dla zadan nieliniowych i zadan
typu p — A oprécz wartosci przemieszczen uogoélnionych, dostepna jest
jeszcze wynikowa struktura Stability , zawierajaca wyniki dotyczace $ciezek
stanéw réwnowagi dla kazdego zdefiniowanego wezta w rekordzie Settings.
Struktura zawiera miedzy innymi pola Inc oraz Q w ktérych zapamietane
sg wartosci parametru obcigzenia i korespondujace z nimi wartosci prze-

mieszczen.



153

Zoon || MoveFB || Rotate | Retstex | RasteY | Ral pn | moverv || x| v |z | x| v | -z |oawview| Pitview | Resraw

Shel Elmerts

Constrais
Loads
Joit Beam Noses
Joit Shell Nocies
Beam Locel Axds

Mty 100
ot
BeamForces

Force (Daf) [Mane.

Mty 0001

Garma o

Mty 1

Stailty Plot

Dof Nurker Mane.

Hilden

z Draw Axis

Icrease Text
x LoadDE || SaveDB

Loaddon | | subrmit dob

Reload ancl Subnit

Rys. A.3. Okno programu AmFEM z narysowanym odksztalconym modelem

Na gérnym pasku narzedzi znajduja sie przyciski pozwalajace na zmiane
widoku rysunku:

Zoorm — powiekszanie i pomniejszanie widoku konstrukeji (reali-
zowane przez zmiane ustawien kamery),
MoveFE | przesuwanie szkicu konstrukeji do przodu i do tyhu,
Rotat , . .. .
: — dowolny obrét szkicu konstrukeji (realizowane przez
zmiane ustawien kamery),
Retste X . . . , b
= — obro6t szkicu konstrukeji w plaszczyznie ekranu wokét osi
poziomej (realizowane przez zmiane ustawien kamery),
Ratate '/

— obrot szkicu konstrukcji w plaszczyznie ekranu wokét osi
pionowej (realizowane przez zmiang ustawien kamery),
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1
09
07 ) Both
—
. e I3
i Mitiply 0.001
<&
E 05
E s Mtiply T
03
02
01 I
1 = B 1 =
Displacement O, 5 x10? Load DB Save DB
Rys. A.4. Okno programu AmFEM z wykreslona Sciezka stanéw rownowagi

Pat

Moree HY

Dieas Wiesn

Plat *figw

Fedrarn

—  przesuwanie szkicu konstrukeji w plaszczyznie ekranu (re-

alizowane przez zmiane ustawien kamery),

przesuwanie szkicu konstrukcji w kierunku poziomym

1 pionowym,

— wlaczenie widoku z kierunku osi X lub — X,

— wlaczenie widoku z kierunku osi Y lub —Y,

—  wlaczenie widoku z kierunku osi Z lub —Z,
wlaczenie domyslnego widoku szkicu konstrukce;ji,

wlaczenie domyslnego widoku wykresu Sciezki stanu réw-

nowagi,

ods$wiezenie ekranu.
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Zoom | MoveFB || Rotate | RetsteX | Rostey | Ral pn | moverv || x| v |z | x| v | -z |oawview| Pitview | Resraw

Shel Elmerts

Constrais
Loads
Joit Beam Noses
Joit Shell Nocies
Beam Locel Axds
Mty 200
ot
BeamForces
Farce (Daf) More
Mty oot

Garma o

Mty 3

Stailty Plot

Dof Nurker Mane.

Hilden

Draw Axis

Icrease Text
® LoadDE || SaveDB

Loaddon | | subrmit dob

Reload ancl Subnit

Rys. A.5. Okno programu AmFEM z narysowana forma wyboczenia

Narzedzia dotyczace zmiany rysowanych elementéw znajduja sie na
bocznym pasku w nastepujacych grupach:
— model w konfiguracji poczatkowej i aktualne;j:

[ Undeformed — narysowanie konstrukeji w konfiguracji poczat-
kowej,
[ Defarmed — narysowanie konstrukcji w konfiguracji aktual-
nej,
EESIREEES —  wysSwietlenie numeréw weztéw belkowych,
Bz ElEiEs —  wy$wietlenie numeréw elementéw belkowych,
Sl HEE=s —  wy$wietlenie numeréw weztéw powlokowych,
el ElEETE —  wy$wietlenie numeréw elementéw powtoko-

wych,
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Conztraints
Loads
Joirt Beam Modes

Joint Shell Modes

Eeam Local Axis

Muttiply 1

() Bcth

— wykreslenie wykreséw

() Beam Forces

Farce (Dof) Mone -
Muttiply 1 -
Gartns i]

zaznaczenie wezlow z wprowadzonymi warun-
kami brzegowymi,

zaznaczenie weztow w ktorych umieszczone jest
obciazenie,

wyswietlenie weztow belkowych Scianki,
wyswietlenie weztéw powlokowych Scianki,
wyswietlenie lokalnych uktadéw wspdlrzed-
nych elementéow belkowych,

ustawienie warto$ci mnoznika skali w konfigu-
racji aktualnej,

narysowanie konstrukcji niezdeformowanej
i zdeformowanej,

sit przekrojowych w elementach belkowych:

wlaczenie rysowania wykreséow sil przekrojo-
wych,

sita przekrojowa,

wartosci mnoznika skali wykresy sit przekrojo-
wych,

kat obrotu wykresu wokot osi elementu belko-
wego,

— narysowanie formy wyboczenia:

[ Linear Buckling

Eigen*alue |Undefao..

futtiply 1

wlaczenie rysowania formy wyboczenia,
numer formy wyboczenia,

wartosci mnoznika szkicu formy wyboczenia,

— narysowanie $ciezki stanu réwnowagi:

() Stabiity Plot

wlaczenie rysowania Sciezki stanu rownowagi,
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Dt Hurber | N : .
orRumer frone — numer stopnia swobody umieszczonego na wy-

kresie $ciezki stanu réwnowagi,

— w kazdym powyzszym przypadku mozna jeszcze wybraé:

FIEELET — ukrycie niewidocznych krawedzi,
— naszkicowanie globalnego ukltadu wspdélrzed-

nych,

Dirase Axiz

[METEEES Ve — powigkszenie czcionki uzywanej do numerowa-

nia weztéow i elementéw.

Wezytywanie plikéw zadan oraz wcezytywanie i zapisywanie wynikow
obliczen mozna zrealizowaé uzywajac przyciskow:

LosdDE || =aveDB | wezytanie i zapisanie wynikéw analizy,

Load Job | Submit Jok : o oo :
pReo WMEER T~ wezytanie zadania i uruchomienie analizy,

Redoad and Subnit . . .
e — ponowne wczytania zadania i uruchomomienie

analizy.






B. Opis programu SecPropGRAPH

Program SecPropGRAPH stuzy do obliczania charakterystyk geometrycz-
nych cienko$ciennych przekrojow otwartych. Program jest funkcja systemu
MATLAB o skladni':

Section = SecPropGRAPH(Vertices , Edges)

Listing B.1. Uruchomienie programu SecPropGRAPH

gdzie:
Vertices — tablica wspotrzednych wierzchotkdw,
Edges — tablica definicji krawedzi,
Section — wynikowa struktura.

Tablica Vertices posiada trzy kolumny. W pierwszej kolumnie umieszcza
sie numer kolejny wierzchotka, a w dwoch kolejnych wspélrzedne (y, z)
wierzchotkow w ukladzie wspotrzednych uzytkownika.

Tablica Edges zawiera definicje krawedzi opisujacych przekrdj cienko-
Scienny otwarty. Posiada cztery kolumny. W pierwszej kolumnie umieszcza
sie numer kolejny krawedzi, w dwoch kolejnych numery wierzchotkow two-
rzacych krawedz. Ostatnia kolumna definiuje grubosé krawedzi.

Tablice z danymi wejéciowymi musza by¢ zainicjowane przed urucho-
mieniem programu. Przy wiekszych zadaniach tatwiej bedzie uzy¢ skryptu
w postaci m-pliku z definicja danych wejsciowych i odpowiednim wywota-
niem programu SecPropGRAPH. Przyktadowy skrypt moze wyglada¢ naste-
pujaco:

! Nazwy Vertices, Edges i Section sa nazwami zmiennych i mogg byé inne.
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Vertices = |
1 -0.04 O
2 -0.03 O
3 -0.02 O

17 -0.02 0.1

1

Edges = |
1 1 2
2 2 3
3 3 4
16 16 17

|

Section = SecPropGRAPH(Vertices ,

0.005
0.005
0.005

0.005

Edges)

Listing B.2. Definicja danych wejsciowych i uruchomienie programu

W wyniku dzialania programu otrzymamy strukture Section:

Area:
Sy:
Sz:
So:
Jy:
Jz:

Jyz:
Jr:
Jt:
Jo:

Jyo:

Jzo:

Jry:

Jrz:

Jro:

8.0000e—-004
9.7409e-021

—2.3293e-021

9.9262e—-023
1.1487e—-006
7.5446e—-008

—1.4426e—-021

1.2242e—-006
6.6667e—009
7.0940e—-011

—2.1403e—-023
—9.9262e—-023
—5.9613e—-009

5.9252e-009

—3.7094e—-011
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UserYc:
UserZc:
UserYs:
UserZs:
UserYq:
UserZq:
Ys:

Zs:

Yq:

Zq:
Gamma:
Transform:
Vertices:

—0.0062
0.0437
0.0067
0.0170
—0.0162
6.9389e—-018
0.0159
—0.0252
—0.0050
—0.0446
—0.1116

[2x2 double]
[17x4 double]

Listing B.3. Wynikowa struktura danych

W ponizszych wzorach oznaczono:

d — dendryt linii Srodkowej przekroju,

s — parametr drogi skierowanej linii sSrodkowej,

t(s) — grubo$¢ krawedzi,

h(s) — dlugo$¢ krawedzi,
(

w(s) — wspolrzedna wycinkowa,

y(s), z(s) — wspdlrzedne linii $rodkowe]j przekroju w postaci parame-

tryczne;j.

Struktura zawiera nastepujace pola:

Area — pole powierzchni przekroju poprzecznego profilu cienkoscienne-

&0,

A:/t(s) ds,

d

Sy — moment statyczny wzgledem osi v,

S’y:/z(s)-t(s) ds,

d

(B.1)
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Sz — moment statyczny wzgledem osi z,
S, = /y (s)-t(s) ds, (B.3)
d
So — wycinkowy moment statyczny,
Sw = /w (s)-t(s) ds, (B.4)
d
Jy — moment bezwtadnosci wzgledem osi vy,
Jy = /22 (s)-t(s) ds, (B.5)
d
Jz — moment bezwladnosci wzgledem osi z,
J, = /y2 (s)-t(s) ds, (B.6)
d
Jyz — odsrodkowy moment bezwladnosci,
Je= [y(s) 2 (5) 4 (s) ds, (B.7)
d
Jr — biegunowy moment bezwladnodci,
Jr = / (y2 (s) + 22 (s)) -t (s) ds, (B.8)
d

Jt — moment bezwladnosci przy skrecaniu,
1 n
i=1

Jo — wycinkowy moment bezwladnosci,

Jo = /w2 (s)-t(s) ds, (B.10)
d



163

Jyo — wycinkowy moment odsrodkowy,

Jyw = /y(s)-w(s)-t(s) ds, (B.11)
d

Jzo — wycinkowy moment odsrodkowy,

Jow = /z (s)-w(s)-t(s) ds, (B.12)

d

Jry — moment wyzszego rzedu,

= [(F6)+2() w(s) b s, (B13)

d

Jrz — moment wyzszego rzedu,

Jrz = / (y2 (s) + 22 (s)) -z (s)-t(s) ds, (B.14)

d

Jro — moment wyzszego rzedu,

Jrw = / (y2 (5) 4 22 (s)) cw(s)-t(s) ds, (B.15)

d

UserYc, UserZc — wspoélrzedne (yc, z¢) Srodka ciezkosci w ukladzie wspot-
rzednych uzytkownika,

UserYs, UserZs — wspoélrzedne (yg, zg) $rodka zginania w uktadzie wspot-
rzednych uzytkownika,

UserYq, UserZq — wspolrzedne (yg, zg) gtéwnego punktu zerowej wspol-
rzednej wycinkowej w uktadzie uzytkownika,

Ys, Zs — wspoélrzedne (Y, Zg) srodka zginania w ukladzie osi gléwnych
centralnych,

Yq, Zq — wspoélrzedne (Yg, Zg) gtéwnego punktu zerowej wspoirzedne;j
wycinkowej w uktadzie osi glownych centralnych,

Gamma — kat « transformacji z lokalnego ukladu wspétrzednych (okre-
Slonego przez uzytkownika) do ukladu osi gléwnych centralnych,
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Transform — tablica transformacji z lokalnego uktadu wspolrzednych
uzytkownika do ukltadu osi gtéwnych centralnych,

Vertices — wspolrzedne wierzchotkéw w uktadzie osi glownych central-
nych.

Tablica transformacji Section.Transform moze mie¢ postac:

Section. Transform =
0.9938 —-0.1113
0.1113 0.9938

Listing B.4. Tablica transformacji
i jest liczona wedlug zaleznosci

B cos (y) sin(7)
T=_ sin(y) cos(y) | (B.16)

Tablica Section. Vertices ma cztery kolumny. W pierwszej znajduja sie
kolejne numery wierzchotkéw, w dwéch kolejnych ich wspéirzedne (w ukta-
dzie pléwnym centralnym), a ostatnia kolumna zawiera wartosci wspol-

rzednej wycinkowej w wierzchotkach:

Section. Vertices =
1.0000 —0.0287 —0.0472 0.0004
2.0000 —-0.0187 —0.0461 0.0002
3.0000 —0.0088 —0.0450 0.0001

17.0000 —-0.0199 0.0544 -0.0013

Listing B.5. Tablica wynikowa Section. Vertices

Na rys. B.1 pokazano przykitadowe okno programu SecPropGRAPH ze
szkicem przekroju cienkosciennego (sktadajacego sie z 16 krawedzi) i za-
znaczonymi numerami wierzchotkéw. Ponadto, na rysunku wida¢ poczatek
O i osie uktadu wspétrzednych uzytkownika, poczatek C' i osie uktadu gtow-
nego centralnego, $rodek zginania S, gtéwny punkt zerowej wspoltrzedne;j
wycinkowej Q.
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Zoom | Ratdte

Roll

Pan User | Principal ] vertices. Edges

Gk

Rys. B.1. Okno programu SecPropGRAPH

Na gérnym pasku znajduja sie nastepujace narzedzia:

Zaarm

Ratate

Fall

Pt

Lzer

Principal

Edges

wWertices

powiekszanie i zmniejszanie szkicu przekroju,
dowolny obrot szkicu,

obroét szkicu w plaszczyznie ekranu,
przesuwanie szkicu,

wlaczenie widoku w uktadzie wspotrzednych uzytkowni-
ka,

wlaczenie widoku w ukladzie wspotrzednych gléwnych
centralnych,

wlaczenie wyswietlania numeréw wierzchotkéw,
wlaczenie wy$wietlania numeréw krawedzi.






C. Opis programu SecPropFEM

Program SecPropFEM przeznaczony jest do obliczania charakterystyk
geometrycznych dowolnych ptaskich przekrojéw. Program jest funkcja sys-
temu MATLAB o skladni':

Section = SecPropFEM(Nodes, Elements, WarpNodes)

Listing C.1. Uruchomienie programu SecPropFEM

gdzie:

Nodes — tablica wspolrzednych weztow,

Elements — tablica topologii,

WarpNodes — tablica z numerami wyréznionych weztéw (moze byé pu-

sta),

Section — wynikowa struktura.

Tablica Nodes posiada trzy kolumny. W pierwszej kolumnie umieszcza
sie numer kolejny wezta, a w dwoch kolejnych wspotrzedne (y, z) wezléw
w ukladzie wspotrzednych uzytkownika.

Tablica Elements zawiera definicje elementéw czworokatnych. Posiada
pie¢ kolumny. W pierwszej kolumnie umieszcza sie¢ numer kolejny elementu,
w czterech kolejnych numery weztéw tworzacych element.

W tablicy MarkNodes umieszcza sie numery weztéw wyrdznionych. Dla
tych weztéw obliczane sa wspolrzedne w ukladzie gléwnym centralnym
i warto$é¢ funkcji spaczenia.

! Nazwy Nodes, Elements, WarpNodes i Section sa nazwami zmiennych i moga

by¢ inne.
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Tablice z danymi wejsciowymi musza by¢ zainicjowane przed urucho-
mieniem programu. Przy wiekszych zadaniach tatwiej bedzie uzy¢ skryptu
w postaci m-pliku z definicja danych wejsciowych i odpowiednim wywota-
niem programu SecPropFEM. Przyktadowy skrypt moze wyglada¢ nastepu-

jaco:

Nodes = |
1 0 0
2 10 0
3 0.5 0.4679
1031 9.5517 0.8977
|
Elements = |
1 304 305 484 482
2 305 1 306 484
3 482 484 485 3
869 1031 340 341 1027

|

MarkNodes = [6 5 92 3 4];

Section = SecPropFEM (Nodes,

Elements ,

MarkNodes)

Listing C.2. Definicja danych wejsciowych i uruchomienie programu

W wyniku dzialania programu otrzymamy strukture Section:

Section =
Area: 59.0995
Sy: 2.3358e—-012
Sz: 3.3640e-013
So: —8.0602e—-012
Jy: 8.0853e+4003
Jz: 493.9747
Jyz: —6.5694e—-010
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Jr:

Jt:

Jo:
Jyo:
Jzo:
Jry:
Jrz:
Jro:
UserYc:
UserZc:
UserYs:
UserZs:
Ys:

Is:
Gamma:
Transform:
WarpNodes:
My4 :
Mz4
Mo4 -
My3:
Mz3:
Mo3:
Moy?2 :
Moz2 :
Moy :
Moz:
My3z:
My3o0:
Mz3y :
Mz3o0:
Mo3y:
Mo3z:
My2z2 :
My202:
My2oy2:
My20z2:

8.5793e+003
39.2345
6.8183e+004
3.4987e—-009
—1.5277e—-012
1.0099e+-004
1.1253e4-003
352.0739
2.7050
14.9184
—2.6243
14.9593
—5.3292
0.0462
9.9697e—-004
[2x2 double]
[5x4 double]
1.0903e+-004
1.4808e4-006
2.0518e+008
1.4323e4-003
1.1066e4-003
2.4420e+4004
8.0718e-+003
2.1468e+4003
—2.7319
—314.9520
175.1253
654.6312
1.9298e4-003
.1253e+4-005
.9469e+005
.3138e+007
.2034e+004
.4098e+006
.1960e+004
.9380e+004

W o~ O N FH O
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My2z :
My2o:
My2oy:
My2oz:
Mz202:
Mz2oy2:
Mz20z2:
Mz2y :
Mz2o0:
Mz2oy :
Mz2o0z:
Mo2oy2:
Mo20z2 :
Mo2y:
Mo2z:
Mo2oy :
Mo2o0z:
Myoy2:
Myoz2 :
Mzoy?2:
Mzoz2:
Myoy :
Myoz :
Mzoy :
Mzoz:
Mooy?2 :
Mooz2:
Mooy :
Mooz:
My2zo:
Mz2yo:
Mo2yz:
Myzoy?2 :
Myzoz2:
Myzo:
Myzoy:
Myzoz:

18.7441
113.1077
—4.0762
—4.0549e+4-003
1.2342e4-007
1.4663e4-006
3.9891e+005
8.6669e+003
238.9662
745.0466
—5.1755e+4-004
1.2385e4-007
4.9927e+006
1.6276e+4005
8.7164e+003
5.5594e4-003
—5.2791e4-005
8.6934e+003
6.4417e+003
374.2829
29.7665
3.2428e—-004
—474.3565
8.0657e+003
0.0035
155.6904
190.9111
109.2331
—7.0502
2.4241e4-005
1.1355e4-004
4.0196e+004
1.1321e+003
451.5591
7.0166e-+004
8.6619e+003
—24.8622
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Myooy2:
Myooz2:
Mzooy2:
Mzoo0z2:
Myooy:
Myooz:
Mzooy :
Mzooz:

4.8034e+003
1.9853e4-003
5.5781e+4005
9.4859e+005
7.0318e+004
—112.2013
201.2043
—6.6912e4-004

Listing C.3. Wynikowa struktura danych

W ponizszych wzorach oznaczono:

a — powierzchnia przekroju poprzecznego,

w — funkcjia spaczenia,

y, z — wspoOlrzedne punktu w przekroju poprzecznym.

Struktura zawiera nastepujace pola:

Area — pole powierzchni przekroju poprzecznego profilu cienko$cienne-

g0,

A= // dy dz, (C.1)

Sy — moment statyczny wzgledem osi v,

Sy = //z dy dz, (C.2)

Sz — moment statyczny wzgledem osi z,

S, = //y dy dz, (C.3)

So — moment statyczny spaczenia,

Sw = //w dy dz, (C.4)

Jy — moment bezwtadnosci wzgledem osi v,

Jy = // 22 dy dz, (C.5)
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Jz — moment bezwladnosci wzgledem osi z,
J, = // y? dy dz, (C.6)
a
Jyz — odsrodkowy moment bezwladnosci,

Jy. = //y -z dy dz, (C.7)

Jr — biegunowy moment bezwladnoéci,

J, = // (y2+22) dy dz, (C.8)

Jt — moment bezwladnosci przy skrecaniu,
Ow Ow
J—//(2 2 4.2 -—)dd, C.9
= [[ (e G- was(©9)
Jo — moment bezwladnosci spaczenia,
Jo = //w2 dy dz, (C.10)
a
Jyo — moment odérodkowy spaczenia,
Jyw ://y-wdydz, (C.11)
a
Jzo — moment odérodkowy spaczenia,

Jow = //z -wdy dz, (C.12)

Jry — moment wyzszego rzedu,

Jry = // (y2 + 22> -y dydz, (C.13)
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Jrz — moment wyzszego rzedu,
_ 2, .2
Jm—// (y +z)-zdydz, (C.14)
a
Jro — moment wyzszego rzedu,

Jrw = // (y2 + 22) cwdydz, (C.15)

UserYc, UserZc — wspoélrzedne (yc, z¢) Srodka ciezkosci w ukladzie wspot-
rzednych uzytkownika,

UserYs, UserZs — wspoélrzedne (ys, zg) $rodka zginania w uktadzie wspot-
rzednych uzytkownika,

UserYq, UserZq — wspolrzedne (yg, zg) gtéwnego punktu zerowej wspol-
rzednej wycinkowej w uktadzie uzytkownika,

Ys, Zs — wspélrzedne (Y, Zg) srodka zginania w uktadzie osi gléwnych
centralnych,

Yq, Zq — wspélrzedne (Yg, Zg) gtéwnego punktu zerowej wspéirzedne;j
wycinkowej w uktadzie osi glownych centralnych,

Gamma — kat v transformacji z uktadu uzytkownika do uktadu osi gtoéw-
nych,

Transform — tablica transformacji z uktadu uzytkownika do uktadu osi
gtéwnych,

NodesWarping — wspoirzedne wyréznionych weztdéw i warto$é funkeji spa-
czenia w wyrédznionych weztach w uktadzie gléwnych osi centralnych,
My4 — moment wyzszego rzedu,

My = // yt dy dz, (C.16)

Mz4 — moment wyzszego rzedu,

M, = // 24 dy dz, (C.17)



174 C. Opis programu SecPropFEM

Mo4 — moment wyzszego rzedu,
M = //w4 dy dz, (C.18)
a
My3 — moment wyzszego rzedu,
My = // y? dy dz, (C.19)
a
Mz3 — moment wyzszego rzedu,
M, = // 23 dy dz, (C.20)
a
Mo3 — moment wyzszego rzedu,

M,z = //w3 dy dz, (C.21)

Moy2 — moment wyzszego rzedu,

w2
M, —// (a—y) dy dz, (C.22)

Moz2 — moment wyzszego rzedu,

w2
M, 2 :// <$> dy dz, (C.23)

Moy — moment wyzszego rzedu,
ow
M, = // 90 dy dz, (C.24)
a

Moz — moment wyzszego rzedu,

ow
Mo = [[ 2 d4ydz, 2
) / / 2 dyd: (C.25)



175

My3z — moment wyzszego rzedu,
Mys, = // y? -z dy dz, (C.26)
a
My3o — moment wyzszego rzedu,
Mys, = // y? - wdydz, (C.27)
a
Mz3y — moment wyzszego rzedu,
M, = // 23y dydz, (C.28)
a
Mz30 — moment wyzszego rzedu,
M, = // 23 wdydz, (C.29)
a
Mo3y — moment wyzszego rzedu,
M3, = // w3y dydz, (C.30)
a
Mo3z — moment wyzszego rzedu,
M, = //w3 -z dy dz, (C.31)
a
My2z2 — moment wyzszego rzedu,
My2,2 = // y? - 22 dy dz, (C.32)
a

My202 — moment wyzszego rzedu,

Myp,2 = // y? - w? dy dz, (C.33)
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My2o0y2 — moment wyzszego rzedu,

2
M2, 2 = // Y- (%) dy dz, (C.34)
My20z2 — moment wyzszego rzedu,
dw\ 2
2
My, > = //y : (%) dy dz, (C.35)

My2z — moment wyzszego rzedu,
My, = // y? - 2 dy dz, (C.36)
a
My20 — moment wyzszego rzedu,
My, = // y? - wdydz, (C.37)
a
My2oy — moment wyzszego rzedu,

Ow
My, , = // y?- o dy dz, (C.38)

a

My20z — moment wyzszego rzedu,
ow
My, . = / / y? - 5 dy dz, (C.39)
a
Mz202 — moment wyzszego rzedu,

M2, = // 22 w?dy dz, (C.40)

Mz20y2 — moment wyzszego rzedu,

2
My, = // 22 <‘Z—:> dy dz, (C.41)

a
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Mz20z2 — moment wyzszego rzedu,

2
M, 2 = // 22 (g—j) dy dz,

Mz2y — moment wyzszego rzedu,

Mzzy://22~ydydz,

Mz2o0 — moment wyzszego rzedu,

Mzzw://zz-wdydz,

Mz20y — moment wyzszego rzedu,

My, ://22-a—wdydz,
'Y ay

a

Mz20z — moment wyzszego rzedu,

My, = //22 . a—Wdydz,
12 82,

a

Mo2oy2 — moment wyzszego rzedu,

) 2
szw,z = //w2~ (6—:> dy dz,

Mo20z2 — moment wyzszego rzedu,

2
M2,z = // w? - (g—b:) dy dz,

a

Mo2y — moment wyzszego rzedu,

szy://wg-ydydz,

(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)
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Mo2z — moment wyzszego rzedu,

M, = //w2 -zdydz, (C.50)

Mo2oy — moment wyzszego rzedu,

Ow
_ 2
Mw2wy = //w . a—y dy dZ, (051)

a

Mo20z — moment wyzszego rzedu,

M2, = // w?. g—j dy dz, (C.52)

a

Myoy2 — moment wyzszego rzedu,

2
M,z = //y (g—;) dy dz, (C.53)

Myoz2 — moment wyzszego rzedu,

2
My, 2 = //y <Z_j> dy dz, (C.54)

Mzoy2 — moment wyzszego rzedu,

2
M,z = //z (g—;) dy dz, (C.55)

Mzoz2 — moment wyzszego rzedu,

2
M., 2 = //z <Z_j> dy dz, (C.56)

Myoy — moment wyzszego rzedu,

My, = / / —dydz (C.57)
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Myoz — moment wyzszego rzedu,

Ow
Ml/‘*%z = //y gdydz,

Mzoy — moment wyzszego rzedu,

Ow
M., = //z~a—ydydz,

Mzoz — moment wyzszego rzedu,

Mzwz://z-a—wdydz,
’ 0z

Mooy2 — moment wyzszego rzedu,

s ffo ()

Mooz2 — moment wyzszego rzedu,

s ffo (3 v

Mooy — moment wyzszego rzedu,

Ow
My, = //wa—y dy dz,

Mooz — moment wyzszego rzedu,

Mo, //w— dy dz,

My2zo — moment wyzszego rzedu,

://yQ-z-wdydz,

(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)

(C.63)

(C.64)

(C.65)
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Mz2yo — moment wyzszego rzedu,
M2y, = // 22y wdydz, (C.66)
a
Mo2yz — moment wyzszego rzedu,

M2, = // w2y zdydz, (C.67)

Myzoy2 — moment wyzszego rzedu,

Ow\ ?
Myzw,% = //y T2 <a_y> dy dZ, (068)

Myzoz2 — moment wyzszego rzedu,

2
My,,2 = //y z - <6_w> dz dz, (C.69)
'z ay

a

Myzo — moment wyzszego rzedu,
My., = //y-z-wdy dz, (C.70)
a
Myzoy — moment wyzszego rzedu,
Ow
My, = //y : za—y dy dz, (C.71)
a
Myzoz — moment wyzszego rzedu,

Ow
My, = //y K dy dz, (C.72)

Myooy2 — moment wyzszego rzedu,

2
My 2 = //yw <6_w) dy dz, (C.73)
'y ay

a
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Myooz2 — moment wyzszego rzedu,

dw\?
Myww,g ://yw (&) dy dz,

Mzooy2 — moment wyzszego rzedu,

2
M, 2 ://z-w~ (O_w) dy dz,
'y ay

a

Mzooz2 — moment wyzszego rzedu,

2
M, .2 ://z-w- <6_w> dy dz,
'z az

a

Myooy — moment wyzszego rzedu,

Oow
Myww,y ://y-w-a—ydydz,

a

Myooz — moment wyzszego rzedu,
Ow
My, ://y-uwgdydz,
a

Mzooy — moment wyzszego rzedu,

Ow
Mo, —//z~w~a—ydydz,

Mzooz — moment wyzszego rzedu,

Mzwwz—//z-w-a—wdydz.
’ 0z

Tablica transformacji Section.Transform moze mieé¢ postac:

(C.74)

(C.75)

(C.76)

(C.77)

(C.78)

(C.79)

(C.80)

Section. Transform =

1.0000 0.0000
0.0000 1.0000

Listing C.4. Tablica transformacji
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i jest liczona wedlug zaleznosci

[ cos(y) sin(3)
T= —sin(y) cos(y) |’ (C81)

Tablica Section.WarpNodes ma cztery kolumny. W pierwszej znajduja
sie kolejne numery wezléw wyrdznionych (w tablicy MarkNodes), w dwéch
kolejnych ich wspoétrzedne w uktadzie glownym centralnym, a ostatnia ko-
lumna zawiera wartoéci funkcji spaczenia:

Section.WarpNodes =
6.0000 7.3096 14.6129 85.4245
5.0000 —2.1904 14.6223 —47.0651
92.0000 —2.2050 —0.0411 0.2982

4.0000 7.3096 —14.4577 —85.4245

Listing C.5. Tablica wynikowa Section.WarpNodes

Na rys. C.1 pokazano przyktadowe okno programu SecPropFEM ze szki-
cem przekroju cienkosciennego (skladajacego sie z 869 elementéw). Po-
nadto na rysunku widaé poczatek O i osie uktadu wspéirzednych uzyt-
kownika, poczatek C' i osie uktadu gtéwnego centralnego, srodek zginania
S. Czerwonym kolorem sg oznaczone wyrdznione wezlty i wykryta krawedz
zewnetrzna przekroju poprzecznego.

Na gérnym pasku znajduja sie narzedzia:

— — powiekszanie i zmniejszanie szkicu przekroju,
Rotat . .
= — dowolny obrot szkicu,
Raoll , . .
& — obrét szkicu w plaszczyznie ekranu,
. —  przesuwanie szkicu,
U . . . , . .
== —  wlaczenie widoku w ukladzie wspélrzednych uzytkowni-
ka,
Principal

—  wlaczenie widoku w uktadzie wspoélrzednych gléwnych
centralnych,
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LS — wlaczenie wyswietlania numeréw wezlow,

Bements  —  wlaczenie wys$wietlania numeréw elementéw,

Ll — wlaczenie wy$wietlania zewnetrznej krawedzi,

versors —  wlaczenie wyswietlania normalnych zewnetrznej krawe-
dzi,

Warping  —  wlaczenie wySwietlania funkcji spaczenia,

Rys. C.1. Okno programu SecPropFEM

Mozna ponadto zmieni¢ warto$ci parametrow:

“ersors Multipl 72 .. . . .
P — warto$¢ mnoznika skali uzywanej przy ry-
sowaniu normalnych zewnetrznej krawedzi,

Wiarping huttipl 1 72 C . . . .
ping TLEEY —  wartos¢ mnoznika skali uzywanej przy ry-

sowaniu funkcji spaczenia.
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Na rys. C.2 pokazano przyktadowe okno programu SecPropFEM ze szki-
cem przekroju cienko$ciennego i narysowang funkcja spaczenia, oznaczona
kolorem zielonym.

| zoom | rotae Fol Pan || user | prcipal | [ Jrodes [ Jeenents [ |Edge [ versors [ Wearpng  verso

Rys. C.2. Okno programu SecPropFEM z narysowana funkcja spaczenia
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programowania PERL

W tym dodatku podano podstawowe informacje, ktére sa przeznaczo-
ne dla czytelnika nie zaznajomionego z problematyka budowy wyrazen
regularnych i jezykiem PERL. Wykorzystano treéci zawarte w literatu-
rze [21, 25, 29, 103, 104].

D.1. Wyrazenia regularne

Wyrazenia regularne (ang. reqular expressions) sa to wzorce, ktére opi-
suja tancuchy symboli. Teoria wyrazen regularnych jest zwigzana z teoria
jezykow regularnych. Wyrazenia regularne moga okresla¢ zbiér pasujacych
tancuchow, moga rowniez wyszczegdlniaé istotne czedci tancucha.

Wyrazenia regularne w praktyce znalazly bardzo szerokie zastosowanie,
pozwalaja bowiem w tatwy sposdb opisywac¢ wzorce tekstu, natomiast ist-
niejace algorytmy w efektywny sposéb okreslaja, czy podany ciag znakow
pasuje do wzorca lub wyszukuja w tekscie wystapienia wzorca. Wyrazenia
regularne w praktycznych zastosowaniach sa zapisywane za pomoca bogat-
szej 1 tatwiejszej w uzyciu skladni niz ta stosowana w rozwazaniach teo-
retycznych. Co wiecej, opisane nizej powszechnie wykorzystywane wstecz-
ne referencje (czyli uzycie wezeéniej dopasowanego fragmentu tekstu jako
cze$ci wzorca), powoduja, ze wyrazenie regularne je zawierajace moze nie
definiowaé jezyka regularnego.
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Wyrazenia regularne stanowia integralna cze$é¢ narzedzi systemowych
takich jak sed, grep, wielu edytoréw tekstu, jezykdéw programowania prze-
twarzajacych tekst AWK i PERL. Sa takze dostepne jako odrebne biblioteki
dla wszystkich jezykéw uzywanych obecnie.

Definicja wyrazen regularnych zaczerpnieta z informatyki teoretycznej
moéwi, ze wyrazeniem regularnym nad alfabetem Y nazywamy ciag zna-
kéw skladajacy sie z symboli 0, €, +, %, ), ( oraz symboli a; z alfabetu 2
nastepujacej postaci:

1. 0, e (stowo puste) sa wyrazeniami regularnymi.

2. Wszystkie symbole a; € ¥ sa wyrazeniami regularnymi.

3. Jesli e i eg sa wyrazeniami regularnymi, to sa nimi réwniez:

— e1x — domkniecie Kleene’ego,

— ey1e9 — konkatenacja,

— €1 + eg — suma,

— (e1) — grupowanie.

4. Waszystkie wyrazenia regularne sa postaci opisanej w punktach 1-3.
Wtlasnosci wyrazen regularnych:

—e+e=e,

— e1 + ex = eg + e; — suma jest przemienna,

— €e = ee = e — lancuch pusty jest elementem neutralnym konkatenacji,

— (e1+e2) + e3 = e + (e + e3) — suma jest taczna,

— (e1ez)es = eq(eges) — konkatenacja réwniez jest laczna,

— (e1+e2)X = e1 X +e3X - konkatenacja jest rozdzielna wzgledem sumy,

— X(61 +e2) = Xey + Xeg,

— exe = eex,

— (ex)* = ex — domkniecie Kleene’ego jest idempotentne (wlasciwosé ope-
ratora tzn. funkcji lub dziatania algebraicznego, ktora pozwala stosowaé
go wielokrotnie bez zmiany wyniku),

— XE€ k €k = exk.

Przyktady:

— e1x — dowolny ciag skladajacy sie z ej, na przyklad eje;, ejejereq,
a takze pusty,

— ejes — sekwencja, najpierw ep, nastepnie eo,
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— e1 + e — alternatywa, albo eq, albo e,

— wyrazenie (P+p)erl definiuje jezyk zawierajacy dokladnie dwa stowa:

,Perl” i perl”. To samo mozna wyrazi¢ wprost Perl+perl,

— wyrazenie (a+b)xbaba(a+b)x, definiuje jezyk wszystkich stéw nad alfa-

betem {a, b}, ktére zawieraja podstowo ,baba”.

W praktyce stosowany jest inny sposob zapisu wyrazen regularnych od

teoretycznego. W tabeli D.1 podsumowano podstawowe réznice.

Tabela D.1: Roéznice i czedci wspdlne zapisu teoretycznego

i praktycznego

Informatyka teore- | Praktyka | Komentarz

tyczna

0, € brak zbioru pustego nie podaje sie
wprost

() \(\) w niektérych implementacjach
(np. PERL) symbole specjalne
poprzedza sie¢ backslashem \

+ \l

0+1+2+3+a+b+c+d [0123abed] | zakres znakéw

lub krécej
[0—3a—d]

a+b+..+z+A+B+..+Z dowolny znak z alfabetu (tutaj
matle i duze litery, w praktyce
caly zestaw znakéw), w teore-
tycznym zapisie wymaga wyli-
czenia wszystkich znakéw z al-
fabetu

* \* 0 lub wiecej wystapien

e+e e? wyrazenie e wystepuje 0 lub
1 raz

ee+ e+ wyrazenie e wystepuje 1 lub

wiecej razy
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Informatyka teore- | Praktyka | Komentarz

tyczna

brak " metaznak oznaczajacy poczatek
tancucha (lub poczatek wiersza,
jesli przetwarzane sa wielowier-
szowe napisy )

brak $ metaznak oznaczajacy koniec
tancucha

eeee e{4} okreslona liczba powtérzen (tu-
taj 4)

eeee(e+?)(e+7)(e+7?) e{4,7} okreslony zakres liczby powto-
rzen wyrazenia e (tutaj od 4 do
7)

Podstawowe elementy wyrazen regularnych:

— kazdy znak, oprécz znakow specjalnych, okresla sam siebie, np. a okresla
tancuch ztozony ze znaku a,

— kolejne symbole oznaczaja, ze w lancuchu musza wystapi¢ dokladnie te
symbole w dokladnie takiej samej kolejnosci, np. ab oznacza ze tancuch
musi sktadac sie z litery a poprzedzajacej litere b,

— kropka . oznacza dowolny znak z wyjatkiem znaku nowego wiersza,

— znaki specjalne poprzedzone odwrotnym uko$nikiem \ powoduja, ze
poprzedzanym znakom nie sa nadawane zadne dodatkowe znaczenia
i oznaczaja same siebie, np. \. oznacza znak kropki (a nie dowolny
znak),

— zestaw znakéw miedzy nawiasami kwadratowymi oznacza jeden dowol-
ny znak objety nawiasami kwadratowymi, np. [abc] oznacza a, b lub c,
mozna uzywac takze przedzialéw: [a—c], daszek ~ na poczatku zestawu
oznacza wszystkie znaki oprécz tych z zestawu,

— pomiedzy nawiasami okraglymi ( i ) grupuje sie symbole, do ich pd6z-
niejszego wykorzystania,

— gwiazdka * po symbolu, (nawiasie, pojedynczym znaku) nazywana jest
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domknieciem Kleene’a i oznacza zero lub wiecej wystapien poprzedza-
jacego wyrazenia,

— znak zapytania ? po symbolu oznacza najwyzej jedno (by¢ moze zero)
wystapienie poprzedzajacego wyrazenia,

— plus + po symbolu oznacza co najmniej jedno wystapienie poprzedza-
jacego go wyrazenia,

— daszek "~ oznacza poczatek wiersza, dolar $ oznacza koniec wiersza,

— pionowa kreska | to operator alternatywy np. jesli napiszemy a|b|c ozna-
cza to, ze w danym wyrazeniu moze wystapi¢ a lub b lub c,

— znaki \< i \> oznaczajace poczatek i koniec wyrazu, np. \<al znajdzie
wszystkie wyrazy zaczynajace sie na al, natomiast et\> znajdzie wyrazy
ktore koncza sie na et.

Przyktady

— wyrazenie regularne, ktore opisuje kod pocztowy: [0—9]{2}—[0—9]{3},

— wyrazenie regularne reprezentujace liczbe rzeczywista sklada sie z na-
stepujacych elementéw: [+—]?[0—9]+(\.[0—-9]+)?,

— wyrazenie opisujace adresy poczty elektroniczne;j:
*[La—zA—Z0—9—]+(\.[a—zA—Z0—9—]+)x@[a—zA—Z0—9—]
+(\.J[a=zA—Z0—9—]{1, })*\.([a—zA—Z]{2,}){1}$.

D.2. Wybrane elementy jezyka PERL

PERL jest to interpretowany jezyk programowania autorstwa Larry’ego
Walla poczatkowo przeznaczony gléwnie do pracy z danymi tekstowymi,
obecnie uzywany do wielu innych zastosowan. Wzorowany na takich je-
zykach jak C oraz skryptowe: sed, AWK i sh. Nazwa jest akronimem stéw
Practical Extraction and Report Language.

PERL zostal zaprojektowany jako praktyczne narzedzie do analizy pli-
kéw tekstowych i tworzenia raportéw. Jednym z naczelnych hasel jest
»Mozna to zrobi¢ na rézne sposoby” (ang. There is more than one way to
do it — TIMTOWTDI — wymawiane jak Tim Toady). Wszechstronnosé
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jezyka pozwala na programowanie w réznych modelach: proceduralnym,

funkcyjnym czy obiektowym.

PERL posiada wigkszos¢ cech jezyka interpretowanego, ale nie wykonu-
je scisle kazdego wiersza kodu zrédtowego po kolei. Program jest najpierw
kompilowany do kodu posredniego (podobnie jak Java) i jednoczes$nie do-
konywana jest jego optymalizacja. Mozliwe jest skompilowanie programu
do kodu posredniego i uzywanie go zamiast postaci zrodtowej, jednak nadal
konieczny jest interpreter — program wykonujacy.

Cecha specyficzna jezyka jest wykorzystywanie znakéw przedrostko-
wych w réznych znaczeniach zaleznie od kontekstu, np:

— $a — zmienna skalarna a,

— ©@a — zmienna tablicowa a,

— $a[0] — element 0 zmiennej tablicowej a, ktory to element jest skalarem,

— $#a — warto$¢ ostatniego indeksu zmiennej tablicowe]j a,

— ©@%a[0] lub @{$a[0]} — dereferencja elementu 0 zmiennej tablicowej a, kto-
ry to element jest skalarem bedacym referencja do zmiennej tablicowej
(wyrazenie zwraca liste),

— @a[@b] — lista zlozona z elementéw tablicy a o indeksach bedacym ele-
mentami tablicy b,

— %a — tablica asocjacyjna lub hash a,

— $a{key} — wartos$¢ elementu o kluczu key nalezacego do a, ktory to ele-
ment jest skalarem,

— @a{@b} — lista zlozona z wartosci znajdujacych sie w a o kluczach be-
dacych elementami tablicy b (wyrazenie zwraca liste),

— ©@%a{$b[0]} lub @{$a{$b[0]}} — dereferencja wartosci nalezacej do a o klu-
czu réwnym wartosci elementu zero tablicy b, ktora to wartos¢ (ele-
mentu a) jest referencja do zmiennej tablicowej,

— $a—>{$b[0]}{$b[1]} lub $a—>{$b[0]}—>{$b[1]} — dereferencja zmiennej
skalarnej a bedacej referencja do tablicy asocjacyjnej, z ktorej pobrany
jest element odpowiadajacy kluczowi rownemu elementowi 0 tablicy b,
nastepuje jego dereferencja i z powstatej tablicy asocjacyjnej pobrany
jest element o kluczu réwnym elementowi 1 tablicy b.

W jezyku PERL wyrdézniamy m.in. nastepujace zmienne predefiniowane:
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— $_—jest to domyslny argument funkcji, w przypadku gdy jest ich wiecej
zapisuja sie w tablicy @_,

— $ — numer linii w czytanym pliku,

— @ARGV — globalna tablica z dodatkowymi parametrami, z ktorymi zo-
stal uruchomiony skrypt.

Jak w wiekszosci jezykdéw programowania, tak i w PERLu mozna po-
stugiwaé sie operatorami: przypisania (=), arytmetycznymi (+, —, *, \),
logicznymi (&&, ||, !) i por6wnania (eq, ne, It, gt, le, ge, cmp, ==, |=, <,
>, <=, >=, <=>). Posiada szereg instrukcji sterujacych: warunkowa if,
petle: for, foreach, while, do—until. Pozwala tez na definiowanie funkcji.

Ponadto PERL oferuje operatory wyrazen regularnych:

— dopasowanie tekstu: $Text =" /expression_1/; — znajduje tancuch
expression_1,

— podzial tekstu na czesci: @Table = split( /,/, $Text); — w tym przypad-
ku, dzielenie przy przecinkach,

— szukanie i zmiana $Text =" s/expression_1/ expression 2 /; — zamienia tan-

cuch expression_1 na tancuch expression_2.
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Model powtokowo-belkowy MES w analizie
statycznej i statecznosci konstrukcji o pretach
cienkosciennych otwartych

W pracy sformutowano modele matematyczne do analizy statycznej
i statecznosci sprezystych konstrukcji przestrzennych o pretach cienko-
Sciennych otwartych. W konstrukeji wyrézniono czesci (wezlty ramy, podpo-
ry, miejsca przylozenia obciazenia, miejsca z dodatkowymi wzmocnieniami
konstrukecyjnymi), ktore traktowano jako obiekty geometrycznie trojwy-
miarowe 3D (powlokowe) i pozostale czeSci uwazane za geometrycznie li-
niowe 1D (belkowe). Rozwiazania numeryczne otrzymano stosujac metode
elementéw skonczonych (MES) w catkowitym opisie Lagrange’a. Przy for-
mutowaniu macierzy dla elementéw skonczonych skorzystano z teorii plyt
Reisnera—Mindlina i teorii pretow cienko$ciennych Wtasowa. Rownania
przyrostowe rownowagi MES rozwiazywano metoda Newtona—Raphsona,
sterujac parametrem obciazenia lub wybranym przemieszczeniem.

Opracowano dwie metody analizy. W metodzie pierwszej, rownania cia-
glodci przemieszczen miedzy czedciami 3D i 1D konstrukeji traktowano jako
rownania wiezdéw i wilaczono do réwnan réwnowagi MES poprzez odpo-
wiednio zdefiniowana funkcje kary. W konsekwencji wymagato to opraco-
wania tzw. elementow przejsciowych, pomiedzy weztami powloki a weztem
cienkosciennego elementu skoniczonego. Jest to metoda ogdlna, mozliwa do
zastosowania przy rozwigzaniu zaréwno zagadnien liniowych jaki i nielinio-
wych. W pracy metode tg zastosowano do analizy statecznosci konstrukcji
cienkosciennych.
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W drugiej metodzie, obszary 3D konstrukeji, zdyskretyzowane elemen-
tami skonczonymi powlokowymi, kondensowano do tzw. przestrzennych
elementow weztowych, z translacyjnymi stopniami swobody na Sciankach,
taczacych te elementy z przylegajacymi do nich pretami cienko$ciennymi.
W konicu, stopnie swobody przestrzennych elementéw weztowych transfor-
mowano do cienko$ciennych belkowych stopni swobody. Taki model dys-
kretyzacji MES okazal sie by¢ szczegdlnie efektywny w analizie liniowej
ram o roznych, ztozonych przekrojach cienkosciennych.

Opisane modele zostaly zaimplementowane w autorskim programie kom-
puterowym AmFEM, dzialajacym w systemie obliczeniowym MATLAB.
Dodatkowo opracowano programy SecPropGRAPH i SecPropFEM, pomoc-
ne do obliczania charakterystyk geometrycznych przekroju poprzecznego
elementu cienkosciennego, niedostepnych w literaturze. Szczegdlnie duzo
uwagi poswiecono opracowaniu procedur do obliczania macierzy sztywno-
Sci stycznej i wektora sit wewnetrznych dla elementu cienkosciennego, ktére
w ramach przyjetych zatozen obliczano doktadnie. W tym celu skorzysta-
no z obliczen symbolicznych (oferowanych przez system MATLAB) i jezyka
programowania PERL, wspierajacego operacje z wykorzystaniem wyrazen
regularnych.

Wykonano liczne przyklady, ilustrujace wazniejsze cechy opracowanych
modeli analizy i wskazujace na efektywnos¢ proponowanych rozwiazan.
Zdaniem autora, metody te moga by¢ szczegdlnie przydatne w analizach, li-
niowej i geometrycznie nieliniowej, przestrzennych konstrukcji cienkoscien-
nych o dowolnie ztozonych przekrojach poprzecznych otwartych.



Shell-Beam FE Model in Static and Stability
Analysis of Thin-Walled Structures with Open
Cross-Section

Mathematical models for the static and stability analysis of elastic spa-
tial thin-walled structures with open cross-section were formulated in the
doctoral thesis. In the structure, parts treated as 3D (shell) geometric
objects (frame joints, supports, sites where loads are applied, sites with
additional bracing) and the remaining ones, considered as 1D (beam) geo-
metrically linear objects, were specified. Numerical solutions were obtained
using Finite Element Method (FEM) with the Total Lagrangian Appro-
ach. While computing matrices for finite elements, Reisner—-Mindlin plate
theory and Vlasov thin-walled beam theory were employed. FEM equili-
brium governing equations were solved with the Newton—Raphson method,
controlling the load parameter or a selected displacement.

Two analysis methods were developed. In the first method, the equ-
ations accounting for the continuity of displacements between the 3D and
1D structure parts, were treated as constraints equations and included in
FEM equilibrium equations due to the properly defined penalty function.
As a result, it was necessary to include the so-called transition elements
between the shell nodes and beam nodes. The method is general and can
be applied to solving both linear and non-linear problems. In the study,
the method was used to analyse the stability of thin-walled structures.

In the other method, 3D parts of the structure were discreted with the
shell finite elements and condensed to the so-called space joint elements
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with translational degrees of freedom on the walls, which connected those
elements to the adjacent thin-walled beams. Finally, the degrees of freedom
of space joint elements were transformed to thin-walled beam degrees of
freedom. Such a FEM discretization model proved to be particularly effec-
tive for the linear analysis of frames with different, complex cross-sections.

The models described above were implemented into the AmFEM compu-
ter program, developed by the author, which was running under MATLAB
computing software. Additionally, SecPropGRAPH and SecPropFEM pro-
grams were written that facilitated computing the geometric characteristics
of the thin-walled element cross-section, which were not available in the li-
terature on the subject. A lot of attention was given to devising procedures
for the calculations of tangent matrices and internal forces vector for the
thin-walled element, which in accordance with the assumptions adopted,
were computed accurately. Symbolic calculations (provided by MATLAB
software) and PERL programming language, supporting operations that
employ regular expressions, were used.

Many examples were performed to illustrate major features of the pro-
posed analysis methods and to indicate the effectiveness of the solutions
put forward. In the author’s opinion, the methods can help with linear
and geometrically non-linear analyses of spatial thin-walled structures with
arbitrarily complex open cross-sections.
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