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Informacje ogélne
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Informacje ogélne

Budynek C, pokdj 3.26
sk@tu.kielce.pl

Materiaty do pobrania, aktualnosci, terminy zaliczen
http://staff.tu.kielce.pl/sk

dr inz. Stawomir Koczubiej Elementy projektowania inzynierskiego 3/146



Informacje ogélne

Organizacja wyktadéw

o Wyktady s3 nieobowigzkowe (zgodnie z postanowieniami regulaminu), ale...

o Na wyktfady czasem warto zajrzec.

Warunki zaliczenia wyktadu

Test zaliczeniowy po zakonczeniu wyktadow.
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Informacje ogélne

Organizacja laboratoriéw

@ Zajecia laboratoryjne sg obowigzkowe.

@ Dopuszcza sie jedng nieobecno$é.

o Wieksza liczba nieobecnosci powoduje zmniejszenie oceny do niedostatecznej
wiacznie (3 lub wiecej nieobecnosci).

o W przypadku usprawiedliwionej nieobecnosci zajecia mozna odrobi¢ z inng
grupa (jesli istnieje taka mozliwos¢).

Warunki zaliczenia laboratoriéw

Wykonanie ¢wiczen i raportéw z zadanych przyktadéw obliczen komputerowych.
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Informacje ogélne

Studia | i Il stopnia

Nauczanie powinno dotyczy¢:

o Wiedzy — podstawowe zasady, ich interpretacje i opis zastosowan.

o Biegtosci — przyswajanie dzieki praktyce (np. postugiwania sie sprzetem).

o Umiejetnosci — praktycznego stosowania wiedzy i biegtosci (jak? — studia |
stopnia).

o Rozumienia — pozwalajacego na dziatalno$¢ kreatywna (dlaczego? — studia
Il stopnia).
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Informacje ogélne

Cele przedmiotu

@ Rozwiniecie tresci przedmiotu Projektowanie inZynierskie w celu zrozumienia
jakie metody analizy komputerowej byty wykorzystywane w programach
komputerowych (np. SolidWorks/COSMOS) przy projektowaniu konstrukgji
(w szczegdlnosci czedci maszyn). Przyktadem takiej metody komputerowe;j
jest Metoda Elementéw Skonczonych (MES).

o Uogdlnienie pojecia projektowanie i blizsze zdefiniowanie struktury procesu
projektowania.
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Informacje ogélne

Tres¢ wyktadow

@ Podstawowe pojecia i definicje, sformutowanie lokalne i globalne problemu
brzegowego.

@ Przyktad projektowania technicznego — projektowanie elementéw konstrukgji.

o Komputerowe wspomaganie projektowania technicznego — schemat
numerycznej analizy konstrukcji.

@ Sformutowanie podstawowych modeli matematycznych opisujacych problemy
inzynierskie.

o Budowa modelu komputerowego (numerycznego) do analizy stanu
mechanicznego konstrukgcji.

Podstawy teoretyczne projektowania inzynierskiego.
Inzynieria systeméw w projektowaniu.
Charakterystyka procesu projektowania.

Komputerowe wspomaganie projektowania.

Podstawowe informacje o Polskich Normach.
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Informacje ogélne

Tres$¢ laboratoriéw

@ Przypomnienie systemu komputerowego wspomagania obliczen inzynierskich.

@ Modelowanie komputerowe i projektowanie wybranych elementéw konstrukgji.
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Informacje ogélne

o Gasiorek E. Podstawy projektowania inzynierskiego. Wydawnictwo
Uniwersytetu Ekonomicznego, Wroctaw 2011.

o Cichon C. Metody obliczeniowe. Wybrane zagadnienia. Wydawnictwo
Politechniki Swietokrzyskiej, Kielce 2005.

o Rakowski G., Kacprzyk Z. Metoda elementéw skonczonych w mechanice
konstrukcji. Wydawnictwo Politechniki Warszawskiej, Warszawa 1993.

o Hurst K. Engineering Design Principles. Butterworth-Heinemann/Elsevier,
Oxford 1999.

Engineering
Design

..............

Podstawy projektowania
intynierskiego

oo

Ken Hurst
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Uwagi wstepne

© Uwagi wstepne
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Uwagi wstepne

Metody komputerowe

Metoda komputerowa to proces analizy zagadnienia z wykorzystaniem
przyblizonych metod obliczeniowych, zaimplementowanych jako programy
komputerowe. Metody rozwigzan przyblizonych, wykorzystywane min.

w mechanice, mechanice ptynéw, elektrodynamice, termodynamice.

W formutowaniu tych metod korzysta sie w duzym stopniu z zaawansowanego
aparatu matematycznego (metody wariacyjne, analiza funkcjonalna) co pozwala
rozwigzywa¢ skomplikowane zagadnienia i dowodzi¢ zbieznosci ich rozwiazania.
Wsréd metod komputerowych mozna wymienié metode elementéw
skoficzonych (MES), metode elementéw brzegowych (MEB), uogdlniona
metode rdznic skonczonych (UMRS) czy bezelementowa metode Galerkina
(BMG).
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Uwagi wstepne

Metoda komputerowa najczesciej wigzana jest z pakietami CAE (Computer Aided
Engineering). Sa to programy wykorzystujace zaawansowane metody
komputerowe, umozliwiajace modelowanie szeregu zjawisk fizycznych,
zachodzacych w uktadach o zréznicowanym stopniu ztozonoéci — poczawszy od
prostych bryt, skonczywszy na kompletnych zespotach czesci.

Programy te umozliwiaja symulacje kinematyki lub dynamiki uktadu, analize
przeptywu ciepta i masy, naprezen i innych cech projektowanego wyrobu. Pozwala
to na znaczne przyspieszenie procesu projektowania i przede wszystkim na
obnizenie kosztéw projektowania. Do tej grupy oprogramowania nalezag m. in.
Abaqus, ADINA, ANSYS, NX Nastran, FEMAP.
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Uwagi wstepne

Termin metoda komputerowa czesto jest uzywana jako nazwa procesu
projektowania lub analizy konstrukcji z wykorzystaniem programowania typu
CAD/CAM/CAE.
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Uwagi wstepne
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Uwagi wstepne

Symulacje komputerowe:

@ zastepuja i wspomagaja badania
eksperymentalne (na modelach
materialnych),

@ zastepuja i wspomagaja metody
analityczne (ale nie zastepuja
modelowania).
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Uwagi wstepne

Realizacja metody komputerowej

i i metody | |
komputerowe
~{SG | “Mies, mEB, [
- [sw MRS ||
idealizacja dyskretyzacja rozwigzanie
\
model model model
fizyczny matematyczny numeryczny komputerowy
A A
obiekt metody
rzeczywisty numeryczne dyskretne
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Uwagi wstepne

Symulacja komputerowa obliczer sktada sie z czterech etapéw. W etapie
pierwszym ma miejsce idealizacja obiektu rzeczywistego poprzez przyjecie
uzasadnionych zatozen upraszczajacych oraz wyspecyfikowanie zmiennych najlepie;j
opisujacych obiekt (model fizyczny). Zatozenia dotyczg przede wszystkim
geometrii obiektu, materiatu ktérego jest wykonany, obciazen i przysztych
warunkéw uzytkowania (warunkéw Srodowiskowych i okresu planowane;
eksploatacji obiektu). Na tej podstawie budowany jest model matematyczny
obiektu.

Drugim etapem jest dyskretyzacja, przetwarzajaca ciagty model matematyczny,

na ogdt w postaci uktadéw réwnan rézniczkowych, lub pewnego funkcjonatu,
w model numeryczny w formie uktadéw réwnan algebraicznych.
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Uwagi wstepne

Trzecim etapem symulacji komputerowej jest rozwiazanie, czyli napisanie
stosownego programu komputerowego, przetestowanie i wykonanie obliczen.

| w koncu najwazniejszy — czwarty etap, jakim jest weryfikacja wynikéw
obliczen. Mozliwosci popetnienia btedéw jest wiele, moga one wystapi¢ na kazdym
z trzech pierwszych etapéw. W rezultacie poprawiania tych btedéw powinnismy

w koncu otrzymac rozwigzanie optymalne.
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Uwagi wstepne

Proces modelowania

Konstrukeja rzeczywista

Model matematyczny
T1=1/2[E(x)A(x)(u' (x))*dx-[q(x)u(x)dx+ZF Q
0<x<L

u(x=0)=0
N(x=L)=EA(du/dx)

Model numeryczny

F, F, F,
. @ i) 1)
[AGHNERAR ») EE (s )—
w| P w,| ” w,|

¢

Celem procesu modelowania jest otrzymanie modelu, ujmujacego najistotniejsze
wiasciwosci konstrukcji i jej zachowanie pod dziataniem obcigzen, i dostosowanego
do narzedzi obliczeniowych.
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Uwagi wstepne

Modelem matematycznym moga by¢ odpowiednio sformutowane problemy
brzegowe (lub poczatkowo brzegowe) dla réwnai rézniczkowych (zwyczajnych lub
czastkowych) lub pewne funkcjonaty podlegajace minimalizacji.

Pierwszy przypadek to sformutowanie lokalne (SL), drugi natomiast to
sformutowanie globalne problemu (SG). W budowie komputerowej metody
analizy konstrukgcji preferowane jest sformutowanie globalne.

Trudnoé¢ jednakze polega na tym, ze nie wszystkie problemy, a tylko tzw.
problemy samosprzezone mozemy réwnowaznie opisaé w sformutowaniu lokalnym
lub globalnym. Przyktadem problemu samosprzezonego jest liniowy problem
teorii sprezystosci (LPTS) opisany 15. réwnaniami r6zniczkowo-algebraicznymi
ze stosownymi warunkami brzegowymi lub pewnym funkcjonatem.

Funkcjonatem w LPTS bedzie funkcjonat catkowitej energii potencjalnej
uktadu.
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Uwagi wstepne

Jesli rozwazany problem w sformutowaniu lokalnym nie jest problemem
samosprzezonym, mozna budowaé réwnanie catkowe wykorzystujac metody
wariacyjne (SW).

Metody wariacyjne pozwalaja na szukanie rozwigzania réwnania rézniczkowego
budujac waZzone réwnania catkowe, ktére w naturalny sposéb tworza baze dla
otrzymania rozwigzan przyblizonych. Podstawowym modelem bedzie
sformutowanie lokalne w postaci réwnania rézniczkowego.

Wsréd metod wariacyjnych mozemy wyrézni¢ metode Rayleigha-Ritza, lub
metody residuéw wazonych np. kollokacji, najmniejszych kwadratéw,
Bubnowa-Galerkina.

Metody komputerowe z matematycznego punktu widzenia s3 pewnymi
procedurami rozwigzan, dostosowanymi do mozliwosci obliczeniowych, jakie
powstaty wraz z rozwojem komputeréw i technik informatycznych.
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Uwagi wstepne

Analiza i synteza konstrukcji

Analiza konstrukcji
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Uwagi wstepne

Elementy konstrukcji

Pret Belka
1 i —— i
Tarcza
Ptyta

L/
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Uwagi wstepne

Algorytm projektowania

obliczenia wytrzymato$ciowe

- wymiarowanie
element konstrukcji sprawdzenie czy zatozony przekrdj
(belka, ptyta, ...) »| gwarantuje nie wystepowanie

niebezpiecznego stanu zniszczenia

zatozenia l

[ prayieeie materiata | '

i wstepnych wymiaréow 0,x=Cy,

. ep .Y 5/ Al SA’;;
obliczenia o
statyczne y NIE | TAK

obliczenie przemieszczeri, l

sit przekrojowych A

inaprezen <—W STOP
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Uwagi wstepne

Przyktad projektowania
Zaprojektowac pret o statym przekroju poprzecznym.

T F S

1

Mamy nastepujace dane:

o L;=0,5m, o 71 =20kN,
o [, =1m, e T, =—5kN,
o L3:O,5m, ° T3:].OkN
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Uwagi wstepne

Przyjmujemy pret kwadratowy o wymiarach 12 mm x 12 mm, wykonany ze stali
konstrukcyjnej St3SX, dla ktorej:

o E =205 10° N/m,
(] Odop = 205 - 106 N/m2,
o Algyop = L/400 = 2/400 = 0,005 m.

Pole powierzchni przekroju poprzecznego A bedzie réwne:

A=0,012-0,012=1,44-10"* m?.
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Uwagi wstepne

Projektowanie ze wzgledu na niebezpieczny stan zniszczenia

AF
25 kN
20 kN
[5kN 10 kN
T=20KN| T=5kN  {T=10kN|
x=0 x='0,5 x='1,5 =2 x

Z wykresu sit podtuznych odczytamy:

Frax = 25 - 103 N/m2,
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Uwagi wstepne

Maksymalne naprezenia beda wynosic:

Frox  25-10% 6
max — - :173,610 N/m2.
Tmax = AT T 1, 44.10-% /

Zatem warunek bezpieczenstwa:

O max < Odop;

jest spetniony.
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Uwagi wstepne

Projektowanie ze wzgledu na niebezpieczny stan uzytkowania
Wydtuzenie preta bedzie wynosi¢:
3
Fi . Li 3
-1 (20-0,5+15-1+25-0,5)-10

Al = - —0,00127 m.
ma E-A 205-10°- 1,44 - 104 0,00127m

Zatem warunek bezpieczenstwa:

ALmax < ALdopa

jest spetniony.
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

© Sformutowanie lokalne problemu brzegowego
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Rozwazmy pret o powierzchni przekroju poprzecznego A(x) i dtugosci L. Pret
zrobiony jest z materiatu o module Younga E. Pret jest obcigzony obcigzeniem
ciagtym dziatajagcym wzdtuz osi preta o intensywnosci q(x) i sita skupiong T.

E A(x) — —

1 L
.

-

Tak zdefiniowany problem moze by¢ uznany za problem jednowymiarowy, jesli
wymiary przekroju poprzecznego preta s3 mate w stosunku do jego dtugosci, co
pozwala przyjaé, ze naprezenia po wysokosci preta s3 pomijalnie mate w stosunku
do naprezen wzdtuz preta.
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Réwnanie rézniczkowe, bedace modelem matematycznym problemu preta
rozcigganego, otrzymamy rozwazajac nieskonczenie maty element dx preta.

9(x)

F(x) F(x)+dF(x)

/;(x) H A(x’+dx)
dx

F(x) i F(x) 4+ dF(x) sa sitami normalnymi dziatajacymi w przekrojach A(x)
i A(x + dx). Korzystajac z warunku réwnowagi mozemy zapisa

—F(x) + F(x) + dF(x) + g(x)dx = 0.

Zatem, nasze réwnanie bedzie miato postaé

dF(x) _
dX q(X)_Ov
0<x<L.

dr inz. Stawomir Koczubiej Elementy projektowania inzynierskiego 33/146



Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Site normalng (podtuzna) stanowi suma naprezef normalnych na catym
przekroju. Jesli naprezenia s3 state w przekroju preta, to mozemy je okresli¢
z zaleznosci Flx)
X
7= a0
i nastepnie
F(x) = ox(x)A(x).
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Wykorzystujac réwnanie fizyczne (konstytutywne, Hooke'a) okreslajace zaleznos¢
odksztatcenia od naprezenia

ox(x) = Eex(x),

i rownanie geometryczne (Cauchy’ego) wigzace ze zoba przemieszczenia
i odksztatcenia

_ du(x)
ex(x) = dx ’
bedziemy mogli napisa¢
du(x)
F(x)=EA
(x) = EAC) S
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Wykorzystujac zaleznos¢

du(x)
F(x)=EA
(x) = EA() <52,
bedziemy mogli zapisa¢ réwnanie rézniczkowe w formie
d du(x)
o (Ea00%2) a0 o
0<x<L,
lub jesli EA = const.
d?u(x)
EA e +q(x) =0,
0<x <L
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Do rozwigzania takiego réownania rézniczkowego potrzebne jest jeszcze
sformufowanie warunkéw brzegowych na brzegach preta.

Réwnanie jest drugiego rzedu, zatem wymagane sg dwa warunki brzegowe,
ustalajace wartos¢ przemieszczenia u lub sity T. Jednoznaczno$é rozwiazania
wymaga, aby warunki brzegowy podane byty na dwéch réznych brzegach.

u(x =0) =0,
Fx=0)= A% — 7o el _1
dx |, dx |,

Pierwszy warunek dla funkcji u nazywany jest podstawowym (kinematycznym)

u
warunekiem brzegowym, natomiast drugi, dla pochodnej funkcji o jest nazywany
X

naturalnym (statycznym) warunkiem brzegowym.
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Sformutowanie lokalne problemu brzegowego

Ostatecznie model matematyczny problemu preta rozcigganego bedzie miat
postac

& (£200%22) 10 =0,

0<x<lL,
u(x =0) =0,
F(x=1L)= EAd—u =T.
dx |,
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

@ Sformutowanie globalne problemu brzegowego

dr inz. Stawomir Koczubiej Elementy projektowania inzynierskiego 39/146



Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Poprzednie réwnania problemu brzegowego sformutowaliSmy analizujac stan
réwnowagi w punkcie materialnym ciata. W efekcie otrzymaliSmy réwnanie
rézniczkowe. Taki sposéb budowania modeli matematycznych uzasadnia nazwe
sformutowanie lokalne problemu.

Innym sposobem jest sformufowanie globalne, w ktérym rozwiazanie
otrzymujemy w wyniku minimalizacji pewnego funkcjonatu.

W analizie zagadnien mechaniki ciata sprezystego takim funkcjonatem jest
catkowita energia potencjalna.

Problem, ktérego rozwigzanie mozna otrzymac rozwiazujac réwnanie rézniczkowe
lub minimalizujac odpowiedni funkcjonat, nazywa sie problemem
samosprzezonym.
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Kazde ciato pod dziataniem sit zewnetrznych doznaje deformacji, na ktérych sity
obcigzajace wykonuja pewnga prace L. Praca ta w przypadku adiabatycznego
procesu termodynamicznego (takiego, podczas ktérego izolowany uktad nie
nawigzuje wymiany ciepta, lecz catos$¢ energii jest dostarczana lub odbierana

z niego jako praca, nie zachodzi dyssypacja energii) jest niezalezna od sposobu jej
wykonania i rébwna sie przyrostowi energii wewnetrznej uktadu W, czyli takiej
funkgji, ktérej przyrost jest réwny pracy dostarczonej uktadowi

L=W.
Réwnos¢ ta wynika z | prawa termodynamiki dla proceséw adiabatycznych.

Takie cechy s3 charakterystyczne dla uktadéw sprezystych.
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Mozna dowie$¢, ze w przypadku ciata sprezystego i obciazen statycznych energia
wewnetrzna uktadu jest jest réwna energii potencjalnej, ktéra réwna sie pracy sit
wewnetrznych na odksztatceniach przez nie wywotanych i nazywana jest energig
sprezysta uktadu U.

S
I
<

Energia sprezysta

Podsumowujac, dla ciat sprezystych i procesu adiabatycznego energia sprezysta U
to praca sit wewnetrznych na odksztatceniach przez nie wywotanych.

Energia ta jest odwracalna, co oznacza, ze po usunieciu sit obcigzajacych zuzywa
sie na odzyskanie poczatkowe] konfiguracji ciata i w nie naprezonym i nie
odksztatconym stanie jest réwna zeru.
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Energie sprezysta mozna zapisaé w formie

U:/d)dV.
1%

gdzie ® jest energia sprezysta wiasciwa (gestoscig energii sprezystej) i dla ciata
Hooke'a wynosi
@ w zapisie wskaznikowym

1
o = 50,}'8,’],
@ w zapisie macierzowym
1
d=_0'c.
2
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Na rysunku oznaczono:
o V — objetos¢ ciata,
@ S — brzeg ciata ze zdefiniowanymi
warunkami brzegowymi,
@ g — wektor intensywnosci sit objetosciowych,
o t — wektor intensywnosci sit
powierzchniowych.

X
Catkowita energia potencjalna ciata sprezystego bedzie zatem réwna

M=U-1L,
1 1 1
M= - peidV — = wupdV — = t,','d,
2/‘/0'J€J 2/Vgu 2/5u S
lub 1 1 1
I'I:—/aTedV——/ungV——/uTtdS.
2)y 2 )y 2)s
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

E A(x) L

1 L
.

——

W przypadku sformutowania globalnego preta rozcigganego, musimy wyznaczyé
catkowita energie potencjalna preta I1

N=U-Ly—Lp,

gdzie U jest energia sprezysta preta, Lg jest praca obcigzenia ciagtego a L1 to
praca obcigzenia skupionego.
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Energia sprezysta wynosi
1
U= = [oedy,
2y

wykorzystujac dodatkowo

mozemy napisaé

U= %/LEA(X)EZ(X) dx = %/LEA(X) (dz(;)>2 dx.

Dla EA = const. bedziemy mogli napisaé

U:%EA/L<dZ(XX)>2dx.
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Sformutowanie globalne problemu brzegowego

Praca obcigzenia ciggtego wynosi

Lg= /Lq(x)u(x) dx,
a praca obciazenia skupionego na koncu preta
L+ = Tu(L).

Ostatecznie, catkowita energia potencjalna preta wynosi

M=U-Lg—Lr= %EA/L<du(X)>2 dx — /Lq(x)u(x)dx ~ Tu(L).

dx

Rozwigzaniem tak sformufowanego zadania bedzie taka funkcja przemieszczenia
u(x), dla ktérej energia potencjalna I osiagnie minimum.

Spostrzezenie: zalezno$¢ na energie potencjalng I nie zawiera drugiej pochodnej
2

funkcji przemieszczen Fel réwnanie rézniczkowe zawierato!
X
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

© Wprowadzenie do metody elementéw skoriczonych
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Woprowadzenie do metody elementéw skonczonych

Metoda elementéw skoriczonych (MES) jest pewng procedura wariacyjna
rozwigzywania réwnan rézniczkowych, w ktérej funkcje aproksymacyjne sa
wyznaczane w obszarze zastapionym przez zbiér prostych podobszaréw
(elementéw skoniczonych), na jakie obszar ten zostat podzielony. Funkcje
aproksymacyjne sg wielomianami algebraicznymi, wyznaczonymi wedtug zasad
aproksymacji interpolacyjne;j.

Co to jest MES dla inzyniera?

MES jest numeryczna metoda obliczeniowa, pozwalajaca na znalezienie w sposéb
przyblizony i dyskretny funkgcji rozwigzujacych problem brzegowy. W przypadku
interesujacych nas zadan liniowej teorii sprezystosci (mechanika ciata statego),
szukang funkcja beda przemieszczenia, zatem bedziemy mogli wyznaczyé réwniez
odksztafcenia i naprezenia. Podstawowa zaleta metody jest mozliwos¢ uzyskiwania
wynikéw dla skomplikowanych ksztattéw, dla ktérych niemozliwe jest
przeprowadzenie obliczen analitycznych.
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Woprowadzenie do metody elementéw skonczonych

Dlaczego warto poznaé MES?

@ Dla wielu praktycznych probleméw inzynierskich nie udaje znalez¢ sie
rozwiazania analitycznego (skomplikowany obszar rozwiazanie, nieliniowosci).

o Dzieki metodzie numerycznej mozna tatwo i tanio zrozumie¢ zachowanie
uktadu i zbadaé wptyw réznych parametréw na rozwigzanie przyblizone.

o W modelowaniu mozna uwzgledni¢ wiecej waznych cech niz gdyby
rozwigzanie miato by¢ analityczne.

o Bez zrozumienia fizyki i podstaw teoretycznych MES mozna uzyskac wyniki,
ale nie da sie ocenic¢ ich wartosci.

@ Znajomo$¢ MES jest niezbedna dla nowoczesnego inzyniera, bo jest to
dominujaca technologia obliczeniowa.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Co wiemy o liczbie 77
@ wynosi w przyblizeniu m ~ 3,1415.. .,
@ wyraza iloraz obwodu okregu i jego Srednicy,
e ma $wieto 14 marca (03.14).

Jak obliczy¢ wartos¢ liczby 77

000

Pomyst Archimedesa (250BC): $rednia arytmetyczna z obwodu wielokatéw
wpisanego i opisanego na okre;gu odniesiona do $rednicy okregu. Wykonat
obliczenia dla wielokata o 96 bokach. Otrzymat wynik

me (38;31) = 7 ~3,1418. ..
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Metoda podobna, cho¢ troszke nowsza.

1 R6 )
‘ ; )
3¢ o4
Mozemy napisac
-y,
360° 360°
200 = >a=—7,
n 2n
. Y2l .
sin(a) = = In = 2rsin(a),
/ / n-l, n-2rsin(a)
F_E_Z’iﬂ-w 2r 2r = nsin().
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Policzmy

n=1, a = 180°, sin(a) =0, w0,
n=2, o =90°, sin(a) =1, ~ 2,
. V3 V3
n=3, = 60°, sin(a) = - ™3 - = 12,5081,
. V2 V2
n=4, =450, sin(a) = - ™R 4 - = 12,8284,
Kolejne przyblizenia wartosci liczby :
n ™ n ™
1 0,000000000000000 64 3,140331156954753
2 2,000000000000000 128 3,141277250932773
4 2,828427124746190 256 3,141513801144301
8 3,061467458920718 512 3,141572940367091

16  3,121445152258052 | 1024  3,141591421511200

32 3,136548490545939 | 2048  3,141592345570118
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Woprowadzenie do metody elementéw skonczonych

Co ma MES do 77

MES = dyskretyzacja + aproksymacja (interpolacja)

Postepowanie MES dla probleméw mechaniki:

@ dzielimy konstrukcje na proste fragmenty, ktére nazwiemy elementami
skonczonymi, elementy skonczone s3 potaczone ze sobg we wspdlnych
w weztach,

o formutujemy zagadnienie dla kazdego elementu skonczonego, czyli
w przypadku mechaniki okre$lamy réwnania réwnowagi rozwigzania
przyblizonego (zalezno$ci pomiedzy naprezeniami lub sitami uogdlnionymi
a przemieszczeniami w weztach),

o sktadamy elementy skonczone i rozwigzujemy cate zagadnienie
uwzgledniajac warunki zgodno$ci przemieszczeh w weztach, warunki
réwnowagi, warunki brzegowe, w wyniku tego wyznaczamy przemieszczenia
w wezfach,

o dla kazdego elementu skonczonego, znajac jego przemieszczenia, obliczamy
sity, odksztatcenia, naprezenia dziatajace w elemencie.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Idealizacja i dyskretyzacja konstrukcji

Obiekt
rzeczywisty

Idealizacja
Dyskretyzacja

Model
obliczeniowy
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Przyktady elementéw skonczonych.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Btedy w modelowaniu MES

> MES
idealizacja dyskretyzacja rozwigzanie
\
obiekt model model .
rzeczywisty matematyczny numeryczny dyskretne
A A A

btad rozwigzania

blad rozwigzania i dyskretyzacji

blad rozwigzania i modelowania

o Btad modelowania.
o Bfad dyskretyzacji.
o Bfad rozwiazania.

dr inz. Stawomir Koczubiej

Elementy projektowania inzynierskiego 57/146



do metody elementéw skonczonych

Rozumienie dziatania konstrukcji

dr inz. Stawomir Koczubiej

Elementy projektowania inzynierskiego
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Uwagal!

Dla potrzeb zrozumienia podstawowych etapéw procedury MES, znalezienia
pewnych cech charakterystycznych ilustrujagcych metode MES i zdefiniowania
pewnych poje¢ zwigzanych z MES, tymczasowo potraktujemy metode jako
sposob bezposredniego budowania réwnan rownowagi konstrukcji, przez
rozwazenie rébwnowagi pewnych podobszaréw, a nastepnie ich ztozenie w jeden,
globalny uktfad réwnan réwnowagi.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Przyktadem najprostszego elementu skonczonego moze by¢ sprezyna o sztywnosci
k.

[e]

KHH@HHZ@RHH L

| | X

Fepl— s K Pl — 1t
Podstawowe parametry elementu skonczonego:

o wezty: i, j (oznaczenie lokalne, zwigzane z elementem skoficzonym),
o sztywnos$¢: k€,
o przemieszczenia w weztach: u$, u$ (oznaczenie lokalne),

g
o sity w wezfach: Ff, Ff (oznaczenie lokalne).
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Zwiazek sity z przemieszczeniem mozemy napisaé w postaci

Fe =k®- Au®,
Au® = uf — uf.

Korzystajac z warunku réwnowagi, mozemy napisac
i dla kazdego z dwdch weztéw

F,-ez—Fe:—ke(uf—u:-s):ke-u}s—ke-u'-3
F?:Fe:ke(uj‘?—u?):—ke'uf—f—ke'uf.

J 1

Zapiszmy ten uktad w postaci macierzowe;j

ke ke | [ ue Fs
ke ke | | F
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Po oznaczeniu

ke —ke
e —

K = _ke ke 5

ut

e ]

ut = P

J

Fe

e __ ]

J

uktad réwnan bedzie miat forme
Keue — Fe

gdzie:
o K¢ — macierz sztywnosci elementu skonczonego,
@ u® — wektor przemieszczen elementu skonczonego,

o F¢ — wektor sit weztowych elementu (obciazenie, reakcje).
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Ke — ke —ke
—ke ke |’
Spostrzezenia:
@ macierz sztywnosci K¢ jest symetryczna K& = (K®)T,

@ policzmy wyznacznik macierzy sztywnosci
K| = ke K — (—ke)(—k) = (K = (k)2 = 0,
Co to oznacza? Czy mozemy rozwigza¢ réwnania? Jaka jest interpretacja fizyczna?

Warto zaznaczy¢, ze wystarczy podac¢ tylko jeden warunek brzegowy dla
przemieszczenia u®, zeby rozwigzac réwnania.

e

Jezeli uf = 0 (zamocowalismy koniec i sprezyny), to uf = T
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Rozwazmy uktad dwéch sprezyn

® ® ®
u_ﬁ_)Fl u2_>{_)F2 u3_>{_)1:3

1

, 1@ L @0 @ -,
Uy =1 ja Uy—=r—> U g2 — U
Fl— Fl—>—F’ — F;

Dla kazdego elementu skonczonego, mozemy napisa¢ uktad réwnan réwnowagi
(uzywany oznaczen lokalnych)

1 1 1 1
kt —k up | F
1 1 1| 1]
—k k U F5
2 2 2 2
ke —k up | Fi
2 2 2 2
—k k uj Fs
dr inz. Stawomir Koczubiej
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

W kazdym wezle oznaczmy przemieszczenia (korzystamy z warunku zgodnosci
przemieszczen w wezle 2)

Ul — lJl7
1 2
Uy = Uy = Uy,
2
uz = us,

i sity, korzystajac z warunku réwnowagi

Fi=F{,
F, = Fy + F7,
F3=F;,

co prowadzi do zaleznosci
F1 = klul — k1U2,
Fo = —kl'up + Klup + Kup — K us,
F3 = —k2U2 + k2U3.
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Po przeksztatceniu otrzymamy
Fl = klul - kIU2,
Fo=—k'uy + (k' + K7) up — K us,
F3 —k2U2 + k2U3.

Wykorzystujac powyzsze réwnania, réwnania réwnowagi dla elementéw
skonczonych w zapisie macierzowym beda miaty postaé

k1 —kt 0 u = ul Fi1=F}
kb KL+ k2 —k? w=u=u |=| L= F2 +F
0 —k? k? u3 = U3 F=F
lub krétko
Ku=F,

gdzie:
o K — globalna macierz sztywnosci,
@ u — globalny wektor przemieszczenia,
o F — globalny wektor sit weztowych.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Zapiszmy wktad réwnan réwnowagi dla elementu skonczonego, rozszerzajac
macierze i wektory w taki sposéb, aby zawieraty wszystkie globalne
przemieszczenia

KU —kt 0 Uy F1
k' K0 wm | = F,
0 00 3 0

(i
k1U1_k1U2+0’U3:F11
—k1U1+k1U2+O'U3:F217

O-t1+0-p4+0-u3=0

i w podobny sposéb dla drugiego elementu skonczonego

0 0 0| uwm 0
0 K =K ||wm|=]|F
0 —k K || u F3
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Po dodaniu uktadéw otrzymamy

k' —k' 0 0o 0 0 i Fl 0
Kkt ko |+ 0 Kk -k w | =1 F |+ F,
0 00 0 —k k2 U3 0 F2

czyli taki sam wynik jak poprzednio.

Powyzsza operacja sktadania lokalnych (dla pojedynczych elementéw
skofczonych) uktadéw réwnan réwnowagi do jednego globalnego (dla wszystkich
elementéw skonczonych) ukfadu réwnai réwnowagi nazywa sie agregacja.
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Nalezy zwréci¢ szczegblna uwage na sposéb numerowania weztéw, ktéry istotnie
wptywa na wynikowe réwnania réwnowagi.

Jesli ponumerujemy wezty jak na rysunku

@kl@kz@

—
I I X

| | |
Mr’ﬁps u]—>ﬁF1 MZ—VﬁFZ

nowe macierze sztywnosci i nowy uktad réwnan beda miaty postaé

KLoo —k? K2 —k2 0
K! = 00 o0f, K=| -k K 0],
—kr 0 K 0 00
Kl k2 —k2 —k us F;
—k? k? 0 n | =\ R
— Kkl 0 K t F>
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Rozwigzmy uktad dwéch sprezyn, z zamocowang sprezyna 1 i obcigzony dwiema
sitami T.

kl@kZ@T
| T

| | |
Ml—VﬁFl u2—>ﬁF2 ur’ﬁF:s

Rozszerzone uktady réwnan réwnowagi MES dla poszczegdlnych sprezyn beda
miaty postac

k- o [w] [R
K ko |w|=|F],
0 00| u 0
(o 0o o][w] [o ]
0 K K| |w|=|F
0 -k K || u F2
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Po agregacji ukfad réwnan dla uktadu sprezyn mozna zapisaé w postaci

kl —kl 0 up = 0 F1
—k' K +k® —k? Uy =| HL=T |,
0 -k k? us F=T

T
K 0—k'uy+0-u3=F
—kY 04+ (K Ky — KPus =T .
0-0— K+ Kus =T

Uktad réwnan zawierajacy tylko zmienne pierwotne bedzie miat postac

KL+ k2 — K2 w| [T
—K2 K2 w | | T
[}

(k* 4+ k*)up — KPus = T
—k2U2 + k2U3 =T '
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Po pewnych przeksztatceniach otrzymamy

kluy =2T
— K+ KPus =T
i dodatkowo
—kIUQ = Fl.
Rozwigzanie uktadu wynosi

2T 2T T

:F, U3—F+ﬁ, F1:—2T

uz
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Rozwazmy uktad trzech sprezyn.
Przyjmijmy nastepujace

dane:
Kk k? I @ sztywnosci sprezyn:
® ® k! = 100 N/mm
. )
' ! ;X k? = 200 N/mm,
u1—>:—)F1 u2—>:—)F2 u3—>!—)F3 u4—>:—)F4 k3 =100 N/mm,
@ sita T =500 N.

Macierze sztywnosci elementéw beda wynosity odpowiednio

Kl 100 —100 2 _ | 200 —200 K 100 —100
-100 100 |’ —200 200 |’ -100 100 |’

a globalna macierz sztywnosci

100 —100 0 0

K — —100 100 + 200 —200 0
0 —200 200 +100 —100

0 0 —100 100
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Globalny uktad réwnan MES

100 —100 0 0 hn=0 F
—~100 300 —200 0 U | R=o0
0 —200 300 —100 us | £ =500
0 0 —100 100 =0 Fa

Uktad réwnan zawierajace tylko zmienne pierwotne bedzie wynosit
300 —200 w | |0
—-200 300 || us 500 |’

—100u, = F;
—100u3 = F4

i dodatkowo
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Rozwiazanie uktadu wynosi

up=2mm, wu3=3mm, F =-200N F,=—-300N.

LF=-200N F=500N F,=-300 N

—>
| | X

4
uw,=2mm u,=3 mm-—

Sprawdzmy poprawno$¢ obliczonych reakcji:
T+ FL+ F, =0=500-—200— 300 =0.
Jakie wartoéci osiagaja sity F? i F2 dziatajace na sprezyne 2:

K2u2 —_ F27

k2 —k? U = uf B F12
—k? k2 u3 = U3 N F? ’
200 —200 | [ 2] [ R . F2 ] | —200
—200 200 || 3 F2 F2 200 |
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Procedura agregacji raz jeszcze.

kl@

[2] &

B ¥

Zbudujmy macierz topologii taczaca lokalne numery weztéw elementéw
skonczonych i i j z globalnymi numerami weztéw.

Element | Wezet i=1 Wezet j=2
1 4 2
2 2 3
3 3 5
4 2 1
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Element | Wezet i =1 Wezet j=2
1 4 2
2 2 3
3 3 5
4 2 1

Macierze sztywnosci poszczegdlnych elementéw wynosza

4 2 2 3
, 4 Kokt ] 1 , 2 Kok ] 1
K! = , K> = :
2 | -kt K| 2 3 | -2 k2| 2
12 12
3 5 2 1
Ko 3 Kok 1 ’ i 2 K¢kt ] 1
5 | -k K| 2 1| =k K] 2
1 2 1 2
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

4 2 2 3
KL — 4 Kkt —kt 1 K2 — 2 k? —k? 1
2 | =kt K| 27 3| k2 k2| 27
1 2 1 2
3 5 2 1
K3 — 3 k3 —K3 1 K — 2 k*  —k*
5 | =k k| 27 1| —k* k| 2
1 2 1 2
Zagregowana macierz sztywnosci bedzie miata postac
1 2 3 4 5
1 ky —ky 0 0 0
2 —ks ki ko + kg —ko —kq 0
K= 3 0 —ko ko + k3 0 —k
4 0 —ki 0 ky 0
5 0 0 —k3 0 k3
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Woprowadzenie do metody elementéw skoriczonych

Koncowy, globalny uktad réwnan

kg —ky 0 0 0 U =T
—ky kit kot+ke ko —k 0 Us, F,=0
—ko ko + ks 0 —ks Us =| Fl=-T,
—ki 0 ki 0 Uy,=0 F4
i 0 0 —k3 0 k3_ i U5EAU_ _F5 |
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Etapy procedury MES

© Etapy procedury MES
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Etapy procedury MES

dr inz. Stawomir Koczubiej

I —
Dyskretyzujemy / Agregujemy, uwzgledniamy warunki
obszar brzegowe, rozwigzujemy réwnania
T WD
® ©) ® / K! KU=F K

Obliczamy macierze sztywnosci Wyznaczamy sily (naprezenia)
elementéw (interpolacja) w elementach skoriczonych

|

| Kl ul [ K2 uZ
— =

K?u?=F? —
ﬁ ﬁ| ﬁ ﬁ|

Klul=F
K'u'=F! Keu2=F
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Etapy procedury MES

Rozwigzanie typowego problemu metoda elementéw skonczonych jest realizowane
w nastepujacych etapach:

o dyskretyzacja (podziat obszaru na podobszary), wynikiem ktérej jest
zastapienie obszaru zbiorem elementéw skonczonych; liczba, ksztatt i typ
elementu zalezg od rozwigzywanego problemu; w tym etapie ustala sie liczbe
elementéw skonczonych, liczbe i wspdtrzedne weztéw oraz tablice topologii
(incydencji),

@ wyznaczenie rownan MES dla elementéw; sformutowanie réwnania;
aproksymacja nieznanych funkcji w elementach,

o agregacja (ztozenie) elementéw, czyli budowa uktadu réwnan przy
wykorzystaniu warunku zgodno$ci zmiennych weztowych oznaczajacego, ze
wartoséci tych zmiennych we wspdlnym wezle sg takie same; otrzymujemy
uktad réwnan MES catego problemu,

o uwzglednienie naturalnych i podstawowych warunkéw brzegowych, czyli
wprowadzenie ich do zagregowanego uktadu réwnan,

@ rozwigzanie rownan ze wzgledu na niewiadome weztowe,

o obliczenie dodatkowych wielkosci, czyli obliczenie wartosci funkgji
rozwigzania i ich pochodnych, w innych niz wezty punktach obszaru.
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Funkcje ksztattu

@ Funkcje ksztattu
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Funkcje ksztattu

Po rozwiagzaniu réwnan MES, otrzymamy wartosci szukanych przemieszczen (lub
innych niewiadomych) w weztach.

u

u(L/2)=?

1) @Gb—;
0 L

Jak wyznaczyé przemieszczenie (lub inng niewiadoma) w $rodku elementu
skonczonego?

@ mozemy zwiekszy¢ liczbe elementéw skonczonych, tak aby w interesujagcym
miejscu znalazt sie wezet,

@ mozemy zatozy¢ jaki$ sposdb zmiany interesujacego nas przemieszczenia
w elemencie i opisaé go funkcja (aproksymacja, interpolacja).
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Funkcje ksztattu

=Y

0 L

W drugim przypadku, najprostsza funkcjg moze by¢ funkcja liniowa w postaci
u(x) = ax + b. Dla elementu o dtugosci L, musi spetniaé nastepujace warunki:

@ na poczatku elementu skonczonego, czyli dla x = 0 musi mie¢ warto$é ug
u(0)=a-04+b=u,
@ na koncu elementu skonczonego, dla x = L musi mie¢ warto$¢ u»

u(lly=a-L+b=uw.
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Funkcje ksztattu

Powyzsze réwnania pozwolg nam wyznaczy¢ nieznane wspdtczynniki a i b, ktére
Wwynosza
Uz — U
L )
b= uy,

funkcja opisujaca warto$¢ przemieszczenia w elemencie bedzie miata postaé

u(x) = #x + uy.

Spostrzezenia:

@ tatwo obliczy¢ takie funkcje,
o kazdy element bedzie miat inng funkcje aproksymacyjna,

o jesli element bedzie miat jeszcze jakie$ inne stopnie swobody (np.
przemieszczenia w innych ptaszczyznach, katy obrotu) to trzeba wyznaczy¢
funkcje dla kazdego stopnia swobody,

@ wspdtczynnik a nie ma fizycznej interpretacji.
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Funkcje ksztattu

Czy mozna inaczej (lepiej)?

Przeksztatémy nasza funkcje

Uy —u u u 1 1
u(x) = 2L 1X—i—u1:T2x—T1x—i—u1:u1 (1_ZX>+U2<ZX>,

po oznaczeniu

Ma(x) =17, MG =7,

X
L?
bedziemy mogli napisa¢

u(x) = Ni(x)ur + No(x)us.

Funkcja u(x) teraz jest kombinacja liniowa wyrazen Nyi(x), Na(x) i przemieszczen
w weztach uy i us.
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Funkcje ksztattu

Sprawdzmy wiasnosci wyrazen Ni(x) i Na(x) w weztach:
odlax=0

N1(0):1—%:1, No(0) = 2 =0,

L
edlax=1L
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Funkcje ksztattu

Otrzymane funkcje Ni(x) i Na(x) s3 liniowymi funkcjami interpolacyjnymi
Lagrange’'a. W MES funkcje interpolacyjne nosza nazwe funkcji ksztattu.

Stosuje sie tez inne rodzaje funkcji interpolacyjnych, np. Hermita, Serendipa.

: .
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Funkcje ksztattu

Ogdlna postac interpolacji Lagrange’a mozna napisa¢ w formie
n
un(x) = Z Ny i(x)ui = Npo(X)uo + Np1(x)ur + Npo(x)uz + ... 4+ Ny n(X) tn,
i=0

gdzie n okreéla stopien wielomianu interpolacyjnego, a i to numer funkgcji.

Spostrzezenia:

@ otrzymana forma funkcji u(x) ma przejrzysta strukture, sktada sie
z podobnych czedci,

o kazda cze$¢ to iloczyn przemieszczenia w wezle u; (warto$é, ktéra ma
interpretacje fizyczny) i funkgji ksztattu N;(x),

o warto$¢ funkgji ksztattu Ni(x) przedstawia wktad przemieszczenia u; do
wartosci przemieszczenia u(x) wewnatrz elementu,

o funkcje N;(x) beda takie same dla wszystkich elementéw tego samego typu
(zalezg tylko od jego dtugosci)

o funkcje N;(x) beda takie same dla kazdego stopnia swobody.
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Funkcje ksztattu

Funkcje interpolacyjne Lagrange'a (funkcje bazowe Lagrange'a) maja postac
ogdlna
o xox . (= x0)(x —xa) . (= xim1) (X = Xer1) - (X — xa)
Nn,i(X) = H = s
o X T X (xi —x0)(xi = x1) ... (xi — xi—1)(Xi — Xit1) - - - (Xi — Xn)
J#i

<Y
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Funkcje ksztattu

Spostrzezenia:

@ uzywanie elementéw skonczonych z taka interpolacja funkcji przemieszczenia
powoduje zastapienie realnego rozktadu linig tamana,

@ w ten sposéb mozna przyblizy¢ kazda funkcje ciagta z dowolnag doktadnoscia,

@ im wiecej elementéw, tym lepiej.
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Analiza statyczna MES preta

© Analiza statyczna MES preta
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Analiza statyczna MES preta

Rozwigzmy problem preta rozcigganego o zmiennym polu przekroju, obciagzony
dwoma sitami skupionymi Ty, T, i obcigzeniem ciagtym g(x)

4 T
E A(x) _— — —
. L l L, |
¢ * *

Catkowita energia potencjalna obcigzonego preta (przypadek jednowymiarowy)
Nn=uU-L,

gdzie U jest energig sprezysta,

1t w2
U= EE/O A(x) (u'(x))” dx,
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a L jest praca obciazen zewnetrznych
L n
L / a()u(x) dx+ 3 Fi@.
0

i=1

Sity F; sa uogdlnionymi sitami weztowymi, a Q; s3 uogdlnionymi
przemieszczeniami na kierunkach tych sit.

Biorac pod uwage geometrie i sposéb obcigzenia preta, mozemy go
zdyskretyzowaé w nastepujacy sposéb

A~ EA 5T — q() 1725 EA, ®
- > [1] > [2] 20— >
1 l u] Ll Fz l M2 L2 FS J. 3

T T

u,=u(0)=0
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Analiza statyczna MES preta

Nastepnie zdefiniujmy globalny wektor stopni swobody Q ({e} — oznaczaja wektor
kolumnowy, {e}T = [e])

Q={Q Q@ Q}={u w ul,
i globalny wektor sit weztowych F
F= {F1 F, F3}.

W wektorze Q zawarte s3:

o kinematyczny (podstawowy) warunek brzegowy Q; = vy =0,
@ niewiadome kinematyczne (pierwotne) Qx i Qs.

W wektorze F zawarte sa:
o statyczne (naturalne) warunki brzegowe F, = Ty i F3 = Ty,

@ niewiadoma statyczna (wtérna) Fi.
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Analiza statyczna MES preta

Bedziemy korzystaé z tego, ze catkowita energia potencjalna preta jest suma
energii potencjalnej czesci preta (elementéw skoficzonych)

m
n=> ne=n'+n

e=1

@

20

i rozwazmy dowolny element skonczony preta. Dla wygody wprowadzmy lokalne
uktady wspétrzednych zwigzanych z elementami x©.
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Analiza statyczna MES preta

W elemencie skonczonym

s —

— — 7°(x)
©) ©)
—0— E*® A° —0——>
xe
Fe ue e Feue . R
iy L 24" xe (0, L)

zdefiniujmy wektor stopni swobody elementu Q¢

Q= {& @p={u v},
i sit weztowych F¢
Fe:{Fle Ff}

Przyjmiemy interpolacje nieznanej funkcji przemieszczenia u®(x®) w formie

u(x%) = Ni(x%)uy + N3(x%)u3 = Np(x®)QF + N3(x%) Q5.
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Skorzystamy z zapisu macierzowego

u*(x?) = N°(x)Q° = (Q°)" (N°(x*))",
gdzie N¢(x®) ma postaé
N°(x) = [NF(x?)  N5(x%)],
a N§(x®) i N5(x®) sa funkcjami ksztattu Lagrange'a

e e

X

F7

X

Nf(Xe):].— F

N3 (x%) =
Pochodna funkcji przemieszczenia bedzie miata postaé
u/e(xe) — Nle(Xe)Qe — (QE)T (N/E(Xe))T’

gdzie
N(x%) = [N*(x®)  N5(x°)],

1 1

NE(x®) = e Ny (x%) = Ie
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Analiza statyczna MES preta

Zaktadamy staty przekrdj poprzeczny elementu skoficzonego pretowego A® (moze
by¢ inny w réznych elementach). Catkowita energia potencjalna elementu
skonczonego pretowego e wynosi

1 L L
ne = EEeAe/ (u"*(x°))? dx® — / G (x*)ut(x®) dx® — Ff Qi — F5 Q5.
0 0

Wykorzystujac interpolacje, energie potencjalng mozna zapisaé

Le Le
ne= %EEAE/ (Q°)T(N")TN"*Q° dx® — / (Q°)T(N®) g dx® — (Q°)TF° =
0 0
Le Le
= %(Qe)T{EeAe/ (N/e)TN/e dXe}Qe _ (Qe)T{ / (Ne)qu dx® + Fe} _
0 0
= %(Q‘E)TK‘EQe —(Q@)T{P° +F°}.
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Analiza statyczna MES preta

We wzorze

Mne = (Qe)TKeQe _ (Qe)T{Pe + Fe},

N -

0znaczono:

@ macierz sztywnosci pretowego elementu skonczonego
Le
Ke = EeAe/ (N/e(Xe))TN/e(Xe) dXe,
0

o wektor weztowych réwnowaznikéw obcigzenia pretowego elementu
skonczonego

Le
P [ (N)Tq"(x) de,
0
o wektor sit weztowych pretowego elementu skonczonego F¢,

o wektor stopni swobody (niewiadome pierwotne, przemieszczenia
w weztach) pretowego elementu skoficzonego Q°.
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Analiza statyczna MES preta

Po wykorzystaniu interpolacji u®(x¢), catkowita energia potencjalna elementu jest
teraz funkcja wielu (w naszym przypadku dwéch) zmiennych Me(QS, QS) i warunek
konieczny stanu réwnowagi (minimum energii potencjalnej) jest nastepujacy

one

Z_—0

8Qle :ane_ 9 1 e\Twene e\T [ pe e _
anezo _aQe—O:aQe<2(Q)KQ Q)" {P +F}>—O,
0Qs5

co prowadzi do réwnan réwnowagi MES dla pretowego elementu skoficzonego
KeQe — Pe + Fe7

lub
KeQe — Re

gdzie zdefiniowano catkowity wektor obcigzenia elementu skonczonego

R® = P¢ + F°.
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Analiza statyczna MES preta

Jesli przyjmiemy, ze E® = const. i A® = const. to

1
Le el ——
Ke — EeAe/ (N/e(Xe))TN/e(Xe) dx® — EeAe/ Le _i i dx® =
0 0 1 Le Le
Le
1 1 x© x® L
— EeAe/Le (Le)2 (Le)2 dXe — EEAe (Le)2 (Le)2 —
1 1 x® x®
0o |_ - __- -
(L) (Le)? (L) (L)1l
1 1
— e A€ F _F
= E°A 1 E
e e
E€A® E€A®
T
K® = EeAe Eepe | - (1)
o Le Le
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Analiza statyczna MES preta

Jesli przyjmiemy, ze g° = const. to

- - 1_X_e Xe_(Xe)2 I E
e e/ eTede_ e/ Le dx® = g¢ 21e el 2
P—qO(N)q X_qo X_e X =4q (Xe)2 =4q E ’
Le 2L 1o 2
geLe
2
P = geLe
2

WykorzystaliSmy fakt, ze catkowita energia potencjalna preta jest suma energii
potencjalnych elementéw skonczonych i zajmowalismy sie jednym elementem
skoniczonym. Kolejnym krokiem jest agregacja, ktéra pozwoli wyrazi¢ man energie
potencjalng catego preta poprzez nieznane wielkosci globalne zawarte w wektorze

Q.

dr inz. Stawomir Koczubiej Elementy projektowania inzynierskiego 104/146



Analiza statyczna MES preta

Postuzymy sie macierza topologii w postaci
Element ‘ Wezet 1 Wezet 2
1 1 2
2 2 3

Warunki ciggtosci przemieszczen we wspdlnych weztach elementéw skonczonych

pozwola nam napisac

Q1 Qi
Q=| @ | =| A =07
Q3 2 |
1 2 3 1 1 1
1 )
"l Pl EL
2 Q|-+
g p2 e
3 0 Q,
K Q P F
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Analiza statyczna MES preta

F

Globalna macierz sztywnosci bedzie miata postaé

. Kii K2 Kiz Ki1 Ki> 0
K :eél K= 1| Ku Kn Kis | =| Ky Kp+Kh Ki
Ka Kzz Ksz | |0 K31 K3,
Globalne wektory weztowych réwnowaznikéw obciazenia i sit weztowych
(] [ P
P=AP—| P |=|r+r],
P P2
N Fi
F=AF=| R |=|F+r
F3 F?
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Analiza statyczna MES preta

Ukfad réwnan MES zapiszemy w postaci

K111 K112 0 o)) 'D11 F
K211 K212 + K121 K122 Q| = 'D% + P12 +| F2
0 K221 K222 Q3 'Dz2 F3

Rozwiazanie uktadu réwnan wymaga uwzglednienia warunkéw brzegowych
Q=u0)=0, =T, FR=T,

ostatecznie bedziemy mogli zapisa¢

K111 Kll2 0 0 Pl1 F
K211 K212 + K121 K122 Q| = 'D% + P12 +|
0 K31 K3, @3 P3 T2
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Po rozwigzaniu uktadu réwnain MES, otrzymamy wartosci przemieszczen
w weztach @, i Q3 oraz wartos¢ sity Fi.

Pamietajac o tym, ze

Q1 Qi
Q = QQ = Qzl = Ql )
@3 Q2

i wykorzystujac interpolacje
€ e e € € e € € Xe € Xe e
uf(x®) = Ni(x°)Qf + N3(x*) @5 = I_F Qr+ Ie Q3.
bedziemy mogli zapisa¢ szukang funkcje przemieszczen dla elementéw
ul(xl)=<l >Q1—|—< )QQ dlae=1,
u(x) =

v (x?) = (1—X—2> Qz+< 2) Q dae=2
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Analiza statyczna MES preta

[ o EA| s — @1,
T T, —_—— [1]| —0—— [2] —)¢74?
EA(x) — —— Fow L F 4 L, F, "
A *
i L I L | u,=u(0)=0
+ + .

Przyjmijmy nastepujace dane:

o L;=0,4m, o E =200GPa,
o [,=0,8m, o g =10kN/m,
e Ay =0,5-10"3m?, e T, = 40kN,
0 A>=0,4-10"3m?, e T, =5kN.

Element e = 1: E* = 200 GPa, A' = 0,5-1073m?, L' = 0,4 m, g = 10 kN/m,
250 —250 2
K =10° , Pt=10° :
—250 250 2
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Analiza statyczna MES preta

Element e = 2: E2 = 200 GPa, A' =0,4-10"3m?, [> =0,8m, g> = 10 kN/m,

100 —100 4
K* =10° , PP=10° :
—100 100 4

Globalna macierz sztywnosci i globalny wektor réwnowaznikéw obciazenia

250 —250 0 2
K=10°| —250 350 -100 |, P=10%]| 6 |,
0 —100 100 4

globalny wektor sit weztowych

F
F=10%| 40
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Analiza statyczna MES preta

Uktad réwnan réwnowagi MES, po uwzglednieniu warunkéw brzegowych

250 —250 0 0 2 F
10| —250 350 —100 Q | =10%| 6 | +10%| 40
0 —100 100 Qs 4 5

Z réwnania 2 i 3 wyznaczymy niewiadome pierwotne (przemieszczenia)
@ =0,00022m, Q3 =0,00031m.
Nastepnie z réwnania 1 wyznaczymy niewiadoma wtérng (reakcja)
Fi = —250-10°- @ —2-10® = —250- 10° - 0.00022 — 2 - 10* = —57 kN.

Globalny wektor przemieszczen bedzie wynosit

Q1 0
Q=| @& | = 0,00022 |,
Q3 0,00031
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Analiza statyczna MES preta

a przemieszczenia w elementach

Q Q! 0,00022 |’
Qs 2 0,00031 |

Funkcja przemieszczen dla elementéw

1
dHxt) = <g4> 0,00022 dlae=1,
u(x) = ’

202 x? x?
ut(x%) = (1 - ﬁ> 0,00022 + (o,s) 0,00031 dlae=2.
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Analiza statyczna MES preta

Przemieszczenia preta

Au Q,=0,00031
Q,=0,00022
Ni(x)Q, Ni(%)Q,
N)(®)Q,
Q,=0 & .@=
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Analiza statyczna MES preta

Sity weztowe w elementach mozna obliczy¢é dwoma sposobami.
Sposadb 1. Rézniczkowanie funkcji ksztattu.

Korzystajac z zaleznosci

F=Ao, o=Ee e= du(x)’
dx
mozemy napisaé
F_ AEdu(X),
dx

czyli dla obu elementéw

F'(x') = EA'W" (x) = EAY (N (x") @ + N3'(x1) Q2),
F?(x%) = EA%u™(x) = EAZ(N2(x*) Q2 + N2 (x%)Qs).
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Analiza statyczna MES preta

Elemente=1,['=0,4m, Q: =0m, Q> = 0,00022m,

ey en (1) as (3) ) -

1 1
=200-10°-5-107* (— (0 4>o+ (0 4> 0,00022) = 55kN.

Element e =2, [2=10,8m, @, = 0,00022m, Q3 = 0,00031 m,

Fot) =2 () et () @) -

1 1
=200-10°-4-10"* (— (0 8)0 00022 + (0 )0 00031) =9 kN.

K

dr inz. Stawomir Koczubiej Elementy projektowania inzynierskiego 115/146



Analiza statyczna MES preta

Sposéb 2. Réwnania réwnowagi elementu skonczonego.

Skorzystamy z zaleznoéci

Fe — K°Q® — P¢
i napiszemy
Fl _ KlQl _ Pl
F2 _ K2Q2 _ PZ.

Element e = 1,
Fi 250 —2 2 57
Fl=| ! |=10° 50 —250 01 103 B kN,
F21 —250 250 0,000220 2 53
Element e = 2,
F2 125 —-125 0,000220 4 —13
FP=| | =10° ’ —100| | = kN,
F3 —125 125 0,000292 4 5
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Analiza statyczna MES preta

Sity weztowe w precie

Ar
57 kN | 55 kN
53 kN
q=10 kN/m
1'=0,4
( M7 40 kN
q=10 kN/m
OKN  (B=08m) gy
© iO) 12N T =5 kN
x=0 x=04 x=12 X

Uwaga! Na wykresach sit przekrojowych zwroty sit sa zwigzane z przyjetym uktadem
wspdtrzednych dla elementéw skonczonych, nie ma to nic wspdlnego z konwencja znakowania

stosowang czesto w wytrzymatosci materiatéw.

Wyniki otrzymane poprzez rézniczkowanie funkgcji pierwotnej, sa niskiej jakosci,
(np. nie zapewniaja ciggtosci na granicach elementéw skoiiczonych). Jako$¢
rozwigzania mozemy poprawi¢ zwiekszajac liczbe elementéw skonczonych lub
przez uzywanie funkcji bazowych wyzszych rzedéw.
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Belkowy element skoriczony

© Belkowy element skoriczony
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Belkowy element skoriczony

M(Tyt/(x) lT —

N N N
l L !
T T

Catkowita energia potencjalna belki wynosi

1 - " 2
I'I:EE/0 J(x) (v (x)) dx—/oq(X)V(X) dX+;FiQi-
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Belkowy element skoriczony

t

ine) 0
Fggo o - i >¢§—;e
Fe F . .
b L RIS
T T

Zdefiniujmy wektor stopni swobody elementu Q¢

Q={Q @& & &p={v ¢ v i}
i wektor sit weztowych F¢

FF={F F F F}
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Belkowy element skoriczony

Zaktadajac staty staty moment bezwtadnosci dla catego elementu, catkowita
energia potencjalna belkowego elementu skonczonego bedzie wynosi¢

1 Le Le
e = S0 [ (1)) dxt— [ qece)ve(e) dx— F Q5 - F3 Q5 F5Q5 - FE QS
0 0
Wykorzystujac interpolacje Hermite’a w postaci
uf(x) = NE(x)vi + N3 (x°)i + N3(x*)vs + Ny (x®)p5 =
= NP (x®)QF + N3(x°) Q5 + N3(x*) Q5 + Ny (x*) Q5
= N°(x)Q° = (@) (N°(x*))",

gdzie N¢(x®) ma postaé
Ne(x) = [N(x®)  N5(x®)  N5(x®)  Ng(x®)],

a N§(x®), N5(x®), N§(x®) i N§(x®) sa funkcjami ksztattu.
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Belkowy element skoriczony

Funkcje ksztattu Hermite'a maja postaé
e 2 e 3 e e 2
Ne(x$) =13 (i—) +2 (’Z—) L NS(xE) = x° (1 —2 (i—) + (i—) ) :
Xe 2 Xe 3 Xe Xe 2
NE(x°) = 3 (L_> 2 (L—) LN = x <_ (r) ; (r) ) .
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Belkowy element skoriczony

Druga pochodna funkgji przemieszczenia bedzie miata postac
V//e(Xe) _ N//e(Xe)Qe _ (Qe)T (N/Ie(Xe))T,

gdzie
N//e(Xe) [N”e( e) N//e( e) N//e( e) N//e( e)]

6 12 4 6
M) =~ s M) = e
N/Ie( e): W_er7 N‘/lle(xe):_F+—(Le)2Xe

Wykorzystujac interpolacje, energie potencjalng mozna zapisaé

Le Le

Mne = %Eeje/ (Qe)T(N//e)TN//eqe dxe — / (Qe)T(Ne)qu dx® — (Qe)TFe _
0
Le It

(Qe) {EeJe/ (N//e)TN//e dXe}Qe o (Qe)T{ / (Ne)qu dx® + Fe} _

B 0
= S(Q)TK=Q" - (@) {P* + F*}.
0 (2, Gty (e ] e

l\)li—- r\)l



Belkowy element skoriczony

We wzorze

Mne = (Qe)TKeQe _ (Qe)T{Pe + Fe},

N -

0znaczono:

@ macierz sztywnosci belkowego elementu skonczonego
Le
Ke — E2A° / (N"*(x7)) TN"(x°) dx®,
0

o wektor weztowych réwnowaznikéw obcigzenia belkowego elementu
skonczonego

Le
P [ (N)Tq"(x) de,
0
o wektor sit weztowych belkowego elementu skoinczonego F¢,

o wektor stopni swobody (niewiadome pierwotne, przemieszczenia
w weztach) belkowego elementu skoriczonego Q¢.
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Belkowy element skoriczony

Po wykorzystaniu interpolacji u®(x¢), catkowita energia potencjalna elementu jest
teraz funkcja czterech zmiennych M¢(Q§, Q5, @5, Q5) i warunek konieczny stanu
réwnowagi (minimum energii potencjalnej) jest nastepujacy

arne
=0
Qs
8I‘Ie_0
805_ _8|-|e_ 9 1 e\Tene e\T e e _
8|-|e_0 :a—Qe_O:a—Qe<§(Q)KQ—(Q){P +F} —O7
Qs
arne
=0
0Qg

co prowadzi do réwnan réwnowagi MES dla belkowego elementu skoficzonego
KEQe — Pe + Fe7

lub
KEQE — Re’ Re — Pe + Fe’
gdzie zdefiniowano catkowity wektor obcigzenia elementu skonczonego R®.
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dr inz. Stawomir Koczubiej

i 6 +12xe'
(L) (Le)?
4 6
Le (Le)Z
6 12x¢
(Le)2 (Le)3
2 6
L Le (Le)Z_
6 12x®
(L2 (L)

Elementy projektowania inzynierskiego

Le
Ke = EeJe/ (N//e(xe))TN//e(Xe) dx®
0

Belkowy element skoriczony

Jesli przyjmiemy, ze E¢ = const. i J* = const. to

6 n 12x¢ 4 6x°¢
(Le)Z (Le)3 le (Le)Z
2 6x* ], .
e + —(Le)Z} dx©,
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Belkowy element skoriczony

i po wycatkowaniu macierz sztywnosci elementu belkowego bedzie wynosié

o 12E°J¢ 6E°J® B 12E¢J¢ 6E°J°7
(0 R (5 N (0 ER (O,
6E®¢Jc 4E¢J¢ _ 6ECJ® 2E¢J¢
(Le)Z Le (Le)Z Le

_12EeJe _6EeJe 12E¢J¢ _6EeJe
(Le)? (Le)? (Le)? (Le)?
6E°J® 2E¢ ¢ 6ECJ® 4E*©J¢

(Le)Z Le (Le)Z Le

Ke =
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Belkowy element skoriczony

Jesli przyjmiemy, ze g° = const. to

2
x© x©
Le . Le x° (1_2 _e> + (F) )
e __ _e e e e __ e e
P_q/o(N)qu_q/O Xe 2 Xe 3 dX’
(%) —2(%)

dr inz. Stawomir Koczubiej
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Belkowy element skoriczony

i po wycatkowaniu wektor réownowaznikéw obciagzenia elementu belkowego
bedzie wynosit e
q

2
qe(Le)Z
12

qe Le

Pe

Dalsze postepowanie, czyli: agregacja, budowa réwnan MES, wprowadzenie
warunkéw brzegowych, rozwigzanie réwnan jest analogiczne jak w przypadku
elementdéw pretowych.
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Belkowy element skoriczony

Rozwigzmy belke ciagta zdyskretyzowana dwoma elementami skofnczonymi.

Ty W
v (| [CEIE —
|

l L,
*

~
N
——

Przyjmijmy nastepujace dane:
e J; =5:-107°> m* (dwuteownik 260 x 135 mm, $rodnik: 7 mm, pétki: 10 mm),
o /=1-10"*m* (dwuteownik 330 x 160 mm, érodnik: 7 mm, pétki: 10 mm),

o E =200 GPa,
oL1:6m, 10 kN
o [, =8m, *a= /m,
e M =20kNm.
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Belkowy element skoriczony

AY
O O] 3|®
Fzgﬂ J L[ [1] I'A(," ) £ ], [2] e —;
F, b, E, ¢, E, (2%
v,=0 0,=0 v,=0
! L I L !
T T T

Zdefiniujmy globalny wektor stopni swobody
Q={Q& Q@ & Q& & QB}={vi 1 v ¢ v @3},
i globalny wektor sit weztowych

F={R F F F F F}.
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Belkowy element skoriczony

Y
m ER0) o) 16)
£ (B B L L R ) —
F,

M ‘e — ?
(Im : 2‘ % @ HIEZ r e
S S N v,=0 ! v,=0 “lo=0
It L, | } L It L |
LS * + * +

.

W wektorze Q zawarte s3:
o kinematyczne (podstawowe) warunki brzegowe
A=vi=@=vn=0B=wn=0
@ niewiadome kinematyczne (pierwotne) Qa, Qs i Q.
W wektorze F zawarte s3:
@ statyczne (naturalne) warunki brzegowe F, =M, F, =01 Fs =0,

@ niewiadome statyczne (wtdrne) F1, F3 i Fs.
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Belkowy element skoriczony

g @ O L. L [ G

Macierz topologii belki

Element ‘ Wezet 1 Wezet 2
1 ‘ 1 2

2 2 3
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Belkowy element skoriczony

Ukfad réwnan MES zapiszemy w postaci

K K  Ki Kis o o Q Pi 5!
K211 K212 K213 K214 0 0 @ 'Dz1 F>
K311 K312 K313 + K121 K314 + K122 K123 K124 Qs _ P31 + Pf + Fs
th K412 Ki3 + K221 K414 + K222 K223 K224 Qa P} + P22 Fa
0 0 K321 K322 K323 K324 @ P32 Fs
0 0 Kz%l Kfz Kfa Kﬁ; Qe Pf Fe

Rozwiazanie uktadu réwnan wymaga uwzglednienia warunkéw brzegowych

h=Q&=Q=0 =M F=FfK=0,

ostatecznie bedziemy mogli zapisa¢

KhOKL K S T P} A
K211 K212 K213 K214 0 0 Q@ P 21 M
Ki K Ka+Kh Kuy+Kh Kho KG 0 | _| Ps+F? I F3
th K412 Ki3 + K221 K414 + K222 K223 K224 Qs P} + P22 0
0 0 K2 KZ, K%L K2 0 P2 Fs
0 0 Kfl Kfz Kfa Kﬁ; Qs P, f 0
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Belkowy element skoriczony

Elemente=1: E} =200GPa, J1 =5-10°m?* ! =6m, g =0,

5,556 16,167 —5,556 16,667
Kl _ 15 | 16:167 66,667 —16,167 33,333 Cpi_
-5,556 —16,167 5,556 —16,167

16,167 33,333 -—16,167 66,667

o O o o

Element e = 2: E2 =200GPa, J2=1-10"*m* [?> =8m, g° = 10 kN/m,

4,688 18,75 —4,688 18,75 —4,000
K2 _ 1o5.| 18750 100,00 —18,750 50,00 P2 _ gt | 5333
—4,688 —18,75 4,688 —18,75 |’ —4,000
18,750 50,00 —18,750 100,00 5,333
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W wyniku agregacji otrzymamy uktad réwnan MES

5,556 16,167 —5,556 16,667 0 0 0
16,167 66,667 —16,167 33,333 0 0 @
105, | 5556 ~—16,667 10,243 2,083 —4,688 18,750 0|
16,667 33,333 2,083 166,667 —18,750 50,000 Qs
0 0 —4,688 —18,750 4,688 —18,750 0
0 0 18,750 50,000 —18,750 100,000 Qs
_ 01 A
0 20
gt | 000 || R
—5,333 0
—4,000 Fs
533 | | 0 |

Niewiadome pierwotne mozemy obliczyé z rébwnan 2, 4 i 6

66,667 33,333 0 Q 2,000
10°- | 33,333 166,667 50,000 Q | =10"] —5,333 |,
0 50,000 100,000 Qs 5,333

@ =0,0066rad, Q4= —0,0072rad, Qs = 0,00893 rad.
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Belkowy element skoriczony

Niewiadome wtérne wyznaczymy z réwnan 1, 3i 5

F, = 16,667 -10° - @ + 16,667 - 10° - Q, = —1 kN,

F3=—16,667-10%- Q2 +2,083-10%- Q4 +18,75-10°- Qs + 4 - 10* =
= 44,25 kNm,

Fs = —18,75-10°- Q4 — 18,75-10° - Qs + 4 - 10* = 36, 75 kN.

Globalny wektor przemieszczen bedzie wynosit

&l | 0|
Q 0,0066
a=| @ | = °,
Q4 —0,0072
Qs 0
| Q | | 0,00893 |
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Belkowy element skoriczony

a przemieszczenia w elementach

@1 1 0
Q| @|_ 3| _ | 0.0066
@3 Q3 0|’
Q| [ Q| [ -0,0072 |
] [@] | 0]
Q- Qo | | @ | _| —0,0072
Qs Q3 0
| Q| | Q] | 0,00893 |
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Belkowy element skoriczony

Funkcja przemieszczen dla elementéw

Huwzx1G—2< >+<%>>00%&%

Xl Xl
B — 2) lae=1
( (6 +<6 —0,007 dlae ,

X2 X2 2
+ x? —<§ +<§- 0,00893 dlae=2.
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Belkowy element skoriczony

Przemieszczenia belki

o, Q=0 Q=0
Q4=-0,0072 Q,=0,00893
@ ’ \® KON
x=0 Q,=0 14 *
Q,=0,0066
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Belkowy element skoriczony

Obliczmy sity weztowe, korzystajac z réwnan réwnowagi elementéw.

Fl _ KlQl _ Pl,

F2 — K2Q? — P2

Element e =1,

[ FI 5,556 16,167 —5,556 16,667 0
o F} _ 5. | 16167 66,667 16,167 33,333 0,0066 |

Fl —5,556 —16,167 5,556 —16,167 0

| Fl 16,167 33,333 —16,167 66,667 —0,0072

[0 -1 kN

ol _ 20 kNm

o | 1 kN

0 —26 kNm
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Belkowy element skoriczony

Element e = 2,

F? 4,688 18,750 —4,688 18,750 0
g F2 10 18,750 100,000 —18,750 50,000 —0,0072 |
F? —4,688 —18,750 4,688 —18,750 0
F? 18,750 50,000 —18,750 100,000 0,00893
—4,000 43,25 kN
ot | 533 | _ 26 kNm

—4,000 36,75 kN
5,333 0 kNm
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Belkowy element skoriczony

Rozktad sit w belce
80 kNm 36,75 kN

@® 1kN ® ®
x£0 X

\
20kNm ¢4 Nim

11
(]
=

I
—_
=~

<Y

-43,25 kN

Uwaga! Na wykresach sit przekrojowych zwroty sit sa zwigzane z przyjetym uktadem
wspdtrzednych dla elementéw skoiczonych, nie ma to nic wspdlnego z konwencja znakowania
stosowana czesto w wytrzymatosci materiatéw.
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Belkowy element skoriczony

Obliczenie maksymalnego naprezenia

wykresy naprezeri normalnych
(od zginania i rozciggania)

B S — ‘
/ 05§ ciezkosci \N{ E .
" \ aE=N .
- D
o(N) sM)  o(N)+s(M)
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Belkowy element skoriczony

PrzyjeliSmy belke o profilu dwuteowym z prostymi stopkami o wielkosci

330 x 160 mm (drugi element), dla ktérej:
@ wysoko$¢ przekroju h = 330 mm,
@ moment bezwtadnoéci J =1 - 108 mm*,

e pole powierzchni przekroju poprzecznego A = 5440 mm?.

Z wykresu sit odczytamy maksymalny moment zginajacy (co do bezwzglednej
wartosci):

[Mmax| = 80 kNm,
i odpowiadajacg mu site podtuzng (nieuwzgledniong w naszym modelu):

IN| = 0.
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Belkowy element skoriczony

Maksymalne naprezenia mozna okresli¢ ze wzoru:

INF | [Mimax|

O-maX -
A w

gdzie wskaznik wytrzymatosci na zginanie w jest dany zaleznoscia:
J

w = y
€max

a maksymalna odlegto$¢ skrajnych witdkien od osi obojetnej epax = h/2.
Warto$¢ naprezen bedzie wynosié:
IN| | [Mma| 80 103

Omax = 7=+ =5 — = [Ty
A h/2 (330-10-3)/2

=132 10° N/m2.
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