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Rozdziat 1

Wstep

Podrecznik powstal na potrzeby przedmiotu Metody Obliczeniowe, wykta-
danego na Wydziale Zarzadzania i Modelowania Komputerowego Politechniki
Swietokrzyskiej. Jednakze, poprzez rozszerzenie jego tresci i interpretacji roz-
wigzywanych zadan na zadania z mechaniki konstrukcji inzynierskich, powi-
nien on by¢ réwniez przydatny studentom innych wydziatéw politechnicznych.
Metody obliczeniowe (nazywane tez w sposob réwnowazny ,,metodami kompu-
terowymi”) sa rozumiane w podreczniku jako metody przyblizonych rozwiazan
probleméw fizycznych, opisywanych przez modele matematyczne. Metody te
sg wykorzystywane do formutowania metod komputerowych i algorytméw roz-
wiazania. Przyjeto, ze modelami matematycznymi moga by¢ problemy brzego-
we dla réwnan rézniczkowych, zwyczajnych lub czastkowych, lub funkcjonaty
podlegajace minimalizacji. Metody rozwiazan przyblizonych to rézne metody
wariacyjne, i w koncu, reprezentantami metod komputerowych sa w podrecz-
niku: metoda elementéw skonczonych (MES), oraz — w mniejszym stopniu —
metoda réznic skonczonych (MRS) i bezelementowa metoda Galerkina (BMG).

Stosownie do tych uwag ulozone sa poszczegdlne rozdzialy podrecznika.
W rozdziale drugim pokazano na przykladach problemu stacjonarnego prze-
plywu ciepla sposéb budowy modeli matematycznych. Tam tez zdefiniowa-
no dwa typy warunkéw brzegowych, podstawowe i naturalne, oraz rozwazono
przypadek niejednorodnych warunkéw brzegowych.

Rozdzial trzeci obejmuje zastosowanie klasycznej metody réznic skonczo-
nych do przyblizonego rozwiazywania réwnan rézniczkowych o pochodnych
czastkowych. Autor jest Swiadomy faktu, ze w takim sformutowaniu MRS jest
w malym stopniu metoda komputerowa, jednakze zawarte tam metody mo-
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ga by¢ bardzo przydatne w dalszym procesie edukacji. Jest to rowniez dobre
przygotowanie do ewentualnego studiowania bardziej zaawansowanej wersji
metody, jaka jest uogélniona metoda réznic skonczonych [5].

W rozdziale czwartym podano podstawowe wiadomosci na temat aproksy-
macji i interpolacji funkcji. Treéci tego rozdziatu sa wykorzystane w rozdzia-
tach: szostym i si6dmym. Ta czeéé¢ podrecznika moze by¢ jednakze pominieta
w wyktadach, jesli metody numeryczne wyktadane sa oddzielnie.

Rozdzial piaty jest jednym z dwéch glownych rozdzialéow. Zawiera opis
podstawowych metod wariacyjnych rozwiagzan przyblizonych, jakimi sa me-
toda Rayleigha-Ritza i cala grupa metod wywodzacych sie z metody residu-
6w wazonych. Wprowadzono tam tak wazne pojecia, jak stabe sformutowanie
wariacyjne i przestrzen energii. Wskazano na mozliwo$é¢ réwnowaznego roz-
wiagzania pewnej klasy zadan sprzezonych poprzez rozwiazanie roéwnan pro-
blemu brzegowego, lub minimalizacje odpowiednio zbudowanego funkcjonatu
kwadratowego. Rozdzial ten zawiera duza liczbe przyktaddéw, co powinno uta-
twié¢ studentom dobre przyswojenie sobie przedstawionych tam tresci. W tym
i w nastepnych rozdziatach w duzym stopniu wykorzystano zapis macierzowy.

Metody wariacyjne opisane w rozdziale piatym sa uzyte w kolejnych dwoch
rozdziatach. Rozdzial szosty jest drugim gléwnym rozdziatem i zawiera syste-
matyczny opis metody elementéw skoniczonych. Metoda ta jest omawiana jako
pewna procedura wariacyjna poszukiwania rozwiazania przyblizonego. Rowna-
nia MES sa wyprowadzane w réznych sformutowaniach, zaleznie od przyjetej
metody wariacyjnej. Na prostych, lecz licznych przykltadach, pokazano ogdl-
nos$¢ algorytmu MES i procedure otrzymywania rozwiazan. Przedyskutowa-
no tez zbieznoé¢ rozwiazania skonczenie elementowego. Jak juz wspomniano,
pokazano mozliwosé zastosowania MES do analizy probleméw inzynierskich,
takich jak analiza ustalonego przeplywu ciepta w obszarze dwuwymiarowym
czy analiza statyczna plaskich uktadéw pretowych i tarcz. Rozszerzeniem tych
zagadnien jest sformutowanie réwnan MES dla liniowego problemu teorii spre-
zystosci (LPTS) i dla prostych probleméw dynamicznych. Rozdzial piaty
i szdsty sa gruntownie przeredagowana wersjg odpowiednich rozdzialéw z pod-
recznika [5].

W ostatnim, si6dmym rozdziale kréotko opisano bezelementowa metode Ga-
lerkina, jako reprezentanta duzej grupy metod komputerowych koncepcyjnie
réznych od metody elementéw skoniczonych. Sa to bowiem metody, w ktérych
rozwigzaniem sa funkcje aproksymacyjne, zdefiniowane w obszarze rozwiaza-
nia, a nie funkcje interpolacyjne, zdefiniowane w elementach skonczonych. Me-



tody te nie sa jeszcze konkurencyjne w stosunku do MES, sa jednak intensyw-
nie rozwijane. Szczegdlnie sa one efektywne w potaczeniu z innymi metodami
komputerowymi, jak na przykitad z metoda elementéw skonczonych.

Jak widaé¢, w podreczniku pominieto metode elementéw brzegowych (MEB),
odsylajac Czytelnikéw do literatury podanej w [2, 3, 5]. Uzasadnieniem tego
moze by¢ tylko fakt, ze metoda ta jest ciagle stabo oprogramowana w stu-
denckich laboratoriach. Réwniez do literatury odsylamy Czytelnikéw pragna-
cych poznaé jeszcze inne, bardziej zaawansowane metody komputerowe, jak
na przyktad metody wykorzystujace sztuczne sieci neuronowe lub algorytmy
genetyczne.

Podrecznik starano si¢ napisaé prostym jezykiem, nie mozna bylo jednak
zaniecha¢ uzywania pewnych pojec i definicji z analizy funkcjonalnej. Dlatego,
w dodatku A zestawiono je wraz z prostymi przykiadami ich wykorzystania.
W dodatkach B i C podano wzory Rungego-Kutty i metody strzatu, pomocne
przy rozwigzywaniu prostych probleméw brzegowych dla réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. I na koniec w dodatku D, zestawiono podstawowe dziatania
w rachunku macierzowym.

Przyjeto konwencje cytowania podstawowej literatury na poczatku kazdego
rozdziatlu. Sa to pozycje przede wszystkm [1, 4, 7, 10], z ktérych korzystano
bardzo obszernie i to zaréwno w zakresie opisu przedstawianych metod, jak
i ilustrujacych je przyktadow.

Podrecznik zapewne by nie powstal, gdyby jego napisania w systemie
KTEX nie podjeta sie Pani Danuta Szulborska. Tylko jej cierpliwos¢ i do-
ktadnos$¢ mogta doprowadzi¢ do konca to zadanie. Rysunki wykonal mgr inz.
Pawel Stapér, znaczna ich czesé jest nows wersja rysunkow autorstwa mgr
inz. Piotra Plucinskiego. Obojgu wspolpracownikom autor sktada serdeczne
podziekowanie.



Rozdziat 2

Modele matematyczne
problemoéw fizycznych

2.1. Uwagi wstepne

Rozwazajac rézne problemy fizyczne budujemy dla nich stosowne modele
matematyczne, ktére nastepnie rozwigzujemy. Modele te formutujemy przyj-
mujac odpowiednie zalozenia (niekiedy zbiér tych zalozen nazywamy modelem
fizycznym), czesto biorac réwniez pod uwage metody ich przyszlego rozwiaza-
nia. Modele matematyczne sa przyblizonym odwzorowaniem problemu rzeczy-
wistego i otrzymane w ten sposéb rozwigzanie zawsze musi by¢ zweryfikowa-
ne. Nalezy przy tym mie¢ na uwadze fakt, ze na ogét same réwnania modelu
matematycznego sg réwniez rozwigzywane w sposéb przyblizony, co poteguje
mozliwoéci powstawania bleddw.

Modele matematyczne mozna budowaé¢ na dwa rézne sposoby. Pierwszym
sposobem jest rozwazenie lokalne problemu, co prowadzi z reguly do réwnan
rézniczkowych zwyczajnych lub czastkowych. W drugim sposobie budujemy
pewien funkcjonal, ktéry opisuje globalne cechy problemu. Prostym przykta-
dem jest analiza preta rozciaganego. Sformutowanie lokalne problemu oblicze-
nia funkcji wydtuzenia preta prowadzi do réwnania rézniczkowego zwyczaj-
nego drugiego rzedu, natomiast w sformutowaniu globalnym nieznang funkcje
obliczamy z warunku minimalizacji catkowitej energii potencjalnej preta roz-
cigganego.

W tym rozdziale pokazemy na przykiadach analizy ustalonego przeplywu
ciepta sposéb budowy modelu matematycznego w sformutowaniu lokalnym.
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Ze sformutowaniem globalnym problemu spotkamy sie w dalszych rozdziatach
podrecznika.

Majac na uwadze przyszte rozwazania sklasyfikujemy rézne typy réwnan
rozniczkowych czastkowych rzedu drugiego. W calym podreczniku bedziemy
wykorzystywali dwa rodzaje warunkéw brzegowych: naturalne i podstawowe
warunki brzegowe, dlatego rowniez je sformulujemy i przedstawimy ich inter-
pretacje.

Wszystkie metody rozwigzan wariacyjnych modeli matematycznych oma-
wiane w podreczniku sg formutowane w liniowej przestrzeni wektorowej, co dla
zapewnienia jednoznacznosci rozwiazania wymaga, aby warunki brzegowe byty
jednorodne. Dlatego pokazemy prosty sposéb zamiany problemu brzegowego
z niejednorodnymi warunkami brzegowymi na réwnowazny problem brzegowy
z jednorodnymi warunkami brzegowymi. Na zakonczenie rozdziatu skomentu-
jemy jeszcze oba sformulowania, lokalne i globalne, oraz podamy trzy mozliwe
sposoby formulowania rozwigzan przyblizonych.

W dodatku A, zestawiono podstawowe pojecia i definicje z analizy funk-
cjonalnej, ktore moga by¢ pomocne przy studiowaniu tego i nastepnych roz-
dziatéw.

2.2. Problemy opisywane za pomocg réwnan roéz-
niczkowych zwyczajnych

Rozwazymy problem przeptywu ciepta wzdtuz preta o powierzchni przekro-
ju poprzecznego S(z), pokazanego na rys.2.1a [9]. Cieplo Q(x) [J/s m] moze
by¢ dostarczane do preta przez jego pobocznice lub moze byé wytwarzane
przez wewnetrzne zrédlo. Q(x) jest dodatnie, jesli do preta jest dostarczane
ciepto. Zdefiniowany tak problem moze by¢ uznany za problem jednowymia-
rowy, jesli wymiary przekroju poprzecznego preta sa mate w stosunku do jego
dlugodci, co pozwala przyjaé, ze zmiana temperatury wzdluz preta jest duzo
wieksza niz zmiana temperatury po jego wysokosci. Innym przyktadem jed-
nowymiarowego przeplywu ciepla jest przeplyw ciepla przez Sciane o malej
grubosci w poréwnaniu z pozostalymi wymiarami Sciany.

Réwnanie rézniczkowe, bedace modelem matematycznym problemu prze-
plywu ciepta w precie, otrzymamy rozwazajac nieskonczenie maly element dz
preta, pokazany na rys. 2.1b. Na rysunku tym H jest cieplem doplywajacym
w jednostce czasu do przekroju S(z), a H + dH oznacza cieplo wyplywajace
w jednostce czasu z przekroju S(x + dz). Zaréwno H jak i H + dH sa do-
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a)

7A
/T(x)
¥—1 b)

St dx
H H+dH
T —> —x>
X
I S(x) /I\ S(x+dx)
Qdx

O(x)
Rys.2.1. a) przeplyw ciepla w precie, b) element dx preta

datnie, jesli s skierowane wzdtuz osi . @) dz jest cieplem wytwarzanym lub
dostarczanym w jednostce czasu przez brzeg dzx.

Przedstawiony problem jest stacjonarny, co oznacza, ze jest niezalezny od
czasu. Wykorzystujac rownanie bilansu cieplnego, otrzymamy, ze

H+Qdx=H+dH (2.1)
skad
dH
— = 2.2
-q (22)

7 definicji mamy wzor

gdzie q(z) jest przeptywem [J/m?s], czyli iloécia ciepla przepltywajaca przez
jednostke powierzchni w jednostce czasu, dodatnim, jesli ciepto przepltywa
w kierunku osi .

W ten spos6b (2.2) mozna napisaé¢ w formie

d

—(50)=Q (2.3)
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Nastepnym krokiem jest sformutowanie réwnania konstytutywnego, okreslaja-
cego sposéb przeplywu ciepla w materiale preta. Oznaczajac przez T'(z) funk-
cje temperatury i przez k wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego materiatu
[J/°Cms|, prawo Fouriera przewodzenia ciepla ma postaé

de 24
¢=—k— (2.4)
Znak minus w powyzszym rownaniu wynika z nastepujacego rozumowania.
Wracajac do rys. 2.1a widzimy, ze temperatura T zmniejsza sie¢ ze wzrostem
x, czyli dT/dx < 0. Z wzoru (2.4) wynika, ze wéwczas ¢ > 0, co jest zgodne z
rzeczywistoscig fizyczna, ze ciepto przeplywa z obszaru cieplejszego do obszaru
zimniejszego.

Podstawiajac (2.4) do (2.3) otrzymamy nastepujace réwnanie rézniczkowe

d(Sde) Q=0 O<az<L (2.5)
a E"F = X .

lub, jesli Sk = const, w prostszej formie

d*T
Sk@JrQ:O 0<z<L (2.6)
Do rozwigzania tego rownania rézniczkowego konieczne jest jeszcze sformu-
lowanie warunkow brzegowych na brzegach preta. Réwnanie rézniczkowe jest
rzedu drugiego i musimy podaé¢ dwa warunki brzegowe, ustalajac wartosci
temperatury 7' lub przeplywu ¢. Jednoznacznos$¢ rozwiazania wymaga, aby
ustalajac warunki dla T i ¢ byly one podane na dwéch réznych brzegach, na

przyktad
dT
gz =0) = —(k‘a)

T(x=L)=g (2.7b)

=h (2.7a)

gdzie h i g sa wielko$ciami znanymi.

Warunek brzegowy (2.7b) dla funkeji T' jest nazywany podstawowym warun-
kiem brzegowym!, natomiast warunek brzegowy (2.7a) dla pochodnej funk-
cji T jest nazywany naturalnym warunkiem brzegowym. Podstawowe warunki
brzegowe sa tymi, ktére wystepuja w wyspecyfikowaniu przestrzeni funkcji

'Podstawowe warunki brzegowe s tez nazywane warunkami istotnymi.
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dopuszczalnych dla danego rownania rézniczkowego. Naturalne warunki brze-
gowe oméwimy doktadniej w p. 2.5. W ten sposéb sformutowalismy model ma-
tematyczny problemu przewodzenia ciepla w precie, ktory napiszemy w pelnej
postaci

d dT

a(Sk:@) +Q=0 0O<az<L (2.8a)
gz =0) = —(kj—z) L =h (2.8b)
T(x=L)=g (2.8¢)

Roéwnanie rézniczkowe (2.5) mozemy tez napisa¢ w tzw. formie operatorowej

Au=f (2.9)
gdzie
d d
= —(Sk—
da:( dm)
jest liniowym operatorem rézniczkowym oraz w = T i f = —@Q. Taki ogdl-

ny zapis réwnania rézniczkowego jest bardzo przydatny, poniewaz umozliwia
formalne ujednolicenie réwnan rézniczkowych bedacych modelami matema-
tycznymi réznych probleméw fizycznych. Na przyktad, jesli u(x) jest funkcja
przemieszczenia osi preta, k = E jest modulem Younga materiatu sprezystego,
a @ = f(z) jest funkcja intensywnosci obciazenia zewnetrznego, réwnoleglego
do osi preta, to réwnanie (2.9) jest modelem matematycznym problemu pre-
ta rozciaganego, rys. 2.2. Naturalny warunek brzegowy typu (2.8b) jest wéw-
czas tzw. statycznym warunkiem brzegowym, a podstawowy warunek brzegowy
(2.8¢) jest kinematycznym warunkiem brzegowym. Mozna podaé réwniez i inne

ftx)
m .
+— —

x
h=(ES%)|X:0=N(x=O) ES(x) przemieszczenie
- sita podtuzna u(x=L)=g

L

Rys.2.2. Pret rozciggany

problemy fizyczne, dla ktérych modelem matematycznym jest réwnanie réz-
niczkowe typu (2.5). Wymienimy jeszcze na przyklad problem dyfuzji, gdzie
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analizowany jest ruch jonéw spowodowany réznicg ich koncentracji lub pro-
blem przeptywu pradu elektrycznego. Odpowiednikiem prawa Fouriera (2.4)
jest w pierwszym przypadku prawo Ficka, a w drugim przypadku jest to pe-
wien ekwiwalent prawa Ohma. Studenci beda mogli si¢ z tym blizej zapoznaé
w takich przedmiotach, jak mechanika gruntéw czy elektrotechnika.

2.3. Problemy opisywane za pomocg réwnan roz-
niczkowych czastkowych

Obecnie rozszerzymy rozwazania problemu przeptywu ciepta z p. 2.2
na przypadki przeplywéw w obszarach dwuwymiarowych i tréjwymiarowych.
W takich zadaniach w miejsce przeptywu ¢ musimy zdefiniowaé wektor stru-
mienia przeplywu ciepla q. Wektor ¢ ma zwrot kierunku przeplywu cieptla,
iiloé¢ ciepta przeptywajaca przez jednostke powierzchni brzegu wyznacza skta-
dowa normalna ¢, nazywana rowniez przeptywem, rys. 2.3, obliczana ze wzoru

h=qn (2.10)

gdzie T jest oznaczeniem transpozycji oraz

q qx
q:l x] a=1 q (2.11)
dy
qz
Ty
Ny
n = [ ] n=|n, In|=1 (2.12)
Ty
Ny

odpowiednio dla dwéch i trzech wymiaréw, a || @] jest oznaczeniem normy Eu-
klidesa. Sktadowe wektora q maja wymiar [J/m?2s]. Przeptyw ¢, jest dodatni,
jesli w rozwazanym punkcie ciepto opuszcza brzeg.

Uogolnione prawo Fouriera ma postaé

q=-D VT (2.13)
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Rys.2.3. Przeptyw ¢, na brzegu

gdzie wystepuje wektor gradientu temperatury V7T

aT
oT o
vr—| % vr=| 2T (2.14)
oT oy
dy oT
L 9z |

odpowiednio dla dwéch i trzech wymiaréw. Macierz D w (2.13) jest macierzg
konstytutywng i zawiera wspotczynniki przewodnictwa cieplnego

D= [ B ] D= ky ky Fky (2.15)
e w kzx kzy kzz

dla dwéch i trzech wymiaréw. Jesli D = D(z,y, z), to material, przez ktéry
przeplywa cieplo, nazywamy niehomogeniczny (niejednorodny), w przeciw-
nym przypadku material jest homogeniczny (jednorodny). W ogdlnym przy-
padku, jesli w macierzy D wystepuja skladowe niezerowe poza przekatna
gléwna, to moze ona byé wykorzystana do opisu przeplywu ciepta w ma-
teriatach anizotropowych. W najprostszym przypadku natomiast macierz D
moze mie¢ posta¢ diagonalna, z niezerowymi sktadowymi tylko na przekatnej
gloéwnej, 1 wowczas opisuje ona material ortotropowy. I w koncu, jedli dodat-
kowo kiz = kyy = k.. = k, to material jest materiatem izotropowym. Wek-
tor gradientu temperatury VT jest skierowany w kierunku obszaru o wyzszej
temperaturze (obszaru cieplejszego), natomiast cieplo przeplywa z obszaru
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A

ciepto
vT
(_}\/
zimno
—
x

Rys.2.4. Wektor q i gradient temperatury VT

cieplejszego do obszaru zimniejszego, rys. 2.4. W rezultacie, iloczyn skalarny
wektorow VT i q jest ujemny

(VI)Tqg <0 (2.16)
Wykorzystujac teraz wzor (2.13) otrzymamy
(VI)'D VT >0 (2.17)

dla wszystkich VT' # 0. Wyrazenie po lewej stronie (2.17) nazywamy formg
kwadratowq i jej dodatnioéé¢ oznacza, ze macierz D jest dodatnio okreslona,
czyli ze wyznacznik tej macierzy det D > 0. W dalszym ciagu przyjmie-
my czesty przypadek, ze macierz D jest symetryczna, spelnia wiec warunek
D=D".

[N

v A

Rys.2.5. Obszar €2 z brzegiem I’

Obecnie sformutujemy réwnanie rézniczkowe rzadzace przeptywem ciepta
w obszarze wielowymiarowym. W tym celu mozna postapi¢ w sposéb analo-
giczny do tego, ktéry zastosowaliSmy w p. 2.2 do wyprowadzenia réwnania
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przeptywu ciepta dla preta, tzn. rozwazy¢ nieskonczenie malty element nagrze-
wanego ciala. Postapimy jednak inaczej, w sposéb bardziej matematycznie
precyzyjny, a mianowicie skorzystamy z twierdzenia Gaussa o dywergencji.
Na rys. 2.5 pokazano obszar dwuwymiarowy o powierzchni € i brzegu I' z nor-
malng zewnetrzna do brzegu n.

Twierdzenie 1 (Gaussa o dywergencji)
Twierdzenie Gaussa o dywergencji wyrazajg rownania:

e Dla probleméw dwuwymiarowych:
/ divqdQ = ]{ ¢'ndl (2.18)
Q r

gdzie div q jest oznaczeniem dywergencji wektora q, zdefiniowanej wzo-
rem

04z Ogy
i = 4+ 2.1
divg e + By (2.19)
e Dla probleméw tréjwymiarowych:
/diquV = /andS (2.20)
|4 S
gdzie
. 0qz  Oqy  0Og:
d == 4= 2.21
v ox * oy + 0z ( )

i caltkowanie divq jest po objetosci V, a catkowanie q'n jest po po-
wierzchni S, bedgcej brzegiem obszaru V.

Jedli zamiast q rozwazymy wektor ¢ q, gdzie ¢ jest funkcja skalarna, otrzy-
mamy wazne twierdzenie Greena-Gaussa, ktére jest uogélnieniem twierdzenia
o catkowaniu przez czesci dla catek pojedynczych. Dlatego, od razu, réwniez
i to twierdzenie sformultujemy.

Twierdzenie 2 (Greena-Gaussa)

e Dla probleméw dwuwymiarowych:

/qsdiquQ = quan dr — /(W)Tq dQ (2.22)
Q r Q
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e Dla probleméw tréjwymiarowych:

/qﬁdiquV _ /qﬁandS— /(W)quv (2.23)
1% S |4

Wracajac do podstawowego problemu tego punktu, napiszemy réwnanie
bilansu cieplnego dla zadania dwuwymiarowego w formie

/ QtdQ = ]{ gnt AT (2.24)
Q I

gdzie t = t(z,y) jest gruboscia, rys. 2.6. Zastosowanie twierdzenia Gaussa

z e

>
/ )
X

Rys.2.6. Obszar dwuwymiarowy o grubosci ¢

o dywergencji (2.18) do prawej strony réwnania (2.24), z podstawieniem, ze
an = q' 1, daje wynik

j{th dI' = j{thn dI' = %(tq)Tn dr' = /div(tq) dQ (2.25)
r r r Q
Wykorzystujac powyzszy rezultat w (2.24) otrzymamy
[ 1@ = +ta) a2 =0
Q

co, przy uwzglednieniu, ze obszar () jest dowolny, prowadzi do rownania réz-
niczkowego bilansu cieplnego

div(tq) =tQ (2.26)
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Wykorzystujac w (2.26) réwnanie konstytutywne (2.13) otrzymamy
div(tDVT)+tQ =0 w obszarze Q (2.27)

Jesli macierz D ma postaé¢ diagonalna i material jest izotropowy (k = kyp =
kyy), to réwnanie (2.27) jest tzw. rdwnaniem quasi-harmonicznym i ma postaé
0 oT 0 oT
— (thk— — (th— tQ =0 2.28
8:E( 8:E)+8y( 8y)+ @ ( )

W konicu, jesli tk = const, to (2.28) redukuje sie do réwnania Poissona

o*T  &°T Q

-~ _F 2.29

Ox? + 0y? k (2.29)

Jesli nie ma wewnetrznego zrédla ciepla, to Q = 01 (2.29) jest réwnaniem
Laplace’a

o,  OPT 0T
2 82
gdzie V2 = 922 + a2 jest operatorem rozniczkowym rzedu drugiego.

Rozwiazaniem tego réwnania sa tzw. funkcje harmoniczne, co uzasadnia nazwe
réwnania quasi-harmonicznego dla (2.28).

Wyprowadzone rownania réwniez mozna napisa¢ w formie operatorowej Au =
f, gdzie na przyktad dla réwnania (2.28) mamy

A= () b (th ), =@, u=T

= oz \ Ox oy \ Oy
a dla réwnania Poissona (2.29) jest
0?  o? Q
A = 2 = —F= _— = — — = T
v 0x? + oy?’ / A

Rozwigzanie réwnania (2.27) wymaga oczywiscie przyjecia odpowiednich wa-
runkéw brzegowych. Przyjmujac, ze sa to mieszane warunki brzegowe, zawie-
rajace warunki naturalne i podstawowe, model matematyczny problemu prze-
plywu ciepla w obszarze dwuwymiarowym ma forme
div(tDVT)+tQ =0 w (2 (2.31a)
Gm=q'n=nh na brzegu I'y, (2.31b)
T=yg na brzegu I', (2.31c)
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z warunkami I' =T', UT'; i I',NT'; = @, (co oznacza, ze suma brzegéw I', i Ty
jest réwna I'; a ich cze$¢ wspdlna jest réwna zero).
Podobnie mozemy napisaé¢ rownania dla problemu tréjwymiarowego

div(DVT)+Q =0 wV (2.32a)
=g n="h na powierzchni Sy, (2.32b)
T=yg na powierzchni 9, (2.32¢)

z warunkami S = S, U S, 1 S, NS, = @.

Tak jak to miato miejsce dla przypadku jednowymiarowego, rownania typu
(2.31) i (2.32) sa réwniez modelami matematycznymi dla probleméw dyfuzji
i przeptywu pradu elektrycznego. Innym przyktadem problemu fizycznego opi-
sywanego rownaniem (2.31) jest zagadnienie skrecania przekroju niekolowego.
7 uwag podanych w tym punkcie oraz w p. 2.2 wynika wazny wniosek, ze dla
zachowania pewnej ogélnosci rozwazan mozemy formutowaé przyblizone me-
tody rozwiazywania typowych réwnan rézniczkowych (zwyczajnych lub czast-
kowych), ktore nastepnie moga by¢ wykorzystane jako modele matematyczne
dla konkretnie okreslonych probleméw fizycznych. Problem przeplywu ciepta
moze w tej sytuacji by¢ uznany za ,,problem wzorcowy” problemu fizycznego.

2.4. Klasyfikacja ré6wnan rézniczkowych czastkowych

Réwnanie rézniczkowe czastkowe nazwiemy quasi—liniowym, jesli jest linio-
we wzgledem swojej najwyzszej pochodnej. Stad-quasi liniowe réwnanie rzedu
drugiego dla funkcji v dwoch zmiennych niezaleznych — x i y, mozemy napisaé
w formie

0u 9%y 0%u ou Ou
— +2b—— + = = Flz,y,u, —, — 2.33
“or? + Ox0y +68y2 (x S oy 8y) (2.33)
Réwnanie to nazwiemy:
réwnaniem eliptycznym, jedli  ac—b* >0
réwnaniem parabolicznym, jedli ac—b* =0 (2.34)

réwnaniem hiperbplicznym, jedli ac—b%> <0

Wspotezynniki a, b, ¢ moga by¢ funkcjami x i y, co oznacza, ze typ réwnania
(2.33) moze by¢ rézny w réznych podobszarach plaszczyzny (z,y). Podana
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klasyfikacja ma nie tylko znaczenie formalne, lecz ma tez duze znaczenie prak-
tyczne poniewaz rozwigzanie dla kazdego typu réwnania jest rézne, zalezne od
przyjetych warunkéw brzegowych i warunkéw poczatkowych.

Przyktadami poszczegdlnych typéw rownan rézniczkowych czastkowych sa:

o Rownanie eliptyczne:

réwnania stacjonarnego przeplywu ciepta:

réwnanie Poissona (2.29)

Fr T Q

0?2 + o2k
réwnanie Laplace’a (2.30)

o*T a2T_O
527 o

e Rownanie paraboliczne:

réwnanie niestacjonarnego przeplywu ciepta w precie, opisujace propa-
gacje temperatury w czasie (na przyklad réwnanie (6.163a) dla k = 1)

ka2T_aT
922~ ot

gdzie funkcja temperatury 7' = T'(z,t) i t jest czasem.

e Rownanie hiperboliczne:

rownanie falowe
0%y 1 0%y

9x2 a2 o2
gdzie « jest pewnym parametrem.
Roéwnanie to réwniez opisuje propagacje w czasie, lecz w poréwnaniu
z rOwnaniem parabolicznym wystepuje tutaj druga pochodna po cza-

sie, co powoduje, ze rozwiazanie ma charakter oscylujacy (jak to ma na
przyktad miejsce dla drgajacego preta, por. réwnanie (6.164a)).
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2.5. Naturalne i podstawowe warunki brzegowe

W p. 2.2 wprowadziliSmy pojecia podstawowych i naturalnych warunkow
brzegowych, stwierdzajac tylko, ze podstawowymi warunkami brzegowymi sa
te warunki, ktore wystepuja w okresleniu przestrzeni funkcji dopuszczalnych.
Obecnie, zgodnie z poczyniong tam zapowiedzia, zdefiniujemy blizej naturalne
warunki brzegowe. Musimy jednakze w tym celu odwotaé¢ sie do rachunku
wariacyjnego.

Rozwazmy problem minimalizacji funkcjonatu

du

- (2.35)

b
I(u) :/F(a:,u,u')da:, =

w liniowej przestrzeni funkcji dopuszczalnych D funkcji ciaglych wraz z dru-
gimi pochodnymi w przedziale [a, b] i spelniajacych jednorodne warunki brze-
gowe u(a) =u(b) =0

D = {u(x) : u(z) € C*(a,b), a <z <b, u(a) =0, ulb) =0}

7 rachunku wariacyjnego wiadomo, ze funkcja ug € D, ktéra minimalizuje
funkcjonal (2.35), jest rozwiazaniem réwnania Fulera

oF d((‘)F):

Przyjmijmy teraz alternatywny warunek brzegowy tylko w postaci u(a) = 0.
W tym przypadku przestrzen funkcji dopuszczalnych D jest

D = {u(z) € C*(a,b), a <z < b, u(a) =0}

Zalézmy, ze I(u) przyjmuje swoje minimum dla ug € D. Wéwezas dla
dowolnego v € D mamy
I(u) > I(up) (2.37)

W szczegblnosei nier6wnos$é (2.37) jest stuszna dla w = up + av,v € 8 prze-
strzeni dopuszczalnych wariacji

8 = {v(z) € C*(a,b), v(a) =0} =D
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Warunkiem koniecznym minimum funkcjonatu I(u) dla ug € D jest zero-
wanie sie pierwszej wariacji I dla u = ug

d
01 (ug;v) = [El(uo + ow)] =0
a=0

Powyzszy warunek dla rozwazanego problemu prowadzi do réwnania

auo 8U0
b (2.38)
= /[a—F — i(@_F)} dudx + [(5uaF]b =
J Loug  da Ouy Oug |4
_ ﬂa—F - i<a—F>} sudz + su(b) 2L (b)
) Oug dx aug aug

Poniewaz wariacja ou jest dowolna zaréwno w (a,b), jak i dla x = b i du
w (a,b) jest niezalezna od ou(b) (mozna powiedzieé, ze du spelnia rézne wa-
runki wewnatrz obszaru i na brzegu), to z (2.38) wynika, ze wspélczynniki
przy ou w (a,b) i dla z = b powinny by¢ oddzielnie réwne zeru

oF d<aF)—o dlaa<z<b (2.390)
8—’&(]_@ 8—% = a a T < . a
OF
() =0 (2.39D)
Ouy

Warunek brzegowy (2.39b) jest drugim réwnaniem Eulera otrzymanym
z warunku minimalizacji funkcjonatu i jest naturalnym warunkiem brzegowym.
Warunek brzegowy u(a) = 0, ktéry jest wlaczony do wyspecyfikowania prze-
strzeni D, jest natomiast podstawowym warunkiem brzegowym.

Podstawowe warunki brzegowe sa tez nazywane warunkami brzegowymi
Dirichleta (w mechanice: kinematycznymi warunkami brzegowymi), a natu-
ralne warunki brzegowe — warunkami brzegowymi Neumanna (w mechanice:
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statycznymi warunkami brzegowymsi). Podkreslmy, ze spelnienie réwnan Eule-
ra (2.39) jest warunkiem koniecznym, by funkcjonal I(u) osiagnal ekstremum.
Rozwazenie warunku wystarczajacego wymagatoby wprowadzenia drugiej wa-
riacji i zbadania, czy jest ona dodatnio czy ujemnie okreslona.

Przykltad 2.1. Rozwazmy problem minimalizacji catkowitej energii poten-
cjalnej belki wspornikowej (rys.2.7).

M
y ':;::LL::;::::;%*’

Rys.2.7. Belka wspornikowa z obciazeniem f, F'i M

Funkcjonal energii ma postaé

L

TT(w) :/%I(%)de— (/wada:er(L)FJri—:(L)M) (2.40)
0 0

Zgodnie z zasadg minimum catkowitej energii potencjalnej sposréd wszyst-
kich dopuszczalnych standéw przemieszczen belki w stanie réwnowagi trwatej
maja miejsce tylko te przemieszczenia, dla ktérych catkowita energia poten-
cjalna belki osigga minimum. Przestrzen funkcji dopuszczalnych D 4 jest w tym
przypadku zdefiniowana jako?

dw = d?w . . .
Da={w: w,— i — sa ciagle w [0, L] i nalezg do Ly(0, L)
0) = o) = 0
oraz w(0) = —(0) = }

2L5(0, L) jest przestrzenia wektorowa wszystkich funkeji v € L2 (0, L) catkowalnych z kwa-

L
dratem w obszarze (0, L) : [ |v(z)|*dz < cc.
0
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Warunek zerowania sie pierwszej wariacji 0II = 0 daje réwnanie

- (5wf} dz — dw(L)F — 5(d—w(L)>M

d%w d25w
0= [E
dx

dz? da?

St —

Réwnanie powyzsze przecatkujemy dwukrotnie przez czesci

()—/L[O12 (Eld2w) f]a da + [E1d2w5<dw)
N ) dx? dx? war dz? \ dz

d (El—dzw)é ]L Sw(L)F 5<dw(L)>M
T a\ A )% 0 v - \dz

Réwnanie Eulera otrzymamy przyréwnujac do zera wyrazenie przy dw pod
catka

(2.42)

& (EIde)—f O<z<L (2.43)
dz2 7 da? ) v '

ktére jest réwnaniem rézniczkowym dla belki zginanej. Operator A ma postaé

d2 d2
AZ@(“@)

i jest on dodatni w D4 (dla ET > 0). Iloczyn skalarny dla tego problemu jest
zdefiniowany wzorem

d2w d%v

L
(w, v) 4 = (Aw, v) = /EI
0

Rozpiszemy i uporzadkujemy teraz wyrazenia brzegowe w (2.42), otrzymujac
rownanie

d d?w d d?w

s( o)) [_pr v s(Y2 Y o mr Y
+ <£< >>[‘ @LJ (a< >>[‘ + d—]
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dw
Poniewaz dw(0) = § (d—(0)> = 0, to przyréwnujac oddzielnie do zera wyra-
x

d
zenia przy dw(L) i ¢ <d—w(L)> otrzymamy dodatkowe réwnania Eulera:
x

Sw(L): — F — [%(EI%)LZLZO (2.45a)
5(2—:@)) M+ (EI%) ‘ 0 (2.45b)
=L

W rozwazanym problemie podstawowe warunki brzegowe (wynikajace z wie-
z6w geometrycznych) sa nastepujace:

w(0) = i—:(m =0

natomiast naturalne warunki brzegowe (wynikajace z dzialania uogélnionych
sit F'i M, przylozonych w x = L) sa dane réwnaniami (2.45).

Reasumujac, w analizie dowolnych probleméw mozliwe sg nastepujace trzy
kombinacje warunkéw brzegowych:

(a) wszystkie sa typu podstawowego (problemy Dirichleta lub warunki brze-
gowe pierwszego rodzaju),

(b) wszystkie sa typu naturalnego (problemy Neumanna lub warunki brze-
gowe drugiego rodzaju),

(¢) cze$é¢ warunkow jest podstawowych, a cze$é naturalnych (problemy mie-
szane lub warunki brzegowe trzeciego rodzaju).

2.6. Niejednorodne warunki brzegowe

W podreczniku ograniczymy sie do rozwiazywania na ogét liniowych réw-
nan operatorowych, zawsze jednak z jednorodnymi warunkami brzegowymi.
Wynika to z wymagan jednoznacznosci rozwiazania, ktérych tutaj nie be-
dziemy omawiali, odsylajac zainteresowanych do literatury, w tym przypadku
dotyczacej analizy funkcjonalnej [10]. Stwierdzimy tylko, ze ta jednoznacz-
nos¢ jest zapewniona, jesli przestrzen rozwiazania jest przestrzenig liniowq.
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Konsekwencje analizy problemu z niejednorodnymi warunkami brzegowymi
przesledzimy na prostym przykladzie.

Przyklad 2.2. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe Poissona

*u  0*u
_(W + a—y2) = f w (2.468,)
u=20 na brzegu I (2.46b)

gdzie Q C R? jest plaszczyzna, a T brzegiem obszaru Q. Warunek brzegowy jest
typu podstawowego, dlatego méwimy, ze (2.46) jest tzw. problemem Dirichleta
dla réwnania Poissona.

Zalozymy, ze f € C(Q), Q = Q + I'. Rozwigzaniem problemu (2.46) jest
funkcja, ktéra jest ciagta w obszarze domknietym €, spelnia réwnanie (2.46a)
i jest réwna zeru na brzegu I'. Przez zalozenie, ze f € C(Q), rozwiazanie u(z, y)
nalezy do C?(Q) przestrzeni funkcji cigglych, wraz z pochodnymi az do rzedu

drugiego, oraz rownych zeru na brzegu I'. Zbiér tych funkcji dopuszczalnych

D= {u(x) € C*Q), £ c QCR?* u=0nal} (2.47)

tworzy przestrzen liniowa, poniewaz spetnia tzw. aksjomaty dodatniosci i mno-
zenia przez skalar. Jedli bowiem uq i ug sa dowolnymi funkcjami z D, to wow-
czas ich kombinacja liniowa auy + fus, dla dowolnych skalaréw a i 3, réwniez
nalezy do D. Natomiast je$li warunki brzegowe sg niejednorodne, np. u = ¢
na brzegu T', to przestrzen D nie jest liniowa, poniewaz dla u1,us € D mamy
u1 + ug = 2¢g na brzegu, tak ze warunek u; 4+ us = g na brzegu I' nie jest
spelniony.

Najbardziej oczywistym sposobem postepowania w przypadku rozwiazy-
wania probleméw z niejednorodnymi warunkami brzegowymi jest po prostu
przetransformowanie takiego problemu do problemu z jednorodnymi warun-
kami brzegowymi. Procedura postepowania jest nastepujaca.

Rozwazmy liniowe réwnanie operatorowe

Au=f w2 (2.48a)
z liniowymi, niejednorodnymi warunkami brzegowymi

Bu=g na brzegu I' (2.48b)
gdzie f € Lao(Q) i g € Lo(T).
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Zalbézmy, ze znana jest funkcja w, ktéra spelnia warunek brzegowy Bw = g na
brzegu I i jest wystarczajaco gladka tak, ze Aw € Ly(Q2). Funkcja z = u —w
spelnia réwnanie

Az =f— Aw w (2 (2.49a)
Bz=0 na brzegu I (2.49b)

Rozwiazanie réwnania (2.49) daje rozwiazanie problemu wyjsciowego (2.48)
w postaci u = z + w.

Przyklad 2.3. Rozwazmy problem Dirichleta dla réwnania Laplace’a, zde-
finiowanego na prostokacie Q = {(z,y): 0 <z < a, 0 <y < b}

—Vu=0 w

z warunkami brzegowymi

. ﬂ-x .
u = bsin — dlay=>bi0<z<a
a
u=20 na pozostatych krawedziach prostokata
W tym przypadku funkcja w jest dana wzorem

. X

w = ysin —

a

i jest ona rézniczkowalna ze wzgledu na x i y oraz spelnia warunki brzegowe.
Problem wyjsciowy po transformacji ma postaé

™ ™

2
—V2z:V2w:—<—) ysin—  w QQ
a a

z=0 na brzegu I'

2.7. Sformulowania lokalne i globalne

Modele matematyczne przedstawione w tym rozdziale sformulowalismy
analizujac stany réwnowagi w punkcie materialnym ciata. Efektem tych roz-
wazan byly réwnania rézniczkowe. Taki sposéb budowania modeli matema-
tycznych uzasadnia nazwe sformutowanie lokalne problemu.
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Innym sposobem jest sformutowanie globalne, w ktérym rozwiazanie otrzy-
mujemy w wyniku minimalizacji pewnego funkcjonatu. Na przyktad, w anali-
zie zagadnien mechaniki ciala sprezystego takim funkcjonatem jest catkowita
energia potencjalna. Problem, ktérego rozwigzanie mozna otrzymac rozwiazu-
jac rownanie rézniczkowe lub minimalizujac odpowiedni funkcjonal, nazywa
sie problemem samosprzezonym. Taka réwnowazno$é rozwiazania mozna juz
bylo zauwazyé w p. 2.4, gdzie stwierdziliSmy, ze funkcja, ktéra minimalizuje
funkcjonal (2.35) jest rozwigzaniem réwnania Eulera (2.36). Do problemu te-
go wrbcimy jeszcze w rozdziale piatym, gdzie podamy warunki réwnowaznosci
rozwigzania przyblizonego réznymi metodami wariacyjnymi.

2.8. Rozwigzanie przyblizone

W podreczniku zajmowaé sie bedziemy metodami przybliZzonymi rozwiazy-
wania problemoéw opisywanych przez swoje modele matematyczne. Przyjmij-
my, dla skupienia uwagi, ze dany jest problem, dla ktérego model matematycz-
ny ma postaé réwnania operatorowego okreslonego w obszarze €2 z warunkami
brzegowymi danymi na brzegu I'

Au=f w Q (2.50a)
Bu=g na brzegu I' (2.50b)

gdzie A i B sa operatorami rozniczkowymi, a f i g sg znanymi funkcjami
odpowiedniej klasy ciaglosci.

Podstawiajac rozwiazanie przyblizone uy do (2.50a), oczywiscie réwnanie to
nie zostanie spelnione i blad, albo residuum, jest

Rl = AuN — f (2.51)

Dodatkowo, prawdopodobnie nie zostang réwniez spelnione warunki brzegowe
(2.50b), i blad dla nich bedzie wynosit

Ry =Bun — ¢ (2.52)

Celem obliczen przyblizonych bedzie otrzymanie rozwigzania, ktére minima-
lizuje btedy R; i Rp. Dokonuje sie to przez zredukowanie bledéw do zera
w pewnych punktach, lub podobszarach obszaru = Q + T, albo minimalizu-
jac odpowiednio zdefiniowany btad $redni.
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W ogdélnosci mamy do wyboru trzy metody postepowania.

1. Wyznaczenie rozwiazania przyblizonego, ktére tozsamosciowo spelnia

wszystkie warunki brzegowe i minimalizuje btad Rj, nie spelnieniajac
réwnan modelu matematycznego (ang. domain methods).
Przyktadami takich metod jest omawiana w rozdziale trzecim metoda
roznic skoriczonych lub metody wariacyjne Ritza i residuéw wazonych,
w tym metoda elementéw skoriczonych, omawiana w rozdziale szostym,
i metoda bezelementowa Galerkina, omawiana w rozdziale si6dmym.

2. Wyznaczenie rozwiazania przyblizonego, ktore tozsamosciowo spelnia
réwnania modelu matematycznego i minimalizuje btad Rs, nie spelnie-
niajac warunkéw brzegowych (ang. boundary methods).

Przyktadem takiej metody jest nie omawiana w podreczniku metoda
wariacyjna Trefftza i bazujaca na niej metoda elementow brzegowych.

3. Wyznaczenie rozwigzania przyblizonego z warunkow minimalizacji bte-
dow R; i Rs, spowodowanych niespelnieniem ani réwnan modelu ma-
tematycznego, ani warunkéw brzegowych (ang. mized methods). Sa to
metody wykorzystujace, na przyklad, metody z punktéw 1 i 2. Nie sa
one réwniez opisywane w podreczniku.



Rozdziat 3

Klasyczna metoda réznic
skoniczonych (MRS)

3.1. Uwagi wstepne

Klasyczna metoda réznic skonczonych (MRS) jest przyblizona metoda dys-
kretnego rozwiazywania probleméw brzegowych, opisywanych zwyczajnymi
lub czastkowymi réwnaniami rézniczkowymi [7]. Idea metody polega na zamia-
nie operatoréw rozniczkowych na odpowiednie operatory réznicowe, okreslone
na dyskretnym i regularnym zbiorze punktéw; zbiér ten nazywamy siatkg,
a jego elementy weztami. W rezultacie wyjsciowe zagadnienie brzegowe zosta-
je sprowadzone do ukladu réwnan algebraicznych, w ktérych niewiadomymi
sg wartosci funkcji i w pewnych rzypadkach ich pochodnych.

Uogdlnieniem klasycznej metody réznic skonczonych jest metoda z dowol-
nie nieregularng siatkg weztéw, wykorzystywana réwniez do rozwiazywania
probleméw sformutowanych w postaci wariacyjnej. W tym rozdziale ograni-
czymy sie tylko do zastosowania klasycznej metody réznic skonczonych do
rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych; rozwiazywanie ta metoda
rownan rozniczkowych zwyczajnych jest elementarne i przyktady zastosowan
mozna znalezé w podrecznikach o metodach numerycznych. Uogélniona me-
toda réznic skoficzonych jest natomiast zlozong metoda wariacyjna i szerokie
jej oméwienie znajduje sie w podreczniku [5].
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3.2. Réwnania rézniczkowe czgstkowe eliptyczne

3.2.1. Brzegi regularne

Metode réznic skonczonych zastosujemy do rozwigzania réwnania Lapla-
b
ce’a

vy = O O, (3.1)
Y= 922 oy ’
i rownania Poissona ) )
viu= 08 LTy (3.2)
ox?  Oy? ’

W pierwszym kroku rozwigzania zamienimy operatory rézniczkowe na odpo-
wiednie operatory réznicowe. Wykorzystamy w tym celu szereg Taylora dla
funkcji u w otoczeniu (x £ h,y), piszac

ou(z, 1 0%u(x,
u(z + h,y) = u(z,y) + M h+ - M h?+
Ox 2 022
(3.3a)
l 83U(.Z'7y) h3 +
6 O3
ou(z, 1 0%u(,
Ox 2 Ox?
(3.3b)
_ 1 M h3 +
6 Oz
Odejmujac stronami (3.3b) od (3.3a) i pomijajac wyrazy z h3, h%, ..., otrzy-
mamy
du(z,y) 1
5~ [w(@ + h,y) — u(z — h,y)] (3.4a)
Postepujac podobnie dostaniemy
u(z,y) 1
oy Tk [u(z,y + k) — u(z,y — k)] (3.4b)

Wzory (3.4) nazywaja sie wzorami réznicowymi centralnymi pierwszego rzedu.
Dodajac teraz stronami (3.3a) do (3.3b) i pomijajac wyrazy z h*, h°,. .., otrzy-
mamy

0*u(w,y)



34 Klasyczna metoda réznic skoniczonych (MRS)

skad mamy

Pu(z,y) 1

% ~ 3 [U(JE +h,y) —2u(z,y) + u(x — h, y)} (3.5a)
i podobnie

Pu(r,y) 1

% N3 [u(az, y+k)—2u(z,y) +ulx,y — k:)} (3.5b)

Wzory (3.5) nazywaja sie wzorami réznicowymi drugiego rzedu. Druga pochod-
ng mieszana obliczymy korzystajac ze wzoréw

Pulz,y) 1 {au(:n, y+k) Ou(zy— k:)]

oxdy 2k ox ox
ou(x,y + k) 1
a0 [u(:ﬂ+h,y:|:k‘)—u(m—h,y:|:k)}
Koncowa posta¢ wzoru réznicowego jest
&*u(z,y)

1
“oudy Sy {u(x—l—h,y—l—k)—u(x—h,y—l—k‘)—u(m—l—h,y—k‘)—l—u(x—h,y—k‘)}
(3.6)

Postepujac podobnie mozemy napisaé wzory réznicowe odpowiadajace wyz-
szym pochodnym czastkowym funkeji u(z,y).
Na rys. 3.1 pokazano punkty (x + h,y), (z — h,y) ... wystepujace we wzorach
(3.4) - (3.5), tworzace tzw. gwiazde réznicowq.

(x,y+k)

(x,y-k)

Rys.3.1. Gwiazda réznicowa dla wezla (x,y)

Podstawiajac (3.5a) i (3.5b) do réwnania Poissona (3.2) otrzymamy dla h = k
rownanie roZnicowe

u(z+h,y)+u(z,y+h)+u(z—h,y)+u(z,y—h)—4du(z,y) = h2f(a:,y) (3.7)
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Przyjecie f(z,y) = 0 prowadzi do réwnania réznicowego dla réwnania Lapla-
ce’a

u(z + h,y) +u(z,y +h) +ulx — h,y) + u(z,y — h) —4u(z,y) =0 (3.8)

Wzory réznicowe i rownania réznicowe przedstawia sie rowniez w formie gra-
ficznej jako tzw. schematy roznicowe, na przyklad w postaci

1
RPVE={1 —4 1 (3.9)
1

lub dla réwnania (3.7)

1 —4 1 yu=h2f(z,y) (3.10)

Przyklad 3.1. Rozwiazaé problem Dirichleta stacjonarnego przeptywu cie-
pta w tarczy kwadratowej.

Analizowana tarcza pokazana jest na rys. 3.2a. Tarcza wykonana jest z mate-
riatu jednorodnego i ogrzana na brzegach do temperatury 0°C i 100°C. Przyjaé
siatke z weztami co h = k = 4 cm, rys.3.2b.

9 A b)
y _
. 7=0 (13) 23)
4
0.2) [(.2) 122) }G2)y,
=100 7=100 4
loy a.n ey Jen,
4
- (1,0) |(2,0)
0 7=100 |7 x 4 | 4 l 4

Rys.3.2. a) tarcza kwadratowa, b) siatka MRS
Modelem matematycznym dla tego problemu jest réwnanie Laplace’a
o*T 0T
92 T T
ox oy
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z podstawowymi warunkami brzegowymi pokazanymi na rys. 3.2a.
Uklad réwnan réznicowych dla weztéw (1,1), (2,1), (1,2) i (2,2) ma postaé

— AT, 4+ T + Tio = —200
T — 4Ty + Thy = —200
Ty — 4T + Ty = —100

To1 + T — 4159 = —100

ktorego rozwiazanie wynosi
Ty =Ty = 87,5°C Tio = Thy = 62,5°C

Dokladny wynik jest odpowiednio 88,1°C i 61,9°C, co oznacza, ze otrzy-
mane rozwigzanie jest zaskakujaco dobre, pomimo rzadkiej siatki weztéw.

Przyklad 3.2. Rozwiaza¢ mieszany problem brzegowy dla tarczy prosto-
katnej opisany rownaniem Poissona
0%u N 0%u
ox? = Oy?
Tarcza wraz z podstawowymi i naturalnymi warunkami brzegowymi pokazana
jest na rys. 3.3a. Na 3.3b pokazano przyjeta siatke weztéw dla h = k = 0, 5.

= 122y

ou
Wykorzystujac wzory u = 33> i — = 6x obliczymy dla weztéw brzegowych

dy
a) b) J3) (2.3)
ou
A — =6x
o o 02 (12 122 (.2
0.5
u=0 =3 0,H [1,h (2D 3D
0.5
5 — » (1,0) (2,0)
" LS x 05 | 05 | 05

Rys.3.3. a) tarcza prostokatna, b) siatka MRS

ou ou
usy = 0,375 ugp =3 —2 =3 —2 —¢
dy dy
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Uktad réwnan réznicowych dla wezléw wewnetrznych (1,1) i (2, 1) oraz weztéw
brzegowych (1,2) i (2,2) ma postaé

—dunn 4 ua A+ ur =0,75
u1r  — 4ug + u92 =1,5-0,375=1,125
U1l — 4uys 4 uzx + uis =1,5
ugr  + uiz  — duge +u =3-3=0

(3.11)
Nieznane wielkoSci 413 1 uog poza obszarem tarczy zwigzemy z w11 i ug korzy-
stajac z wzor6w réznicowych centralnych, napisanych dla weztéw (1,2) i (2,2)

~ Ouwizuiz —un

3= 8y oh = U13 — U111 sk@d uU13 = u11 + 3

Q

~ Ouzz ugg —up

6 = 8y oh = U23 — U21 sk@d U23 = U9l + 6

Q

Podstawiajac powyzsze wzory do ukladu réwnan (3.11) otrzymamy koncowa
postaé¢ uktadu réwnan réznicowych, ktéry w formie macierzowej jest nastepu-
Jacy

—4 1 1 0 U1l 0, 750
1 -4 0 1 ugl | 1,125
2 0 —4 1 U192 o —1, 500
0 2 1 —4 U922 —6, 000

Rozwigzanie tego ukladu réwnan wynosi (w nawiasach podano rozwiazania

doktadne)

Ul = 0,866 (1) U9 = 1,812 (2)
u1y = 0,077 (0,125) ug = 0,191 (0,25)

Wynik mozna poprawié, zageszczajac siatke weztow.

3.2.2. Brzegi nieregularne

W przypadku brzegéw nieregularnych wezly siatki nie sa zlokalizowane na
brzegach obszaru rozwiazania. Przypadek ten jest zilustrowany na rys. 3.4a
i wymaga on specjalnego potraktowania.
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a) b) B
B ﬁh
P 0 NA PO ah 4
ah ):
= Sh
y 0 Lo
h h

Rys.3.4. a) brzeg nieregularny B-A-C, b) gwiazda réznicowa dla przypadku
ogoblnego

Wykorzystujac szereg Taylora dla punktu O z sasiadami A i P, otrzymujemy
Wzory

0 9?2
uA:uo—l—ah£+l(ah)2 1o
_ b oup n 1 B2 32UO
up ="uo Oz 2 Oz?

na podstawie ktérych mozemy napisaé

1 5 0%up
uA+auP%(1+a)uo+§a(a+l)h 52
7 réwnania tego obliczymy pochodng, otrzymujac
Puo 2 [ L 1 }
—_— = | —u up — —u
0z h? La(l + «) AT T¥a P a®

Podobnie, rozwazajac punkty O, B i ), dostaniemy

o 2[ 1 N 1 1 }
5 RS |5 U ——UQ — S U
a2 Rrlp+p) P14 @ 3¢

Dodajac do siebie dwa ostatnie wzory mamy wynik konicowy

V2up ~ 2 up N upB up uQ (a4 B)uo

P et T A s T Tre T i es ) (W
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Na przykitad, jesli a = % ig= % zamiast schematu réznicowego

1 4
3
1 -4 1 mamy teraz % —4 %
1 2
3

W ogélniejszym przypadku, pokazanym na rys. 3.4b, mamy

el ey Rl R oy Il oy R
(3.14)

Viup ~ ua us up uQ (ay + 89) UO}

Przyktad 3.3. Obliczyé¢ u(z,y) w obszarze pokazanym na rys. 3.5a. Czesé
brzegu jest okregiem o promieniu 10 i poczatku w punkcie (0,0). W obszarze
tym zdefiniowane jest réwnanie Laplace’a z podstawowymi warunkami brze-
gowymi podanymi na rys. 3.5a. Przyjaé¢ siatke wezléw z rys. 3.5b (h = 3).

a) b)
7 ) u=-702
5 N@%
g
X uof—U2L CON s,
X u=0 LD @1 u=296
3
[ a=2/3
u=27 u=216 P23
3 3 2] reo=l

Rys.3.5. a) tarcza z brzegiem nieregularnym, b) siatka MRS

Dla punktéw (1,1) i (1,2) gwiazda réznicowa jest regularna, natomiast dla
punktéw (2,1) i (2,2) nalezy skorzysta¢ z wzoru (3.14), otrzymujac schematy
réznicowe w formie
1 0,5 0,9
(1,1),(1,2):{ 1 —4 1 $:(2,1):4 0,6 —2,5 0,9 $;(2,2):{ 0,6 -3 0,9
1 0,5 0,6
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Uwzgledniajac warunki brzegowe podane na rys. 3.5b, otrzymamy uktad réw-
nan réznicowych w formie

— 4u1q + u21 + uy2 =0-27 = =27
0,6uy; — 2,du9 4+ 0,5u09 = —0,9-296 —0,5-216 = —374,4
U1 — 4uqo + uge =702+0 =702
0, 6’LL21 + 0, 6’LL12 — 3UQ2 = 0, 9-352 + 0, 9-936 = 1159, 2
Roéwnanie macierzowe jest
—4 1 1 0 U1l —27
0,6 —2,5 0 0,5 ugy | | —374,4
1 0 —4 1 ui2 - 702
0 0,6 0,6 -3 U2 1159, 2

Rozwiazanie powyzszego uktadu réwnan wynosi
uil = —55, 6 u21 = 49, 2 U1 = —298, 5 Ug9 = —436,3

Przyjeta siatka weztéw jest bardzo rzadka, dlatego wyniki obliczen odbiegaja
od rozwiazania doktadnego

Uil = —54 U9l = 54 Ul = —297 U9 = —432

3.3. Roéwnania rézniczkowe czgstkowe paraboliczne

Rozwiazywanie rownan parabolicznych i hiperbolicznych jest znacznie bar-
dziej ztozonym zadaniem niz rozwiazywanie réwnan eliptycznych. Rozwiazujac
rownanie eliptyczne metoda réznic skonczonych, rozwiazanie przyblizone jest
zbiezne do rozwiazania dokltadnego, jesli h — 0. W przypadku réwnan para-
bolicznych i hiperbolicznych takiej automatycznej gwarancji nie ma, w szcze-
gblnoéci proces obliczen moze byé w ogdle niezbiezny. Aby zapewnié¢ zbieznosé
i stabilno$¢ rozwiazania (to ostatnie oznacza, ze male zaklécenia w warun-
kach brzegowych powoduja male zmiany w rozwiazaniu) musza by¢ ustalone
dodatkowe warunki na procedure rozwigzania.

Wykorzystanie metody réznic skonczonych do przyblizonego rozwiazywa-
nia réwnania parabolicznego objasnimy na przyktadzie problemu nieustalone-
go przeplywu ciepta w obszarze jednowymiarowym, rzagdzonego przez rownanie

or 0T

— =c —= 0 L 3.15
5 = C B2 <z< ( )
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gdzie t > 0 jest czasem, a parametr ¢ = const (dalej przyjmiemy ¢ = 1). Do
réwnania musza by¢ dotaczone warunki brzegowe oraz warunek poczgtkowy,
ktére przyjmiemy w formie
T(0,t) =T(L,t) =0 jednorodne podstawowe warunki brzegowe (3.16a)
T(x,0) = f(x) warunek poczatkowy (3.16b)

Réwnanie réznicowe dla réwnania (3.15) jest
1
k
Na rys. 3.6 pokazano przyjeta siatke weztéw w kierunkach zmiennej przestrzen-
nej x i zmiennej czasowej t.

(Ti,j+1 - Tz) = % (Ti+1,j —2T5; + Ti—l,j) (3.17)

t .
=3
=2

=0 T=0
j=1

k

h T=fix) ——>
X

Rys.3.6. Siatka wezléw na plaszezyznie (z,t)

Zauwazmy, ze réwnanie (3.17) wiaze ze soba cztery wezly pokazane na rys. 3.7.

(ij+1)

k

e A o
(i-1j) h (i) h  (i+1))
Rys.3.7. Wezly w réwnaniu réznicowym (3.17)

T
W réwnaniu réznicowym (3.17) do aproksymacji pochodnej N wykorzysta-

no tzw. roznice skonczong wprzod pierwszego rzedu, poniewaz nie mamy na
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poczatku informacji dla ujemnego t. Ze wzoru (3.17) obliczymy T; 41, co od-
powiada temperaturze dla czasu na poziomie j + 1, w funkcji trzech wartosci
T 7z poziomu czasowego j

Tijy1= (1 —=2r)Tij +r(Tiv1j + Ti-15) (3.18)

gdzie r = k/h?.
Taki spos6b obliczen jest bardzo prosty, jednakze mozna wykazaé, ze aby me-
toda byta zbiezna musi by¢ spelniony warunek

r= <o (3.19)
co oznacza, ze wspSlezynnik przy Tj; w (3.18) jest dodatni lub (dla r = 3)
(1-2r) T;; = 0. Intuicyjnie, warunek (3.19) oznacza, ze przyjety krok czasowy
k nie moze by¢ za duzy (nie mozna sie poruszaé za szybko w kierunku t).

Warunek (3.19) jest duzym ograniczeniem w obliczeniach praktycznych,
wyboér matego h oznacza, ze k musi by¢ bardzo mate. Na przyktad, dla h = 0,1
mamy k < 0,005, a zmiana h o polowe powoduje czterokrotne zwiekszenie
liczby krokéw czasowych.

Znacznie lepsza metoda, ktéra nie ma ograniczenia dla r = k/h?, jest me-
toda Cranka-Nicolsona. Idea tej metody polega na zastapieniu prawej strony
réwnania réznicowego (3.17) przez % sumy dwéch wzordw réznicowych napi-
sanych dla dwoch sasiednich wierszy czasowych, rys. 3.8.

o owiersz czasowy j+1

o o WIeIsz Czasowy j

Rys.3.8. Szes¢ wezléw w formule Cranka-Nicolsona
W ten sposéb zamiast (3.17) mozemy napisaé

1 1
% (Tij+1 — Tij) = (Tiy1,5 — 2T + Tie1 )+

9h2

2h (3.20)
+ 52 (Tit1,+1 — 2Tij+1 + Ti1541)

Przenoszac wyrazy z poziomu (j + 1) na strone lewa i wyrazy z poziomu (j)

na strone prawag otrzymamy

2+2r) T ja—r (Tivr i+ Ticr 1) = 2=2r) T +r (T +Tioa ) (3:21)
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Wykorzystanie w obliczeniach réwnania (3.21) przebiega w nastepujacy spo-
sob. Jesli podzielimy odcinek 0 < = < 1 na n przedzialéw, to mamy n — 1
wewnetrznych punktéw weztowych na kazdym poziomie czasowym. Stad, dla
j=0ii=1,2,...,n—1, otrzymamy z (3.21) uktad n — 1 réwnan liniowych
z niewiadomymi 771, T51, ..., T,—1,1 (dla j = 1) w funkcji warunkéw poczatko-
wych (3.16b) Too, Tho, - - -, Tho 1 podstawowych warunkéw brzegowych (3.16a)
To1 = T,1 = 0. Podobnie postepujemy dla j = 1,2,... co oznacza, ze dla kaz-
dego poziomu czasowego rozwiazujemy n— 1 liniowych réwnan algebraicznych.

Chociaz ograniczenie na r = k/h? juz nie obowiazuje, to jednakze mniejsze
r ciagle bedzie dawalo lepsze wyniki. Dobrym wyborem jest przyjecie r = 1,
co sprowadza réwnanie (3.21) do prostej postaci

475 511 — Tig1j+1 — Ticijpr = Ty + Ticayg (3.22)

Przyklad 3.4. Rozwazymy problem nieustannego przeplywu ciepta w pre-
cie. Pret metalowy o dlugosci 11 ¢? = 1 jest izolowany na swojej pobocznicy,
natomiast na koncach preta temperatura wynosi 0°C, T'(0,¢) = T'(1,t) = 0.

0,20 =5
0,16 j=
o2 =3
12) |@2
0,08 (L3 (22 =2
L) @1
0,04 (LD J&h j=1
(1,0)  |(2,0) |(3,0) [4,0) —0
0 02 04 06 0,8 1’
=0 =1 = =3 =4 =5
—>
X

Rys.3.9. Siatka wezlow dla przykltadu 3.4

Warunek poczatkowy dla t = 0 jest T'(x,0) = sinmzx. Nalezy obliczy¢ rozktad
temperatury w precie T'(z,t) dla 0 < ¢t < 0,2 wykorzystujac metode Cranka-
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Nicolsona, przyjmujac h = 0,2 i r = 1. Poréwna¢ wyniki z rozwiazaniem
dokladnym oraz z rozwiazaniami otrzymanymi ze wzoru (3.18) przy przyjeciu
r = 0,25 (warunek (3.19) jest spelniony) ir =11ir = 2,5 (warunek (3.19) nie
jest spelniony). Na rys. 3.9 pokazano przyjeta siatke wezlow.

Warunki poczatkowe wynosza

Th9 = sin 0,27 = 0,588 Too = sin 0,47 = 0,951
T30 = T Ty = Tho

7 przyjetej siatki weztéw wynika, ze dla kazdego poziomu czasowego nalezy
rozwigza¢ 4 réwnania z 4 niewiadomymi. Wykorzystujac jednakze fakt, ze
rozktad temperatury jest symetryczny wzgledem z = 0,5 i v = 0 na obu
koncach, dla kazdego t otrzymujemy T3, = 15, oraz Ty; = 111, co redukuje
uklad réwnan do dwéch z dwoma niewiadomymi. Réwnania (3.22) dla j = 0,
po wykorzystaniu warunku 731 = T5; sa w postaci

4717 — Ty =Too+T20 =0,951
— T +415 — 15 =Tip+T =1,539

a ich rozwiazaniem jest 177 = 0,271 i 75 = 0,646. Podobnie dla j = 1
otrzymujemy uktad réwnan

4T19 —Thy =Ty +T51 =0,646
— Ty + 3T =Tn +T =1,045

z rozwigzaniem 179 = 0,271 i Toe = 0,439. W tab. 3.1 zestawiono wyniki obli-
czen, przedstawiajace rozklad temperatury w precie, a na rys. 3.10 pokazano
ich ilustracje graficzna.

Rozwiazanie doktadne wynosi

T(z,t) = e ™ tsinrr
Rozwiazanie bezposrednie z wykorzystaniem wzoru (3.18) i r = 0,25 oznacza,
ze k =rh?>=0,25-0,04 = 0,01 czyli mamy 4 razy wiecej krokéw obliczen niz

w metodzie Cranka-Nicolsona!
Wzér (3.18) przyjmuje forme

Tij+1 = 0,25 (Ti—1,j + 2155 + Tita,5) (3.23)
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t r=0x=02|2=04|2=0,6 | 2=0,8|x=1

0,00 0 0,588 | 0,951 | 0,951 | 0,588 0
004 | 0 0,309 | 0,646 | 0,646 | 0,399 0
0,08 0 0,271 | 0439 | 0439 | 0,271 0
012 | 0 0,184 | 0,208 | 0,298 | 0,184 0
0,16 | 0 0,125 | 0,202 | 0,202 | 0,125 0

0 0

0,20 0,085 | 0,138 | 0,138 | 0,085

Tabela 3.1. Wyniki obliczen rozktadu temperatury w przyktadzie 3.4

A

Ixy
1,00

0,75

0,50

0,25

Rys.3.10. Rozklad temperatury w precie z przykladu 3.4

Wykorzystujac warunki symetrii zadania, mamy dla j = 0: Tpg = 0, Tig =
0, 588, T20 = T30 = 0, 951 oraz

T11 = 0,25 (Too + 2T10 + Tao) = 0,532
T = 0,25 (Tho + 2120 + T30) = 0,25 (T10 + 3T30) = 0,860
Dla j = 1 obliczymy

T2 =0,25 (2T11 + Tgl) = 0,481
Too = 0,25 (T11 + 3T21) =0,778
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W tab. 3.2 poréwnano wyniki obliczen metoda bezposrednig r = 0,25, wzor
(3.23), z metoda Cranka-Nicolsona (CN) i z rozwiazaniem dokladnym. Jak
widaé¢ obliczenia metoda bezposérednia mozna uznaé za akceptowalne.

y z=0,2 x=0,4
CN (3.23) Doktadnie CN (3.23) Dokladnie
0,04 0,399 0,393 0,396 0,646 0,637 0,641
0,03 0,271 0,263 0,267 0,439 0,426 0,432
0,12 0,181 0,176 0,180 0,298 0,285 0,291
0,16 | 0,125 | 0,118 0,121 0,202 | 0,191 0,196
0,20 0,085 0,079 0,082 0,138 0,128 0,132

Tabela 3.2. Poréwnanie wynikéw obliczen réznymi metodami w przyktadzie 3.4

Teraz jeszcze raz wykonamy obliczenia metoda bezposrednia (3.18) naru-
szajac jednakze warunek (3.19) tzn. przyjmujac r =11ir = 2,5.
Dla r =1 wzor (3.18) jest (h =0,2)

Tijr1 =T — Tij + Tiva5

ktéry prowadzi do wynikéw zestawionych w tab. 3.3.

t x =0,2 | Dokladnie | z = 0,4 | Doktadnie

0,4 0,363 0,396 0,588 0,641
0,12 | 0,139 0,180 0,225 0,291
0,20 | 0,053 0,082 0,086 0,132

Tabela 3.3. Obliczenia w przyktadzie 3.4 metoda bezpoérednia dla r = 1

Calkowicie bledne wyniki otrzymamy stosujac wzor (3.18) ir = 2,5 (h =0,2),
tab. 3.4.
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t | £=0,2 | Doktadnie | x = 0,4 | Dokladnie

0,1 | 0,0265 0,2191 0,0429 0,3545
0,3 | 0,0001 0,0304 0,0001 0,0492
0,5 | 0,0018 0,0042 -0,0011 0,0068

Tabela 3.4. Obliczenia w przykladzie 3.4 metoda bezposrednig dla r = 2,5

3.4. Roéwnania rézniczkowe czgstkowe hiperboliczne

Zastosowanie metody réznic skonczonych do przyblizonego rozwiazywania
réwnan rézniczkowych czastkowych hiperbolicznych oméwimy na przykltadzie
prostego réwnania falowego, ktére jest modelem matematycznym problemu
drgan sprezystej struny z utwierdzonymi brzegami.

Rozwazany problem poczatkowo-brzegowy ma postaé

Pu_Ou o1 t30 (3.24)
012~ D e s '
z warunkami poczatkowymi
u(z,0) = f(z) (dane poczatkowe przemieszczenie) (3.25a)
ou(z,0
% =g(z) (dana poczatkowa predkosé) (3.25b)

i podstawowymi warunkami brzegowymi
u(0,t) = u(1,t) =0 (3.25¢)

Doktadne rozwigzanie jest znane pod nazwa rozwigzania d’Alamberta i mozna
je znalez¢ w podrecznikach z matematyki. Nas interesowa¢ bedzie rozwiazanie
przyblizone, ktére moze by¢ nastepnie wykorzystane do rozwiazywania bar-
dziej skomplikowanych réwnan hiperbolicznych.

Réwnanie réznicowe dla réwnania (3.24) ma forme

1 1
7z (Wig+ = 2055 + 1) = 5 (Ui — 25 + tie1 ) (3.26)
gdzie h jest wymiarem siatki dla zmiennej przestrzennej x, a k jest wymiarem

siatki dla zmiennej czasowej t. Powyzsze réwnanie wiaze ze soba 5 weztoéw
siatki, jak to pokazano na rys. 3.11a.
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)
b) (ij+1)
wiersz czasowy j+1
Wiersz czasowy j o—— 60— o
. wiersz czasowy j-1  (i-1,j) l (i+1,)
(ij-1)

Rys.3.11. a) siatka wezléw dla réwnania (3.26), b) siatka weztéw dla réwnania
(3.27)

Przyjmujac, ze 7* = k?/h? = 1 z réwnania (3.26) otrzymamy wzor
Ui i1 = Wi—1,5 + Wil — Wi j—1 (3.27)

Mozna wykazaé, ze dla 0 < r* < 1 prezentowana metoda jest stabilna tak,
ze z (3.27) mozemy otrzymacé akceptowalne wyniki dla danych poczatkowych,
ktére nie maja nieciagtosci.

Wzér (3.27) mimo swojej prostoty ciagle wiaze ze soba 3 wiersze czasowe
j—1,4,7 4 1. Pytaniem wiec jest, jak nalezy wystartowaé z obliczeniami i jak
moga by¢ wykorzystane warunki poczatkowe (3.25b). Metoda postepowania
jest nastepujaca.

Ju(x,0) . PP
7 warunku — = g(z) wyprowadzimy wzér réznicowy
1
% (wit —uj—1) = ¢g; skad mamy u; 1 = u;1 —2kg; (3.28)

gdzie g; = g(i h). Przyjmujac j = 0 (tzn. t = 0), wzdr (3.27) jest
Uil = Ui—1,0 + Ui4+1,0 — Uj,—1

a po wykorzystaniu (3.28) otrzymamy

1
w1 =5 (Wim1,0 + Uit1,0) + K gi (3.29)

ktéry to wzor wyraza u;; w funkeji warunkéw poczatkowych.

Przyktad 3.5. Zastosowaé¢ oméwiong metode do rozwiazania problemu (3.24),
(3.25), przyjmujac h =k = 0,2 oraz f(z) =sinmz i g(x) = 0.
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Do rozwiazania przyjmiemy siatke weztéw pokazana na rys. 3.9, ze zmieniona
skala dla t réwna 0,2, 0,4,... (zamiast 0,04, 0,08,...). Warunki poczatkowe

Uugo, U10, - - - Sa takie same jak w przykltadzie 3.4, a mianowicie
upp = 0 Ui = 0, 587 U209 = 0, 951
Uz = u20 Uq0 = U10

Wzér (3.29) jest
1
Ui = B (wi—1,0 + Uit1,0)

co pozwala obliczy¢

1
U] :5 (UOO + UQQ) =—-0,951 = 0,476

N~ N

U21 25 (’LL10 + U30) =—--1,538 =0,769

oraz wykorzystujac symetrie mamy us; = ug1, ug; = u11. Nastepnie, z (3.27),
obliczymy

U2 = Uug1 + u21 — u1g = 0,769 — 0,587 = 0, 182
Ugo = U1 + Uzl — uog = 0,476 + 0,769 — 0,951 = 0,294

i z warunku symetrii uss = ug2, u42 = uis. Koficowy wynik obliczen zesta-

t lz2=0|2=0,2|2=0,4|2=0,6|2z=0,8|x=1
0,0 0 0,587 0,951 0,951 0,587 0
0,2 0 0,476 0,769 0,769 0,476 0
0,4 0 0,182 0,294 0,294 0,182 0
0,6 0 -0,182 -0,294 -0,294 -0,182 0
0,8 0 -0,476 -0,769 -0,769 -0,476 0
1,0 0 -0,587 -0,951 -0,951 -0,587 0

Tabela 3.5. Wyniki obliczen w przykladzie 3.5

wiono w tab. 3.5. Dokladne rozwigzanie d’Alamberta wynosi

u(z,t) = sinmwx cos mt



Rozdziat 4

Elementy aproksymacji

i interpolacji funkcji

4.1. Uwagi wstepne

W tym rozdziale przedstawimy w sposéb zwiezty podstawowe pojecia i me-
tody teorii aproksymacji i jej szczegdlnego przypadku, aproksymacji interpo-
lacyjnej, ktéra bedziemy krétko nazywaé interpolacjq [4]. Aproksymacje, jak
wiemy, wykorzystujemy kiedy dana funkcja ma zlozona postaé lub dana jest
w postaci dyskretnej, lub gdy w ogéle jest nieznana, jak to ma miejsce przy
rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych. W kazdym z tych przypadkéw poszuku-
jemy innej, na ogoél prostej funkcji, ktéra dobrze przybliza funkcje pierwotna.
W zasadzie ograniczymy sie tylko do aproksymacji wielomianowej i to w takim
zakresie, ktory bedzie nam potrzebny w nastepnych rozdzialach podrecznika.
Wzory i réwnania wyprowadzimy w zapisie wskaznikowym oraz w zapisie ma-
cierzowym, wykorzystujac operacje rachunku macierzowego, zestawione w do-

datku D.

4.2. Aproksymacja optymalna

Zadanie aproksymacji optymalnej w bazie jednomianéw polega na dobraniu
wielomianu aproksymacyjnego

m
Pp(®) = ama™ + apm12™ - arr +ag = Z arpz® =p(x)a (4.1
k=0
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gdzie:

p=[1xz...2™| — macierz jednowierszowa jednomianow,

T wektor nieznanych parametréw aproksymacii,

a=/lagaj...an)
w taki sposob, aby przyblizal on dana funkcje f(z) w pewnym sensie najle-
piej. Tak sformutowane zadanie moze by¢ rozwiazane, jesli ustalimy stopien
wielomianu m oraz przyjmiemy kryterium, wedtug ktérego bedziemy oceniaé
jako$¢ aproksymacji.

Przyjecie okreélonego stopnia m wielomianu aproksymacyjnego jest trud-
ne, zalezne od wielu czynnikéw, i moze decydowaé o jakosci aproksymacji.
Kryteriéw oceny aproksymacji jest wiele, w podreczniku ograniczymy sie do
metody najmmniejszych kwadratéow, formulujacej kryterium najczeéciej wyko-
rzystywane.

W dalszym ciagu przedstawimy metode najmniejszych kwadratéw dla tzw.
aproksymacji cigglej i aproksymacji punktowej. Aproksymacjq cigglq nazwie-
my aproksymacje funkcji f(z) okre$lonej w pewnym przedziale, natomiast
w aproksymacji punktowej bedziemy aproksymowaé dyskretny zbior wartosci
funkeji f(x), danych w tzw. weztach aproksymacji z;,i = 0,1,2,...,n.

ftre

)

Rys.4.1. Interpretacja graficzna twierdzenia Weierstrassa

W podreczniku najczesciej bedziemy wykorzystywali funkcje aproksyma-
cyjne w postaci wielomianéw algebraicznych (4.1). Skuteczno$é¢ takiej aprok-
symacji ciaglej wynika z twierdzenia Weierstrassa.
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Twierdzenie 1 (Weierstrassa).
Jesli f(x) jest funkcja okreslong i ciggle w przedziale [a,b] i dane jest € > 0,
to wowczas istnieje wielomian P(x), okreslony w [a,b], taki Ze

|f(x) — P(z)| <e dla kaZdego x € [a, ]

7 twierdzenia tego wynika wazny wniosek, ze zawsze mozemy wyznaczy¢ taki
wielomian P(z), ktory bedzie wystarczajaco bliski danej funkcji, rys. 4.1.

4.3. Aproksymacja ciggla

Funkcje f(x) € Cla, b] aproksymujemy w metodzie najmniejszych kwadra-
tow wielomianem P,,, stopnia najwyzej m, wykorzystujac warunek minimali-
zacji bledu € w sensie normy Lo (patrz dodatek A)

b

e =1f@) = Pl = [ (£(2) - Pul@)) da (42

a
Podstawiajac (4.1) do (4.2) otrzymamy funkcje

b

e(ag, a1, ... ,am) = / (f(a:) - i akznk)zdzn (4.3a)
k=0

a

ktora po wprowadzeniu zapisu macierzowego ma postac

cla) = / (f(2) - pla)a) da (4.3b)

Nieznane parametry aproksymacji a;, ¢ = 0,1,...,m, obliczymy z warunku
koniecznego minimum &

Oe B
aai N

0 dla kazdego i = 0,1,...,m (4.4)

Poniewaz

m

b b b
Ez/(f(w))2dx—2Zak/wkf(x)dw+/(Zakwk)zdw
=0 k=0

a a
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to otrzymujemy

b

iak/:Edex (4.5)

k=0

Oe
aai

b
:—2/:13if(:1:)d3:+2

Wykorzystujac (4.5) w (4.4), otrzymujemy tak zwany ukiad m + 1 réwnan
normalnych

m b b
Zak/a:iJrkdx:/a:if(a:)dx 1=0,1,...,m (4.6a)
k=0 a a

dla obliczenia niewiadomych a;, i = 0,1,...,m. Sa to réwnania liniowe, ktére

zawsze maja rozwiazanie jednoznaczne pod warunkiem, ze f € Cla,b] i a # b.
Odpowiednikiem réwnan (4.6a) w zapisie macierzowym jest réwnanie

b b
7" @ Pl dx] a= [p'@)f@da (1.6D)

a

Przyklad 4.1. Obliczymy metoda najmniejszych kwadratéw aproksymacje
funkeji f(x) = sinmx w przedziale [0,1].
Wielomian aproksymacyjny przyjmiemy w formie

PQ(:E) = a2x2 +a1x + ap

Wykorzystujac (4.6a) dostaniemy uktad réwnan

1 1 1 1
ao/1dx+a1/xdx+a2/x2dx:/sinmcdx
0 0 0 0
1 1 1 1
ao/a:da:+a1/a:2dx+a2/ 3da::/xsin7m:da: (4.7a)

0 0 0

/1

0

0
1 1
2 3 4 9. 2
ag | = d:E—I-a1 z’dzx +ag | x°dx = | z°sinmxde
0 0



54 Elementy aproksymacji i interpolacji funkcji

lub stosujac zapis macierzowy (4.6b)

1 1 bl 1
[/ x [1 x xz} da:} a= / x | sinmrder (4.7b)
2 2
0 x a X
Wykonujac nakazane catkowania otrzymamy uktad réwnan
n 1 n 1 2
ap+ a1 + —ag = —
R R T
1
500 + gal + 102 = ;
Lo 1.1 2 —4
—Qa —Qa -9 =
30T T T T
ktorego rozwiazaniem jest
1272 — 120 720 — 6072
ap = o~ —0,050465  a; = —ay = 2 ~4,12251
™ T

Wielomian aproksymacyjny ma postac
Py(x) = —4,122512% + 4,12251z — 0,050465

Blad aproksymacji (4.3) wynosi
1
c= / (sin7a + 4,1225122 — 4,122512 + 0,050465) dz = 0,01
0

Zauwazmy, ze elementy macierzy ukladu réwnan (4.7) obliczy¢ mozna z ogdl-

nego wzoru
b

, pitk+1 _ githk+1
/:L"H'kdx =
i+ k+1

a

Tak obliczone elementy tworzg tzw. macierz Hilberta, ktéra jest zle uwarun-
kowana i przy jej obliczaniu wystepuje duzy btad obciecia, co ma znaczenie
przy rozwiazywaniu duzego uktadu réwnan.

W dalszym ciggu uogélnimy wyprowadzone réwnania na przypadek aproksy-
macji w innej przestrzeni funkcji bazowych niz przestrzen jednomianéw. Wy-
maga to jednakze podania dwdch definicji i jednego twierdzenia.
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Definicja 1. Zbiér funkcji {ug,uq,...,uy,} nazwiemy liniowo niezaleznym
w przedziale [a, ], gdzie b > a, jesli warunek

coup(z) + crur(z) + -+ - + epum(z) =0 dla kazdego z € [a, b]

ma miejsce tylko dla co =c¢; = ... = ¢, = 0. W przeciwnym przypadku zbiér
funkcji jest liniowo zalezny.

Definicja 2. Funkcjg wagowg w w przedziale [a,b] nazwiemy dowolna nie-
ujemna funkcje catkowalng w tym przedziale.

Funkcje wagowa bedziemy tez nazywaé funkcjq testowq i jej celem jest rozto-
zenie wagi (lub: waznosci) aproksymacji w réznych miejscach przedziatu [a, b],
co powinno poprawié¢ jako$é¢ aproksymacji.

Twierdzenie 2.

Jesli u; jest wielomianem stopnia i, dla kazdego i = 0,1,...,m, to wéwczas
zbidr funkcji {ug,...,un} jest liniowo niezalezny w przedziale [a,b], gdzie
a <b.
Przyjmijmy teraz, ze {ug,ui,..., Uy} jest zbiorem funkcji bazowych liniowo
niezaleznych w przedziale [a, b] i w jest funkcja wagowa w [a, b] oraz f € Cla, b].
Parametry a;,7 =0, 1,...,m, funkcji aproksymacyjnej

m

P(z) = Z ap uk(x) = p(x)a (4.8)
k=0

obliczymy minimalizujac btad z waga w(x)
b m 5
(00,1, vam) = [w@)[f@) = Y aeu@)] do (492)
s k=0
ktéry w zapisie macierzowym ma forme

b
@) = [w@)[(f@) - pla)a] ar (4.90)

gdzie:
p(x) = [ug,u1,...,un] — macierz jednowierszowa funkeji bazowych.
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Uktad réwnan normalnych, otrzymany z warunku koniecznego minimum &, ma
postaé analogiczna do (4.6)

b m b
/w(:n)f(:z:) u;(x)de = Zak/w(x) ug(z) ui(z)de dlai=0,1,...,m

k=0
(4.10a)
lub w postaci macierzowej
b b
| [w@p" @ () ds]a = [ p7(@) wi) f@)do (4.10b)

Przykladami funkcji bazowych p(x) sa wielomiany trygonometryczne, wielo-
miany Legendre’a lub wielomiany Czebyszewa.

Czytelnikéw zainteresowanych dalszymi studiami problematyki aproksymacji
ciaglej odsylamy do podrecznika z metod numerycznych [4, 6].

4.4. Aproksymacja punktowa

W aproksymacji punktowej funkcja f(z) dana jest w formie dyskretnej
w postaci zbioru wartoéci funkcji F' = [fo, f1,..., fa]? (gdzie oznaczono f; =
f(z;)) w weztach aproksymacji @ = (zo,21,...,Zy).
W ogélnym przypadku wielomian aproksymacyjny Py, (z) mozna wybraé¢ w po-
staci wielomianu uogdlnionego

Pp(x) = amum () + am1um—1(x) + - - - + aguo(r) =

4 4.11
= Y ain(x) = pla)a ey
k=0
gdzie p(z) jest macierza jednowierszowa funkcji bazowych u;(z), 1 =0,1,...,m,

znanych i liniowo niezaleznych

p(z) = [up(z),ur(x), ..., um(x)]

Odpowiednikiem bledu e (4.2) w metodzie najmniejszych kwadratéw jest teraz
btad

€= zn: [f () — Pm($i)]2 = i [f(z;) — p(xi)a]2 (4.12)
=0

=0 7
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Warunek konieczny minimum funkcji e(ag, a1, . . . , @, ) napiszemy od razu w for-
mie réwnania macierzowego

ag n n
50 =0 [ 2P @) p(a)|a= Y p" (@) f(x) (4.13)

a i=0 i=0
Jest to liniowy ukltad rownan normalnych, ktéry ma rozwiazanie jednoznaczne
pod warunkiem, ze x; # x; dlai # j, 4,5 = 0,1,...,n. Przyjmujac oznaczenia

macierzy
n
A= ZpT(a:,-)p(xi) B = {pT(xo) pl(x;).. .pT(a:n)} (4.14)
i=0

réwnanie (4.13) mozemy napisa¢ w zwartej formie
Aa=BF (4.15)

Podstawiajac do (4.11) rozwiazanie a = A™'BF otrzymamy wzér na wielo-
mian uogdlniony

Pn(z) =p(x)A"'BF = N(2)F (4.16)

gdzie zdefiniowano macierz jednowierszowq funkcji
N(z)=p(z) A™'B (4.17)

We wzorze (4.16) wspoOlczynnikami kombinacji liniowej funkcji N;(z), i =
0,1,...,m sa obecnie znane wartosci funkcji f(z;), zawarte w wektorze F.
Poniewaz zwykle funkcja f(x) ma jaki$ sens fizyczny (na przyklad jest to
funkcja temperatury, przemieszczenia, naprezenia, ...) to elementy wektora
F nazywa sie fizycznymi stopniami swobody. Elementy zawarte w wektorze a
bedziemy natomiast nazywaé matematycznymi stopniami swobody.

W przypadku, kiedy wielomian aproksymacyjny stopnia m < n ma postaé

P, (z) = i ay, ¥ (4.18)
k=0

tzn. funkcje bazowe sa jednomianami, uklad réwnan normalnych w formie
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rozwinietej jest
n n n n n
aozyc?—i-alzycil +a22x? +~-+am2w§” = Zf(xz)x?
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

n n n n n
aozycil +alzxf +a22x§’ +~-+am2w§”+1 = Zf(xz)wzl
=0 i=0 =0 =0

i=0
n n n n n
LD BEARRID LR XD D RS R D DD P (CALA
=0 =0 =0 i=0 i=0
(4.19)
Roéwniez i w aproksymacji punktowej mozemy dla poprawy jakosci rozwigzania

wprowadzi¢ funkcje wagowa. Zostanie to pokazane w rozdziale siéddmym, przy
omawianiu metody bezelementowej Galerkina.

Przyktad 4.2. Obliczymy liniowy wielomian aproksymacyjny Pj(x) = ag +
a1z dla danych z tab. 4.1.

i 0 1 2 3
i 2 4 6 8
fla) | 2 11 28 40

Tabela 4.1. Dane do przyktadu 4.2

W tym przypadkun = 3im = 1. Wykorzystujac zapis macierzowy, parametry
aproksymacji zawarte w wektorze @ = [ag a;]” obliczymy z réwnania (4.15)
(mozna tez skorzystaé¢ z uktadu réwnan (4.19)).

Odpowiednie wektory i macierze maja postaé

p=[1z]
3 3
A= z';)l ZZ:OwZ — 4 20
ST 20 120
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B=[pT<xo>pT<:c1>pT<w2>PT<$3”:B ‘o é]

2

11 81
BF=5B 28 | [ 536]

40

Réwnanie Aa = B F jest w formie

4 20 ap | | 81

20 120 a; | | 536
i ma rozwiazanie ag = —12,50 i a; = 6, 55.
Wielomian aproksymacyjny wynosi

Pi(z) = —12,50 + 6, 55z

Wynik obliczenn przedstawiono graficznie na rys. 4.2.

P& | fix) Pit
60 | D ]P(xi)
40 |-
20
| | | | »
2 X

Rys.4.2. Wyniki obliczen w przyktadzie 4.2

Przyktad 4.3. Zastosujemy aproksymacje kwadratowa Ps(z) = ag + a1 +
asx? do danych z tab. 4.2

Obecnie n = 41 m = 2. Podobnie jak w przyktadzie 4.2 niewiadome parametry
aproksymacji @ = [ag a; as]’ obliczymy korzystajac z réwnania macierzowego
(4.15). Potrzebne do obliczen wektory i macierze maja postaé

p=[1za”]
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i 0 1 2 3 4
i 0 025 050 075 1,00
f(z:) | 1,0000 1,2840 1,6487 2,1170 2,7183

Tabela 4.2. Dane do przyktadu 4.3

[ 4 4 4
1 Ya Y a?
=0 w0 5 2,5 1,875
A= | Yz Y22 Yad | =25 1,87 1,5625
=0 =0 =0 1,875 1,5625 1,3828
DI DR
L =0 =0 =0 i
11 1 1 1
B=[pT(xo)...p"(x4)]=1] 0 0,25 0,50 0,75 1,00
0 0,0625 0,25 0,5625 1,00
1, 0000
1, 2840 8, 7680
BF =B | 1,6487 | = | 5,4514
2,1170 4,4015
2,7183
Roéwnanie A a = B F ma postaé
5 2,5 1,875 ao 8, 7680
2,5 1,875 1,5625 ai | = | 5,4514
1,875 1,5625 1,3828 as 4,4015

a jego rozwiazanie wynosi ag = 1,0052, a; = 0,8641, as = 0, 8437.
Wielomian aproksymacyjny jest

Py(z) = 1,0052 + 0, 8641z + 0, 843722

Na rys. 4.3 poréwnano wynik obliczen z danymi z tab. 4.2.

Blad
4

Z[f(ﬂfi) — Py(z)]*>=2,76-107*

i=0
jest najmniejszym bledem, jaki mozna uzyskaé¢ dla kwadratowego wielomianu
aproksymacyjnego.



4.5. Interpolacja

61

Py(x)
3,0

f(x,')

Pyx)

2,0

1,0

| | | l »
0,25 0,50 0,75 1,00 x

Rys.4.3. Wyniki obliczen w przyktadzie 4.3

4.5. Interpolacja

4.5.1. Interpolacja Lagrange’a funkcji jednej zmiennej

Interpolacja funkcji f(x) jest szczegblnym przypadkiem aproksymacji, kt6-
ry ma miejsce dla m = n. Wéwczas w wezlach interpolacji © = [xg x1 ... 2y)
warto$é funkeji interpolacyjnej P(x) jest dokladnie réwna funkeji interpolo-
wanej f(z), rys. 4.4

.

4

P(x) A )

P}’L(x)
- f)

Rys.4.4. Interpolacja funkeji f(x)
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Po(z;) = f(zi) i=0,1,...,n (4.20)

Wzory i rownania wprowadzone w punkcie 4.4 sa oczywisScie wazne réwniez
i dla interpolacji, po uwzglednieniu, ze m = n. Prostszym jednakze sposobem
jest bezposrednie wykorzystanie warunkéw (4.20).

Jesli funkcje interpolacyjna wybierzemy w postaci wielomianu uogdlnione-
go (4.11), to réwnania (4.20) przybieraja postaé

p(z;)a = f; i=0,1,...,n (4.21a)
lub w zapisie macierzowym
BTa=F (4.21b)

gdzie wykorzystano definicje (4.14) macierzy B

uo(xo) wi(zo) ... up(zo)
BT = [p” () p (1) ... p ()] = up(z1) ur(z1) ... un(w1)
oraz wektorow a i F
a=lagar ... an]' F=[fofi .. fal"

Podstawiajac rozwigzanie réwnania (4.21b) a = (BT)~'F do wielomianu in-
terpolacyjnego (4.11) otrzymamy

Pu(x) = p(z) a = p(z) (BT)"'F = N(a) F (4.22)

gdzie obecnie N (x) zawiera funkcje liniowo niezalezne i tworzy nowq baze
interpolacyjng

N(z) = p(z) (BT)™! = [Ny(z) Ni(z)... Nu(x)] (4.23)

z fizycznymi stopniami swobody zawartymi w wektorze F'.
Jesli baze p(zr) przyjmiemy w postaci jednomianowej

plx)=[1zz® ... z"]
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to uktad réwnan (4.21) przyjmuje postaé

1 0 azg Sy ap fo

1 T ZE% PN 1‘? aq f1

1 2 n f
Typ X .. TP an n

Ponadto baza N (x) jest woéwczas tzw. bazg Lagrange’a
N(x) =[Npo(x) Npi(x) ... Nyn(z)]

utworzona z wielomianéw bazowych Lagrange’a stopnia n o postaci ogdlnej

(4.24)
(x—z0) (@ —2x1) ... (x — 1) (T — 1) ... (T — xp)
(x; — o) (s — 1) .. (g — xi—1) (T — 1) -« () — )

Na rys. 4.5 pokazano wykres funkcji Lagrange’a N, ;(z).

A

V1 I\/l N_" [

X1

Nn,i(x)

X

i z+ n- n

Rys.4.5. Wykres funkcji Lagrange’a Ny, ;(z)

Z interpretacji wzoru (4.22) oraz wlasnosci interpolacji Lagrange’a (N, x(x;) =
Ori, gdzie Oy, jest delta Kroneckera o wlasnosci dp; = 1 dla k = 7 oraz §; = 0
dla k # i) wynika wazna réwnosé

> Naplz) =1 (4.25a)
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wyrazajaca tzw. warunek kompletnosci rzedu zerowego dla funkcji bazowych.
Ogolnie warunek kompletnosci rzedu p jest postaci

ZNnk(x)wi = 7P, p=0,1,...,n (4.25D)

Jedli funkcje bazowe spelniajg warunki kompletnosci do rzedu p, to oznacza to,
ze przez ich kombinacje liniowa mozna dokladnie przedstawi¢ dowolny wielo-
mian algebraiczny az do stopnia p wlacznie. W praktyce warunki kompletnosci
(zwlaszcza najprostszy rzedu zerowego) wykorzystujemy do sprawdzenia po-
prawnosci wynikéw obliczen funkcji bazowych Lagrange’a.

Btad interpolacji Lagrange’a wyraza wzor

FUrrDE())

(x —xo) (x —x1) ... (x — p) (4.26)
gdzie f € C"la,b] i€ € (a,b).

Przyklad 4.4. Wyprowadzi¢ wzér na liniowy wielomian interpolacyjny La-
grange’a Pi(x)(n =1).
Dane: wezly interpolacji @ = (2 x1),
wartoéci funkcji interpolowanej w weztach: F = [ fy f1]7.
Wielomian interpolacyjny (4.22) ma postacé

Py(z) = No(z) fo + Ni(z) f1 = N(2)F

Funkcje bazowe obliczymy najpierw z wzoru (4.23), gdzie

_ T_ |1 zo -1 1 T —x
p(x)=[1z] B _ll s | o2 (BY) T I —a | -1 1

otrzymujac

N(z) = pla) (BT =[1 2] — [ _%]:[w—“l T o

1 —x9 | —1 1 To— L1 T1— To

Ten sam wynik oczywiscie otrzymamy wykorzystujac wprost wzor (4.24).
Przyjmujac o = 0 oraz 1 = L mamy

x
Nl’o(:E) =1-—= N171(l’) =

’ (4.27)

R
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Powyzsze funkcje spetniajg warunki kompletnoéci rzedu zerowego i rzedu pierw-
szego, poniewaz

1
Zvak(x):1—%+%:1
k=0
oraz
! x X
> Nig(@)z = (1 - Z)iﬂo tro= O+tax=z
k=0

Na rys. 4.6 pokazano wykresy liniowych funkcji bazowych Lagrange’a (4.27).

(7
St )=/,

| N,,U(x)=l-%

X
1 N, (x)=z

Rys.4.6. Liniowa interpolacja Lagrange’a

Przyklad 4.5. Wyprowadzi¢ wzér na kwadratowy wielomian interpolacyjny
Lagrange’a Ps(z) (n = 2).
Dane: wezly interpolacji @ = (z¢ 1 z2),

wartoéci funkcji interpolowanej w weztach: F = [ fy f1 f2]7.
Wielomian interpolacyjny (4.22) jest w formie

Py(z) = No(z) fo + Ni(2) fr + Nao(z)f2 = N(2)F (4.28)
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Funkcje bazowe N;(x), i = 0,1,2 znowu mozna obliczyé¢ z wzoru (4.23), co
juz jednak jest bardziej klopotliwe (mozna potraktowaé to jako ¢wiczenie),
dlatego skorzystamy od razu z wzoru (4.24) otrzymujac

(= 2) (z — 22)
Nao(@) = (zo — 1) (w0 — 22)

_ (x — o) (. — x2)
Na(@) = (z1 — z0) (71 — 22)

 (z—20) (z — 21)
Naa(@) = (z2 — z0) (22 — 1)

Na rys. 4.7 zilustrowano graficznie wzér (4.28).

f(x ) A N 22 (x)fz P2 (x) :é;o Nz,k (x )fk

N. 2.0 x)f b

>
X, X, X, X

Nz,z x)f;

Rys.4.7. Interpretacja graficzna kwadratowego wielomianu interpolacyjnego

Przyjmujac 9 = 0 oraz z; = % i xo = L, dostaniemy

Noo(w) = = (2~ L) (2~ 5)
Noi(z) = %az (L —x) (4.29)
Noa(a) = 2 (& — 2)
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Na rys. 4.8 narysowano kwadratowe funkcje bazowe Lagrange’a (4.29).

) A 49
1
} } >
X L X; L X, X
3 2 2 J
< g
| 2 L
Ny (=L (x5 )
1 N, (x):f;x(L—x)
| NZ’Z(x):ZZZx(x—zl’)

Rys.4.8. Kwadratowa interpolacja Lagrange’a

Przykltad 4.6. Wyprowadzi¢ wzoér interpolacyjny Lagrange’a stopnia dru-

giego, przyblizajacy funkcje f(x) = %, przyjmujac wezly interpolacji zg = 2,
1 =2,51x9=4.

Wykorzystujac wzory z przyktadu 4.5, obliczymy

Nop(z) = ((‘; — gg; g :j)) = 2% — 6,52 + 10
Nai(z) = (2% — ;; g; ?4) = %(—4:52 + 242 — 32)
Nao(z) = ((i : ;; EZ:;:;; = %(wz — 4,5z + 5)
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Wartosci funkcji f(x) w weztach interpolacji wynosza

fo = flzo) = f(2) = 5 =0.5
fi= fle) = f(2.5) = 55 = 0,4
fo=flx2) = f(4) = i =0,25

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a stopnia drugiego ma postaé
2 2 1 2
Py(x) =Y Nog(x) f(ax) = (2° — 6,5z 4+ 10) - 0,5 + g(—4:c + 24z — 32) - 0,4+
k=0

1
+3(a* = 4,52 +5) 0,25 = 0,052° — 0,425 + 1,15

Dla przykladu, P»(3) = 0,325, a f(3) = £ 220, 333.

7 powyzszego przykladu wynika, ze obliczony wielomian interpolacyjny
dobrze przybliza funkcje f(z) = % Nie zawsze jednak tak jest, co widzi-
my rozwazajac interpolacje pokazana na rys. 4.9a. Na rysunku tym funkcjag
interpolowang jest prosta lamana A-B-C-D-E, a funkcjami interpolacyjny-
mi sg wielomiany stopnia drugiego Ps(x), czwartego Py(x) i 6smego Ps(z).
Jak wida¢, w przypadku wielomianu interpolacyjnego Ps(x) jako$¢ interpola-
cji w skrajnych przedziatach trudno uznaé za zadowalajaca: réznice pomiedzy
f(x) i Pg(x) sa duze. Ten efekt pogarszania sie jakosci interpolacji wielomia-
nami wysokiego stopnia w skrajnych przedziatach znany jest jako tzw. efekt
Rungego. Dlatego zazwyczaj interpolacje funkcjami wielomianowymi ograni-
czamy do wielomianéw niskiego stopnia. Pewnym wyjsSciem jest zastosowanie
interpolacyi sklejanej, ktéra jest ztozona przedziatami z wielomianéw niskiego
stopnia. Pokazano to na rys.4.9b, gdzie wielomian interpolacyjny jest ztozony
z czterech wielomianéw stopnia drugiego. Taka idea interpolacji sklejanej jest
wykorzystywana we wspoélczesnych metodach komputerowych, na przyktad
w metodzie elementéw skonczonych, przedstawionej w rozdziale széstym.

Innym problemem w stosowaniu interpolacji Lagrange’a jest to, ze jest ona
klasy C°, przez co rozumiemy, ze w wezlach interpolacji spetniony jest tylko
warunek zgodnosci wartosci funkcji interpolowanej z funkcja interpolujaca,
natomiast nie ma cigglosci w weztach przynajmniej pierwszych pochodnych
(punkty B, C i D na 4.9b). Ten warunek spelnia interpolacja Hermite’a, opi-
sana w p. 4.6.
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a)
Py(x)
P (x)
Pg(x)
b) C
Pz(x)
4 P p D E

Rys.4.9. a) efekt Rungego, b) interpolacja sklejana

4.5.2. Interpolacja Lagrange’a funkcji dwéch zmiennych

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji f(x,y) obliczaé¢ bedzie-
my podobnie jak to miato miejsce przy interpolacji funkcji jednej zmiennej,
pamietajac jednakze, ze obecnie funkcje i macierze funkcyjne zaleza od dwaoch
zmiennych (z,y). Przepisujac wzér (4.22) mamy

Pu(z,y) = N(z,y) F (4.30)
gdzie macierz funkcji bazowych Lagrange’a wyrazona jest wzorem
N(z,y) = p(z,y) (BT) ™! (4.31)

Zastosowanie powyzszych wzoréw zilustrujemy dwoma przyktadami interpo-
lacji funkcji nad obszarem tréjkatnym i prostokatnym.

Przyktad 4.7. Wyprowadzi¢ wzor interpolacyjny Lagrange’a nad obszarem
trojkatnym z trzema weztami.

Dane: wezly interpolacji © = ((x;, vs) (,v;) (K, Yx)),
wartosci funkcji interpolowanej w weztach:

F=[fxi,yi)=fi flzjy) =T [leye) = fil
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Na rys. 4.10 pokazano rozwazany trojkat z numeracja weztéw i wspélrzednymi
weztdw.

y () A - powierzchnia
trojkata
(5.;)
(xi)yi)l,
T
X

Rys.4.10. Obszar trojkatny z trzema wezlami

Interpolacje funkcji mozemy tez wyrazi¢ poprzez matematyczne stopnie swo-
body, wykorzystujac wzér (4.11) (dla m = n), co zostalo pokazane na rys.
4.11. Nalezy zauwazy¢, ze numeracja weztéw i, j, k jest przeciwna do ruchu
wskazdwek zegara.

(x)=a,ta,xta;y =
s X 1, /P NN G N,

Rys.4.11. Interpolacja liniowa funkcji f(z,y) nad obszarem tréjkatnym

Korzystajac w dalszym ciagu ze wzoréw (4.30) i (4.31), napiszemy potrzebne
wektory i macierze.

Macierz jednowierszowa jednomiandéw

p(z,y) =[1zy]
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Macierz BT i jej odwrotnosé

. Loz oy
B = 1 Tj Yy
I zp yk

L 1 TiYk — TRY; TkYi — TiYk  TiYj — TjYi
(B ) :ﬂ Yi — Yk Yk — Yi Yi —Yj
T — T T — T Lj—Ti

gdzie A jest powierzchnig tréjkata lub 2A4 jest wyznacznikiem macierzy BT .
Znak wyznacznika sie zmieni, jesli wezly zostang ponumerowane zgodnie z ru-
chem wskazéwek zegara.

Funkcje bazowe Lagrange’a otrzymamy ze wzoru (4.31) (pomijajac w dalszym
ciagu pierwszy dolny indeks)

1
A [xjye — zey; + (y5 — yk) @ + (T — x5) ¥
1
Nj(x, y) = ﬂ [l”kyz' — TiYg + (yk - yi) T+ (iﬂz’ - xk) y] (4-32)

Ni(z,y) =

1
Ni(z,y) = oA [wy; — xjyi + (yi —yj) © + (25 — 24) y ]

N, k (xy)

Rys.4.12. Liniowe funkcje bazowe Lagrange’a nad obszarem trojkatnym

Funkcje te mozemy réwniez zapisa¢ w zwartej postaci

1
Ni(z,y) = 74 (a; + Biz + viy)

o =Ty —TRY; Bi=yi—Yp Vi=ak—x; i FJFk

(4.33)
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ze zmiang indekséw wg permutacji podstawowej ¢ — j — k. Funkcje bazowe
(4.32) spelniaja oczywiscie warunek kompletnosci Zi Ni(z,y) = 1. Na rys.
4.12 pokazano wykresy funkcji bazowych (4.32).

Wzér interpolacyjny Lagrange’a przyjmuje forme

Przyktad 4.8. Wyprowadzi¢ funkcje bazowe Lagrange’a nad obszarem pro-
stokatnym z czterema weztami.

Dane: wezly interpolacji ® = ((z1,y1) (22, y2) (3, ¥3) (24, 94)),
wartosci funkcji interpolowanej w weztach:

F=[flzi,y))=f flea,y2)=fo fles,ys) = f3 faa,ya) = fa)7.

Rozwazany obszar prostokatny jest pokazany na rys. 4.13.

A

y (XpY4) : 3 (xX3,y3)
xpy;) i 5 (xX5),)
le 2a N
>
X

Rys.4.13. Obszar prostokatny z czterema weztami

Macierz jednowierszows jednomianéw przyjmiemy w postaci

p(z,y) =[1lzyxy]

Mozna byltoby zamiast bazowego elementu kwadratowego zy wybraé z2 lub y2.
Wybor xy jest jednak preferowany, poniewaz implikuje to, ze zaleznos¢ funkcji
interpolacyjnych od x i y jest podobna, tzn. ze aproksymacja jest tego samego
typu w tych kierunkach. Pomimo, ze w macierzy p(x,y) wystepuje element
kwadratowy zy, to zmiana funkcji bazowych w kierunkach z i y (dla odpo-
wiednio y = const. i x = const.) jest liniowa. Z tego powodu taka interpolacja
jest nazywana interpolacjq dwuliniowg.

Funkcje bazowe interpolacji mozna obliczy¢ w sposéb analogiczny jak to
mialo miejsce w przyktadzie 4.7. Latwiej jednak jest skorzystaé¢ ze wzoru
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(4.24). Rozwazmy na przyktad wezel 1 na rys. 4.13. Funkcja bazowa Lagran-
ge’a w kierunku x jest nastepujaca

Xr — X9
Li(z) =
1(x) pra—
natomiast w kierunku y jest
Y—Ya
Li(y) =
Y1 — Y4

Funkcje bazowa Np(zx,y) obliczymy ze wzoru

T—Ty Y—Ys 1
Ni(z,y) = Li(z) La(y) = T —a2 Ui—vi  dab (x —22) (Y — ya)

gdzie 2a = x9 — 11 = x3 — 14 1 2b = y4 — y1 = Y3 — yo. Latwo sprawdzié, ze
warunki interpolacji sa spelnione: Ny(z1,y1) = 11 Ni(x2,y2) = Ni(x3,y3) =
Ni(z4,y4) = 0. Wyprowadzajac w ten sposob pozostale funkcje bazowe otrzy-
mamy cztery funkcje bazowe Lagrange’a

Ny(2,y) = — (2 — 22) (y — ya)

4ab
1
Na(z,y) = @ (x — 1) (y —y3) (4.34)
N3(z,y) = dab (x —24) (Y — y2)
Ny(z,y) = dab (x —x3) (y — 1)

Rys.4.14. Dwuliniowa funkcja bazowa Lagrange’a N4(z,y) nad obszarem prosto-
katnym
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Na rys. 4.14 pokazano przyktadowo wykres funkcji Ny(x,y). Funkcja zmie-
nia sie liniowo dla linii réwnolegltych do osi uktadu wspétrzednych. Obecnosé
cztonu zy w p(z,y) oznacza, ze w kazdym innym kierunku zmiana funkcji jest
juz nieliniowa.

Budowa funkcji bazowych Lagrange’a w obszarze dwuwymiarowym jest
zadaniem trudnym, wymagajacym duzego doswiadczenia. Pomijajac fakt, ze
obszar, w ktérym dokonujemy interpolacji, moze mieé¢ ztozona geometrie, istot-
ny jest wybér odpowiedniej macierzy p(x,y). Korzysta sie w tym przypadku
z trojkgta Pascala, w ktéorym jednomiany sa utozone w sposéb systematycz-
ny, rys. 4.15. Dla interpolacji jednowymiarowej trojkat Pascala degeneruje sie

1
T Y
x? Ty y?
3 22y oy’ 3
o 23y 22y 2y "

Rys.4.15. Tréjkat Pascala

do 1, z, 22, x3,... . Je$li w macierzy p(z,y) zawarte sa wszystkie czlony

okreslonego rzedu (z jednej linii tréjkata Pascala), to otrzymujemy w efekcie
kompletny wielomian interpolacji. Czesto, z przyczyn uzasadnionych, konstru-
uje sie wielomiany niekompletne. Nie wchodzac w szczegdty powiemy tylko, ze
uzasadniona przyczyna jest brak poprawy zbieznosci interpolacji przy zwiek-
szaniu stopnia wielomianu. Wowczas pomijamy te cztony, ktore sg tego przy-
czyna (tzw. czlony pasozytnicze).

4.6. Interpolacja Hermite’a

W zastosowaniach praktycznych, w ktérych operuje sie zbiorami o du-
zej liczbie punktéw weztowych, interpolacja Lagrange’a z konieczno$ci musi
byé¢ stosowana w wersji sklejanej, bowiem, jak juz o tym méwilismy, tylko
W ten sposob mozna uniknaé stosowania wielomianéw interpolacyjnych zbyt
wysokiego stopnia. Tak sklejona interpolacja nie zawsze jednak moze sprostaé
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wymaganiom zastosowan, gtéwnie z powodu wystepowania nieciggtosci funkcji
interpolacyjnej P, (x), bedacych konsekwencja dokonanych ,sklejen”. Tymcza-
sem wymagania dotyczace ciaglodci nie tylko samej funkcji f(x), lecz takze jej
pochodnych do danego rzedu m wlacznie, pojawiaja sie bardzo czesto i bywaja
bardzo istotne. Powstaje wiec uzasadniona potrzeba odpowiedniego uogdlnie-
nia koncepcji interpolacji Lagrange’a. Takie uogdlnione wielomiany majag te
wlasnosé, ze dla danych n + 1 punktéw weztowych xg,x1,...,2, i nieujem-
nych liczb catkowitych mg, m1, ..., my, wielomianem aproksymujacym funkcje
f(z) € C™[a,b], gdzie m = max(mg, my,...,my) i z; € [a,b],7=0,1,...,n,
jest wielomian stopnia co najwyzej

m
M = Z m; +n
i=0
z wlasnodcia, ze w kazdym punkcie weztowym x;,7 = 0, 1,...,n, funkcja ta i jej
wszystkie pochodne rzedu mniejszego lub réwnego m;, ¢ = 0,1, ..., n sa réwne

funkcji f(x) i jej odpowiednim pochodnym. Stopien M wielomianu wynika

n

stad, ze liczba warunkéw, ktére musza by¢ spelnione wynosi > m; + (n + 1)
i=0

i wtasnie wielomian stopnia M ma M + 1 wspoélczynnikdw.

Powyzsze stwierdzenia podsumujemy w definicji.

Definicja 3. Niech xg,x1,...,x, jest zbiorem n + 1 punktéw weztowych
w przedziale [a, b] 1 m; sa nieujemnymi liczbami catkowitymi zwiazanymi z punk-
tami x;, ¢ =0,1,...,n, oraz
— X 3 m
m = Iax m i f(x) € C"|a,b]

Wielomianem uogdlnionym, aproksymujacym funkcje f(x) jest wielomianem
P(z) co najmniej takiego stopnia, ze

dz*é  daF

dla wszystkich : =0,1,...,ni k=0,1,...,m;.

Zauwazmy, ze jesli n = 0, to wielomian uogdlniony jest wielomianem Tay-
lora stopnia mg dla f(z) w punkcie xg. Jesli m; = 0 dlai = 0,1,...,n,
to wielomian uogdlniony jest wielomianem interpolacyjnym f(z) w punktach
TQ,T1,--., Ty, tzn. jest wielomianem Lagrange’a.
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Wielomian uogélniony nazywa sie wielomianem Hermite’a, jesli m; = 1
dla wszystkich ¢« = 0,1,...,n. Taki wielomian ma te wlasnosé¢, ze w punk-
tach weztowych xg,x1,...,x, wartosci funkcji f(x) i P(x) i ich pierwszych
pochodnych sa sobie réwne.

Posta¢ wielomianu Hermite’a jest okreslona doktadniej przez ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 3.

Jesli f € Ca,b] i xg,21,...,7, € |a,b] sq izolowanymi punktami weztowymi,
to wielomianem Hermite’a, co najmniej stopnia zapewniajgcego jego zgodnosc
z funkcjq f 1 jej pochodng f', jest wielomian stopnia co najwyzej 2n + 1 okre-
slony wzorem

n

Honi1(z) =Y f(z) Hpj(@) + > f'(a;) Hn j(x) (4.35)
=0

J=0

gdzie funkcje bazowe interpolacji sq rowne

Hy (@) = [1 = 2w — 25) Ny, (25)| N2 ()

n7]
7y 2
Hy j(z) = (z — ;) Ny, (2)
W powyzszym twierdzeniu NV, ; oznacza funkcje¢ bazowa Lagrange’a stop-
nia n dla punktu wezlowego z; oraz () = —(e).
Dodatkowo, jeli f € C?"*2[a,b], to btad interpolacji Hermite’a wynosi

B _ (z — 5130)2 (- xn)Q (2n+2)
f() = Hanga (@) = G mms = FE D E@) (430)

gdzie £ € (a,b).
W dowodzie twierdzenia, ktérego nie bedziemy przytaczaé, wykazuje sie, ze
funkcje H, ; i H, ; spelniaja warunki

Y d. |

H, j(x) = { 1 ik @Hn](iﬂk) =0 dla kazdego k
-~ . d - 0 j#k

H, j(x) =0 dla kazdego k aHn](xk) = { 1 sk

co jest zilustrowane na rys. 4.16.
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H, J(x)

j-1 i 1 n

~

]{n J (X)

Nachylenie stycznej
pod katem 45°

Rys.4.16. Funkcje bazowe interpolacji Hermite’a

Przyktad 4.9. Wyprowadzi¢ wzor interpolacyjny Hermite’a dla dwéch punk-
téw wezlowych.
Dane: wezly interpolacji (zg, z1)

wartosci funkeji f w weztach: (f(xo) = fo, f(z1) = f1)

warto$ci pochodnych funkeji f w wezlach: (f/(xo) = f§, /(1) = f1)

Wielomian interpolacyjny jest stopnia 2n+1=2-1+1 = 3 i ma postaé
1 1
Hy(x) =) Hyj(x) fj + ) Huij(2) f
§=0 §=0
Funkcje bazowe wyznaczymy obliczajac kolejno

Tr—x 1

Nio(z) =
To — T1 Lo(@) To — T1

N170(a:) =

Hiofe) = [1 = 2e —20) 1] (50) = e+ (e - 17

gdzie oznaczono £ = (x — xzg)/L, L = x1 — x¢
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(o) = (@ - a0) (S—2)" = Lee - 1P

Nij(z) = ;1 _11:71700 N, (@) = e——

Hyy(z) = [1-2(2 — ) — i xo} (;ﬁl—_a;oo)z = £2(3 — 2¢)
Hyi(z) = (z —x1) (; - 3;500)2 —Le e 1)

\'( H;(x)
Jo-Jo m’fl'
{
; : I
< 2
1\ H, (%)
o=45° I/—\II,(}(X)
/ H,, ()
- H,,®)
o=45

Rys.4.17. Funkcje bazowe interpolacji Hermite’a

Przyjmujac zop = 0, mamy L = x; i wzory na funkcje bazowe interpolacji
Hermite’a sa w postaci
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o) 1-3(2) 42 a2
T2 T\ 3 N T2 x (437)
=5 2 A =o(G) )

Na rys. 4.17 pokazano wykresy tych funkcji.

Przyktad 4.10. Obliczyé wzorem interpolacyjnym Hermite’a f(1,5) dla da-
nych z tabeli 4.3.

W tym przyktadzie n = 2 i wielomian interpolacyjny jest stopnia 2n + 1 =
2.2+ 1 =5 wyrazony wzorem

2 2
Hs(x) =Y Haj(2) fj + ) Haj(2)f]
j=0

=0

k T}, f (o) f'(xr)

0 1,3 0,620 0,522
1 1,6 0,455 0,570
2 1,9 0,282 0,581

Tabela 4.3. Dane do przykladu 4.10

Obliczamy kolejno

(x —z1) (x — x2) 50 , 175 152

N- = ——— -
2’0($) (:L'Q—:L'l) (l’o—:L'g) 9 v 9 Tt 9
, 100 175
20(%) = =97 = =5~

Npy(w) = Emmo) e o) 100, 520, 247
’ (x1 — x0) (21 — 22) 9 9 9

200 320
Nj (o) = ~ 200+ 2

9 9



80 Elementy aproksymacji i interpolacji funkcji

— — 14 104
Noo(z) = @~ m) (@ — 71) 2@952——536+i

’ (:L'g — l’o) (l’Q — :L'1) 9 9 9

() = 10, 145

2,2 - 9 9

50 , 175 1522
Hao(w) = [1 = 2(z = 1,3) - (=5)] (gw -5t T) =
50 , 175 15242
(102 — 12) (gw -5t T)
B 100 , 320 24742

Haa(w) =1- (= e + = = =)

(Ex - Tw + 9
(

100 , = 320 247 2
10,5, 320, 2Ty

50 , 175 @)2

9 97 9
H = (50x2—§$+%)2
9 9 9
Hs(x) = 0,620Hs0(z) + 0,455 2,1 (x) + 0, 282Ha 5 (2) — 0,522H5 0 (z)—
0,570Hs 1 (2) — 0,581 Hy o ()

Hs(1,5) = 0,620 - (%) +0,455 - (Z_‘ll) 40,282 (8%) 0,522 (%)_
32

0,570 - (_E) —0,581-(—4—35) — 0,512

Interpolacje Hermite’a mozna tez stosowaé w wersji sklejanej. Funkcje in-
terpolacyjne moga by¢ w ogdlnoéci sklejane z wielomianéw réznych stopni
w podprzedziatach na jakie podzielimy przedzial [a,b] bedacy dziedzina funk-
cji f(x). Szczegbly takiej interpolacji funkcjami sklejanymi (ang. spline inter-
polation functions) mozna znalezé w podrecznikach z metod numerycznych.



Rozdziat 5

Metody wariacyjne rozwigzan
przyblizonych

5.1. Uwagi wstepne

W tym rozdziale oméwimy kilka podstawowych metod wariacyjnych roz-
wigzan przyblizonych probleméw brzegowych, opisywanych réznymi modelami
matematycznymi [10]. Podstawowym modelem bedzie sformulowanie lokalne
w postaci réwnan rézniczkowych, zwyczajnych lub czastkowych. Jesli rozwaza-
ny problem jest problemem samosprzezonym, to wygodniej bedzie skorzystaé
ze sformutowania réwnowaznego, jakim jest minimalizacja pewnego funkcjo-
natu. Pomocne przy budowaniu takiego funkcjonatu jest twierdzenie o mini-
mum funkcjonatu kwadratowego, ktére pozwala rozwigzaé¢ odwrotne zadanie
rachunku wariacyjnego jakim jest wyznaczenie funkcjonatu dla danego rowna-
nia rézniczkowego. W ogélnym przypadku, kiedy problem jest sformutowany
lokalnie, rozwigzanie bedziemy poszukiwaé¢ budujac wazone réwnania catkowe.
W kazdym wiec przypadku bedziemy mieé¢ do czynienia z formg catkows roz-
wigzania. Takie postepowanie jest wlasciwe metodom wariacyjnym rozwigzan
przyblizonych. Maja one szereg zalet w poréwnaniu z bezposrednim rozwia-
zywaniem rownan rézniczkowych problemu brzegowego. Metody wariacyjne
umozliwiaja ujecie w jednym wyrazeniu wielu rownan opisujacych rozpatry-
wany problem. Ponadto, funkcjonal ma na ogoét okreslony sens fizyczny i jego
wartosé jest niezalezna od wybranego uktadu wspélrzednych. I w koncu, co
dla nas jest najwazniejsze, metody wariacyjne tworzg w naturalny sposéb baze
dla otrzymania rozwigzan przyblizonych.
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Rozwiazanie przyblizone bedzie rozwiazaniem aproksymacyjnym w formie
kombinacji liniowej znanych a’priori funkcji z odpowiedniej skonczenie wy-
miarowej podprzestrzeni Vi przestrzeni rozwiazania V. Oznacza to, ze nie-
wiadomymi beda parametry tej kombinacji, ktore oblicza¢ bedziemy réznymi
metodami wariacyjnymi.

Sposréd wielu metod oméwimy blizej metode Rayleigha-Ritza i metode
residuéw wazonych, w réznych sformutowaniach. Beda to: metoda Petrowa-
Galerkina, metoda Bubnowa-Galerkina oraz metoda najmniejszych kwadra-
téw. Ta ostatnia metoda jest rozwinieciem metody poznanej w p. 4.4 na
przypadek sformutowania wariacyjnego. Przedstawimy tez jedna z catej grupy
metod kollokacji, a mianowicie metode kollokacji punktowej. Jak zobaczymy
to dalej w rozdziale szostym, te klasyczne juz metody zostana wykorzystane
do sformutowania najpopularniejszej i najefektywniejszej obecnie metody jaka
jest metoda elementéw skonczonych.

Poniewaz problem ciggly jest sformulowany w przestrzeni nieskonczonej, to
jego rozwiazanie nie moze by¢ przedstawione dokladnie przez skonczony zbiér
funkcji i otrzymany wynik bedzie rozwiazaniem przyblizonym. Jesli wymiar
przestrzeni Vi bedziemy powiekszaé (co oznacza zwiekszenie liczby niezalez-
nych parametréw w rozwiazaniu przyblizonym), to btad aproksymacji powi-
nien sie zmniejszaé i rozwigzanie przyblizone bedzie zmierzaé¢ do rozwigzania
doktadnego. Jesli problem jest dobrze postawiony, to zapewniona bedzie réw-
niez jednoznacznos$¢ i istnienie rozwigzania przyblizonego. Dowodzenie tego
jest juz jednakze poza zakresem podrecznika.

W podreczniku analizowane sg problemy opisywane przewaznie za pomoca
liniowych réwnan rézniczkowych. Wariacyjne rozwiazania réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych moga by¢ poréwnane z rozwigzaniami otrzymanymi kla-
sycznymi metodami numerycznymi. W dodatkach B i C zestawiono potrzebne
do tego wybrane metody i wzory. I tak, w dodatku B podano wzory metody
Rungego-Kutty IV rzedu do numerycznego rozwiagzania problemu poczatko-
wego dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych I rzedu oraz wzory Rungego-
Kutty-Nystréma IV rzedu dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych II rzedu.
W dodatku C natomiast oméwiono krétko liniowa metode strzalu (ang. line-
ar shooting method) numerycznego rozwiazywania problemu brzegowego dla
rownan rézniczkowych zwyczajnych II rzedu. Podano tam réwniez komen-
dy systemu MATHCAD do rozwiazywania wymienionych powyzej problemdw
brzegowych. Dodatki B i C powinny by¢ pomocne Czytelnikom w ocenie ja-
kosci rozwigzan wariacyjnych wlasnych przyktadéw. Rozwiazania wariacyjnie
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rownan rézniczkowych czastkowych moga by¢ oczywisdcie weryfikowane za po-
mocg poznanej juz metody réznic skonczonych.

5.2. Minimum funkcjonalu kwadratowego

W rozdziale drugim stwierdzilidémy, ze wiele rzeczywistych probleméw mo-
ze by¢ opisywanych takim samym modelem matematycznym, ktory mozna
zapisa¢ w ogolnej postaci réwnania operatorowego typu

Au=f w (5.1a)
z jednorodnymi, podstawowymi warunkami brzegowymi

u=0 na brzegu I' (5.1b)

Konkretna postaé operatora A i funkcji f oraz interpretacja nieznanej funk-
cji u zalezg od rodzaju analizowanego problemu. Do dalszych rozwazan po-
trzebujemy obecnie okresli¢ blizej pewne cechy operatora A. Wykorzystujac
pojecia i definicje podane w dodatku A, przyjmiemy, ze operator A jest liniowy
i dodatni. Przyjmiemy rowniez, ze funkcja f jest wymaganej klasy ciagtosci.
Zauwazmy, ze (5.1) moze by¢ tez traktowane jako ogélny zapis ukladu réwnan
rézniczkowych z uktadem warunkéw brzegowych. Dla tak przyjetych zalozen
mozna wykazaé, ze funkcja u, ktéra jest rozwiazaniem réwnania (5.1a) mi-
nimalizuje pewien funkcjonal kwadratowy @Q(u). Odwrotnie, jesli potrafimy
wyznaczy¢ funkcje u, ktéra minimalizuje Q(u), to funkcja ta jest rozwiaza-
niem réwnania (5.1a).

Ponizsze twierdzenie ustala réwnowazno$é¢ pomiedzy réwnaniem operatoro-
wym (5.1a) i stowarzyszonym z nim funkcjonatem kwadratowym.

Twierdzenie 4 (o minimum funkcjonaltu).
Niech operator A jest operatorem liniowym i dodatnim w liniowej przestrzeni
funkcji dopuszczalnych D i niech f € C. Wowczas funkcjonal kwadratowy

(Au,u) — (f,u) (5.2)

N =

1
Qu) = /u(iAu— f)de=
Q
przyjmuje dla ug € D wartosé minimalng wtedy i tylko wtedy, jesli ugy jest

takze rozwigzaniem réwnania (5.1a).
Wz6r (5.2) napisaliémy na dwa sposoby. Pierwszy jest sposobem klasycznym,
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natomiast w drugim — skorzystaliémy z definicji iloczynu skalarnego operatora
(Au,u) i formy liniowej funkcji (f,u), okreslonych blizej w dodatku A. Ten
drugi spos6b zapisu jest bardzo wygodny i bedziemy z niego korzystali.

Przyklad 5.1. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

d(du)—f O<z<L (5.3a)
de\d) T v e
z warunkami brzegowymi
u(0) =u(L) =0 (5.3b)
d d o .
Operator rézniczkowy A = i (aa) . Przyjmiemy, ze a(z) € C0,L]

ifeC0,L] oraz a(x) > 0 dla 0 < = < L. Zalozenia te sa warunkami wy-
starczajacymi dla istnienia jednoznacznego rozwiazania problemu brzegowego
(5.3).

Przestrzen funkcji dopuszczalnych D jest okre$lona nastepujaco

Dy = {u(z) € C*(0,L), 0 <z < L, u(0) =u(L) =0} (5.4)

Na rysunku 5.1 pokazano dla przykladu funkcje dopuszczalne i niedopusz-
czalne. Funkcja v = L — 2, mimo ze nalezy do przestrzeni C2(0, L), nie jest
dopuszczalna, poniewaz nie znika dla x = 0. Druga z funkcji (b) na rys. 5.1
spelnia warunki «(0) = u(L) = 0, ale nie nalezy do przestrzeni C?(0, L) (nie
nalezy nawet do C'(0, L), poniewaz d_u jest nieciagla w punkcie © = L/2).
Jest wiec rowniez funkcja niedopuszcza:lpnad.

Operator A jest liniowy i mozna wykazaé, ze jest réwniez dodatni, co oznacza,
ze wykorzystujac (5.2) funkcjonal kwadratowy @Q(u) mozna napisa¢ w postaci

Q(u) = %(Au,u) fou 2/ uda:—/fuda: (5.5)

Rozwiazaniem problemu (5.3) bedzie funkcja ug(x) z przestrzeni funkcji do-
puszczalnych (5.4), ktéra minimalizuje funkcjonat (5.5). Na ogdt korzystamy
z warunku koniecznego minimum zerowania sie pierwszej wariacji funkcjonatu
Q(u). Podkredlmy jeszcze, ze kandydatami do rozwiazania ug sa funkcje, ktore
sa klasy C? i speiaja jednorodne, podstawowe warunki brzegowe.
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a) b)
A
o) A u(x)
sin% (-
?
L L
u(x) A u(x) A
x(L-x)
o/ N\
L % L

Rys.5.1. a) funkcje dopuszezalne, b) funkcje niedopuszczalne dla problemu (5.3)

5.3. Przestrzen energii

Twierdzenie 4 nie rozstrzyga, czy problem brzegowy (5.1) ma rozwiaza-
nie lub czy Q(u) ma minimum w Dy, podaje tylko relacje pomiedzy réw-
naniem operatorowym i stowarzyszonym z nim funkcjonatem kwadratowym.
Innymi stowy, twierdzenie 4 jest wazne przy zalozeniach, ze (5.1) ma rozwia-
zanie w D4, lub ze funkcjonal kwadratowy (5.2) ma minimum w D 4.
Zalozenia te nie zawsze sa spelnione. Je$li w przykladzie 5.1 funkcja f nie
bylaby ciagta w (0, L), powiedzmy réwna pewnej stalej w (0,a) i réwna ze-
ru w (a, L), to wéwczas rozwigzanie réwnania (5.1a) nie bedzie nalezalo do
zdefiniowanej w tym przykladzie przestrzeni funkcji dopuszczalnych D 4, po-
niewaz tam przyjeliémy, ze dla kazdego u € D4 Au jest funkcja ciaglta w calym
przedziale (0, L). Stad, funkcjonal @ (u) nie przyjmie swojego minimum w D 4.
Opisang trudnosé¢ mozna pokonaé ostabiajac warunki konieczne do spetnienia
przez rozwiazanie. W tym celu definiuje sie nowsa, rozszerzona przestrzen funk-
¢ji dopuszczalnych, taka aby mogta ona objaé¢ réwniez funkcje nieciggle, przy
zachowaniu w tej przestrzeni warunku minimum Q(uw). Ta nowa przestrzen
nazywa sie przestrzenig energii i oznaczymy ja przez H 4.
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Nie wchodzac blizej w podstawy teoretyczne budowania przestrzeni ener-
gii i oceny jednoznacznosci rozwigzania w tej przestrzeni, w rozwazanym przez
nas problemie przestrzen energii okredlimy dla funkcjonatu otrzymanego w re-
zultacie wycatkowania przez czesci (5.5), co prowadzi do wyniku

z=L

L L
1 duy 2 1
§/a(d—Z) dx—/fudxziB(u,u)—(f,u)
0 0
gdzie B(u,u) jest formg dwuliniowq, zdefiniowana dokladniej w dodatku A.
Przestrzen energii H 4 funkcji dopuszczalnych dla minimalizacji funkcjonatu

(5.6) jest
Hy = {u(z) € CY0,L), 0 <z < L, u(0) =u(L) =0} (5.7)

Koncowa postaé¢ wzoru na @(u) uzasadnia nazwe przestrzeni energii dla funkcji
dopuszczalnych minimalizujacych ten funkcjonat. W mechanice jest to miano-
wicie energia potencjalna (suma energii sprezystej i pracy sil zewnetrznych
ze znakiem minus) preta sprezystego, a(z) = EA(x), gdzie E jest modutem
sprezystosci Younga, a A(x) jest powierzchnia przekroju poprzecznego, obcia-
zonego obciazeniem réwnoleglym do osi preta o intensywnosci f(x).
Przestrzen energii H 4 jest znacznie ,szersza” niz przestrzen D 4. Jesli przez
2m oznaczymy rzad operatora A, to wystarczy, aby elementy przestrzeni H 4
byty ciagle tylko do rzedu m, podczas gdy elementy przestrzeni D4 muszg byé
ciagle az do rzedu 2m. Oznacza to, ze operacje catkowania przez czesci nalezy
wykonywaé tyle razy az otrzymamy zrownanie pochodnych funkcji w i scatko-
wanego operatora rézniczkowego A (na przyktad dla réwnania rézniczkowego
rzedu czwartego nalezy dwukrotnie caltkowaé przez czesci) - otrzymany w ten
sposob funkcjonal przyjmuje tzw. postaé nieredukowalng.
Jesli warunki brzegowe bylyby mieszane i niejednorodne, to najprostszym spo-
sobem skorzystania ze wzoru (5.2) jest zamiana wyj$ciowego problemu na pro-
blem z obydwoma jednorodnymi warunkami brzegowymi. Istotne jest to, ze
wystarczy, aby funkcje dopuszczalne w przestrzeni energii H4 spelnialy tyl-
ko jednorodne, podstawowe warunki brzegowe. Innym postepowaniem przy
poszukiwaniu rozwigzania w H4 jest zamiana wyj$ciowego problemu na pro-
blem minimalizacji funkcjonatu z wlaczonymi do niego warunkami brzegowy-
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mi. Przykitady budowy takiego funkcjonatu pokazemy w dalszej czesci tego
rozdzialu oraz w rozdziale széstym.

5.4. Metoda Rayleigha-Ritza
Rozwazmy znowu réwnanie operatorowe
Au=f w (5.8a)
z warunkiem brzegowym

u=0 na brzegu I (5.8b)

gdzie A jest operatorem liniowym i dodatnim w przestrzeni funkcji dopusz-
czalnych D4 i f jest funkcja ciagta. Z p. 5.3 wiemy, ze rozwiazaniem réwnania
(5.8a) jest funkcja z przestrzeni energii H 4, ktéra minimalizuje funkcjonatl

J(u) = %B(u,u) ~ () (5.9)

gdzie B(u,u) = (Au,u)q, co czytamy, ze forma dwuliniowa jest réwna iloczy-
nowi skalarnemu w przestrzeni energii (patrz wzoér (5.6)).
Przyjmiemy w przestrzeni energii H4 baze funkcji

By, Dy, ..., Dy, ...

gdzie N jest stala dodatnia i poszukiwaé bedziemy rozwigzania aproksyma-
cyjnego uy w postaci

N
uy =Y c;®; (5.10)
j=1

gdzie c¢j sa nieznanymi parametrami, podlegajacymi wyznaczeniu. Parametry
te okreslone sa przez warunek

J(un) < J(vy) (5.11)

dla wszystkich vy o postaci vy = Zij\il b;®;, gdzie b; sa dowolnymi parametra-
mi. Takie postepowanie jest réwnowazne poszukiwaniu uy w N-wymiarowej
podprzestrzeni Sy, generowane]j przez skonczony zbiér {®q, ®o,...,Px}. Po-
niewaz z zalozenia {®1, ®o, ..., Py} jest baza w H 4, to rozwiazanie moze byé



88 Metody wariacyjne rozwigzan przyblizonych

aproksymowane z dowolna dokltadnoscig przez stosowng kombinacje liniowa
tych funkcji. Przy wlasciwych warunkach nalozonych na zbiér {®;} rozwia-
zanie aproksymacyjne uy powinno by¢ zbiezne do rozwiazania doktadnego
dla N — oco. Jedli zbiér {®;} zostal wybrany, to wyznaczenie parametréw c;
jest juz proste. Mianowicie funkcjonal J(uy), po wykonaniu operacji iloczynu
skalarnego (tzn. wycatkowaniu w obszarze), staje sie zwykla funkcja parame-

tréow ci, ca, ..., cy 1 parametry te obliczymy z warunku koniecznego minimum
funkcji
oJ .
%(61,62,...,61\7):0 ZZl,Q,...,N
7
lub
o |1 N N N
0= 8_62 EB ZCj(I)j, chq)k — (f, chq)k> =
j=1 k=1 k=1

N N
> B(®i, ®r)er + Y B(®;, <I>i)cj] — (f, @)
k=1

1
2 et

Wykorzystujac symetrie operatora B mozemy ze soba polaczy¢ pierwsze dwa
sktadniki, otrzymujac

N
0=> B(®;,®)c; - (f.®) i=12...,N (5.12)
j=1

Jest to uktad N liniowych réwnan algebraicznych z nieznanymi N wspotczyn-
nikami ¢, ¢g, ..., cy. Poniewaz B(®;, ®;) i ®; sa liniowo niezalezne, to macierz
wspotczynnikéw przy niewiadomych

bij = B(®i, ;)

jest nieosobliwa i réwnanie (5.12) ma rozwiazanie jednoznaczne. Réwnanie
(5.12) w zapisie macierzowym ma forme

Bc=F (5.13)

gdzie macierz B i wektor F definiuja wzory B = [b;;], F = [f;]T = [(f, ®:)]T
oraz ¢ = [¢;]T. Funkcje bazowe ®; powinny spelniaé¢ nastepujace warunki:

1. &, C Hy.

2. Dla dowolnego N powinny by¢ liniowo niezalezne.
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3. Powinny by¢ kompletne w przestrzeni H 4 (aby kazda funkcja w tej prze-
strzeni dala sie w sposéb jednoznaczny przedstawié¢ jako kombinacja li-
niowa funkcji bazowych).

Wiemy juz, ze H 4 zawiera elementy, ktérych m-te pochodne sa catkowal-
ne z kwadratem, gdzie 2m jest rzedem operatora rézniczkowego A, i ktére
spelniaja jednorodne podstawowe warunki brzegowe. Jesli podstawowe wa-
runki brzegowe bylyby niejednorodne, to jak to juz stwierdziliSmy, mozemy
przetransformowaé¢ wyjsciowy problem brzegowy do problemu z jednorodny-
mi warunkami brzegowymi, lub tez poszukiwaé rozwiazania Rayleigha-Ritza
w alternatywnej postaci

N
Uy = Z qu)j + g (5.14)
j=1
gdzie O jest funkcjg, ktéra spelnia niejednorodne podstawowe warunki brzego-

we. W takim przypadku elementy wektora F w réwnaniu (5.13) nalezy obliczaé
wedlug wzoru

fi=(f, ;) — B(®o, ®;) (5.15)
o dl . .
Dla przyktadu rozwazmy réwnanie BTl f 2z warunkami brzegowymi
x
2
z

u(0) = 01 u(l) = h. Problem ten moze byé zmieniony do postaci Brrie f
z warunkami z(0) = 01 z(1) = 0, gdzie v = z + hz. Rozwiazujac problem
oryginalny metoda Rayleigha-Ritza wykorzystamy (5.14), przyjmujac &g = hz
i®; =2/(1— ).

Metoda Rayleigha-Ritza ma bardziej ogblne zastosowanie niz przedstawio-
ne w tym punkcie, i nie tylko ograniczone do przypadku probleméw liniowych,
dla ktérych jest mozliwe skonstruowanie funkcjonatu typu (5.9). Jesli problem
jest nieliniowy, to uktad réwnan metody Rayleigha-Ritza jest takze nieliniowy;
jesli z kolei forma dwuliniowa B(v,u) jest niesymetryczna, to liniowe réwnania
Rayleigha-Ritza sa niesymetryczne.

Przyktad 5.2. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

P _ 0<a<1 (5.16)
g2 = CosTE x .
dla ktérego A = —d?/dz?. Poszukiwaé¢ bedziemy rozwigzania tego réwnania

metoda Rayleigha-Ritza dla trzech typéw warunkéw brzegowych.
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1.

Warunki brzegowe Dirichleta
u(0) =u(l) =0 (5.17)

W tym przypadku dziedzina D4 dla operatora A zawiera funkcje dwu-
krotnie rézniczkowalne w przedziale (0, 1), ktore spelniaja warunki brze-
gowe (5.17). Operator A jest symetryczny i dodatni w D4. Mozna wy-
kazaé, ze problem brzegowy (5.16),(5.17) ma rozwiazanie jednoznaczne.
Doktadne rozwigzanie ma postaé

1
up(z) = —(cosmz + 2z — 1) (5.18)
s
Funkcjonal dla rozwazanego problemu ma forme

1

1 1
J(u)zi(Au,u) fu —§/l——u—2ucos7m: dx =
0

(5.19)

| (5) 2o a

dla wszystkich u € D 4. Przestrzenia energii jest H4 = {u € C1(0,1), u(0)
u(1l) = 0}.
Przyjmiemy baze {®;} = {siniwz} dla N-parametrowej aproksymacji

Rayleigha-Ritza
N

uy = Z cjsin jra (5.20)
j=1
Zbioér {®;} = {sin iwz} tworzy podprzestrzen Sy w przestrzeni energii,
Sy C Hjy.

Podstawiajac (5.20) do (5.19), a nastepnie przyréwnujac do zera pierwsza
pochodna funkcji J(c1, ¢, . .., cn), otrzymamy réwnanie (5.12) w formie

N
> bijej— fi =0
=1

gdzie

1
bij = B(®;,®;) = /(m) cosimx - (jm)cos jmx dx = (ir)2
0
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fi = (P4, cosmz)y =
1

N =

= / cos mx sinimxdx =
0

B 1 (_1)i+1_1 (_1)i—1_1 B
__il (i + 1) + (i — 1) ]_

1
/ [sin7(i + 1)z +sinw(i — 1)z]dz =
0

0 dla ¢ nieparzystych
= 2
(i — 1)
Macierz B jest macierza diagonalng i rozwiazanie réwnania Be=F' daje
wynik

dla 7 parzystych

41
- omi(i2 1)

Rozwiazanie Rayleigha-Ritza ma postaé

Ci i=2,4,6,...

un(z) = —3 ; -1 (dla i parzystych)
N (5.21)
B 3 Z sin 257
w3 = (452 — 1)
7j=1
Mieszane warunki brzegowe
u(0) =0, W' (1) =0 (5.22)
Rozwiazanie doktadne wynosi
1
up(x) = —(cosma — 1) (5.23)

T2

Zbiér D 4 dla symetrycznego i dodatniego operatora A zawiera funk-
cje dwukrotnie rézniczkowalne, ktore spelniaja warunki brzegowe (5.22).
Przestrzenia energii jest H4 = {u € C1(0,1),u(0) = 0}. Funkcjonat dla
problemu brzegowego ma postaé (5.19).

Dla rozwiazania przyblizonego Rayleigha-Ritza przyjmiemy baze, ktéra
spelnia tylko podstawowy warunek brzegowy u(0) = 0. Tym razem nie
mozemy przyjaé¢ bazy {sinimz}, poniewaz nie jest ona kompletna — nie
moze bowiem generowaé w przestrzeni H 4 funkcji, ktore sa niezerowe
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dla x = 1. Dla takiej bazy rozwigzanie byloby powtérzeniem obliczen
z punktu 1 i nie jest ono zbiezne do rozwiazania doktadnego (5.23). Nie
mozna, na przyktad, przyjaé¢ ®¢ = 1, bo funkcja ta nie spelnia warunku
®((0) = 0. Baza kompletna jest natomiast baza z dodana funkcja ®¢ = =
:{z,sininz}.

Wykorzystujac obliczenia b;; i f; z punktu 1, obliczymy tylko b;; dla
1=0,7=0,1,2)--- /Nify

1
. 0
bo; = B(®g, ®;) = /@;dx - ?68?3‘7&
/ 1 jeslij =0
1 (5.24)

2
fo= ((I)07f) :/.Z'COST('J}CL’L': _F
0

Rozwiazanie Rayleigha-Ritza problemu brzegowego (5.16) i (5.22) ma
postaé

2z 2 X sin 2jmx
un() =-S5+ =5 ———— (5.25)

i jest zbiezne do rozwiazania doktadnego.

Warunki brzegowe Neumanna
'(0) =4'(1)=0 (5.26)

Zbiér D4 zawiera funkcje dwukrotnie rézniczkowalne, ktore spetniaja
warunki brzegowe (5.26). Operator A nie jest dodatni w D 4. Rozwiaza-
nie, chociaz istnieje, nie jest jednakze jednoznaczne, poniewaz, jesli u(x)
jest rozwiazaniem problemu (5.16),(5.26), to réwniez rozwiazaniem jest
v(z) = u(x) + ¢, gdzie ¢ — dowolna stala. Dla znalezienia rozwiazania
jednoznacznego natozymy dodatkowy warunek

1
/u(a:)da: =0 (5.27)
0

Rozwigzaniem problemu (5.16), (5.26) z warunkiem (5.27) jest funkcja

COS T

ug(z) = a2
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Chcac wykorzysta¢ metode Rayleigha-Ritza do otrzymania rozwiazania
przyblizonego musimy wybrac¢ inna baze niz bazy uzyte w punktach 11 2
— zadna nie jest bowiem kompletna dla tego zadania. Do zbioru {sinimrz}
musimy dodaé funkcje, ktéra nie znika dla x = 0 i x = 1 i jednoczes$nie
spelniony jest warunek uy(0) # un(1). Wybieramy funkcje ug = x — ¢,
gdzie stala ¢ # 1. W podobny sposéb jak to bylo w przypadku (5.24)
obliczamy bg; i fo. Koficowe rozwigzanie ma postac

2 sin 2jmx
uy(x) = - (x—c¢) 7r3 Z 47— (5.28)

Stala ¢ obliczymy z warunku (5.27) otrzymujac ¢ = %

Przyklad 5.3. Rozwazmy problem brzegowy

d?u 9
—@—U—FZE =0 0<z<l1 (5.29a)
z warunkami brzegowymi
u(0) =0 u'(1) =1 (5.29b)

2

2 1 i przestrzen funkcji dopuszczalnych
x

W tym problemie operator A = —
D4 jest

Dy = {u(z) € C*0,1), 0 <z <1, u(0) =0, v'(1) =1}

Wyjsciowy problem zamienimy na problem z jednorodnymi warunkami brze-
gowymi podstawiajac
ul() = () + uo(w) (5.30)
gdzie przyjmujac ug(z) = a + bz, tatwo obliczymy, ze ug(z) = x.
Nowy problem brzegowy ma postaé
d?y

—@—y—x+x2=0 0<z<l1 (5.31a)

z jednorodnymi warunkami brzegowymi

y(0)=0 ¢'(1)=0 (5.31b)
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Dla tego problemu przestrzen funkcji dopuszczalnych jest
Da = {y(z) € C*(0,1), 0 <z <1, y(0) =0, y'(1) =0}
Funkcjonal kwadratowy (5.2) przyjmie forme

2/ F—y dx+/ya:—x)da:

lub po wycatkowaniu przez czesci

1 1 1 1
1 dy 1 dyy 2 1 9 9
J(y)——ia 5/(5) da:—g/ydx—i-/y(x —z)dx =
0 o 0 (5.32)
1 dy\ 2 9 9
_§/l(£) - da:—i—/y(x —z)dx
0 0
Przestrzenia energii jest
Hy = {y(x) e C*0,1), 0<z <1, y(0) =0} (5.33)

Dla tréojparametrowego rozwigzania funkcjami bazowymi ®;, ¢ = 1,2, 3 moga
by¢ funkcje
q)l::E q)g:$2 (1)3::E3

Poszukiwane rozwiazanie ma forme
3
= Z P;c; = Pc=c' @7 (5.34)

gdzie oznaczono

® = [P; Py P3] — macierz jednowierszowa funkcji bazowych

c = [c1 ¢ 3] — wektor nieznanych parametréw

Podstawiajac (5.34) do (5.32), i stosujac konsekwentnie zapis macierzowy,
otrzymamy

bkl R <1>T<1>) dx] c+

/1 d<I> 4%
da: dz
0

(5.35)

1
+CT/<I>T(:E2—3:)d:E— 5 c'Bec—c'F
0
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gdzie oznaczono macierz B i wektor F'

1
B= / ( (g)Tg -37®) do (5.362)
0
1
F=— / &7 (22 — z) da (5.36b)

Parametry ¢;, i = 1,2, 3, obliczymy z warunku koniecznego minimum funkcji
(5.35), co prowadzi do réwnania macierzowego w formie

Bc=F (5.37)

Obliczajac B i F wedlug wzoréw (5.36) otrzymamy

2 3 4
1 1 x 3 14 5
_ 2 2 2 .3 _ |3 17 4
B-/( 2¢ | [1 2z 327 z? | [z :L"})d:n— 1 T 3
0 32 z3 4 4 58
5 3 35

1 1 1 1

x 1 3 12

_ 2 | (2 _ |1 A O

F = / x (z° —z)dx = =l 71 =1 2

0 | 23 1 1 1

6 5 30

Rozwiazanie réwnania (5.37) daje wynik:
c1 =0,279, ¢ =-0,106, c3=—0,0290
Koncowe rozwiazanie przyblizone Rayleigha-Ritza ma postac
uz(z) = 1,279z — 0,106z — 0,02902>

Wyjsciowy problem brzegowy (5.29) mozna tez rozwiaza¢ metoda Rayleigha-
Ritza budujac dla niego funkcjonal rozszerzony, ktéry ma forme

1 ; du 2 9
J(u):§0/[(£) —u

Zgodnie z tym, co wczedniej stwierdziliémy, w funkcjonale tym pojawil sie
sktadnik wynikajacy z niejednorodnego, naturalnego warunku brzegowego

1
dz + /uw2 dz — v/ (1)u(1) (5.38)
0
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u'(1) = 1, ktéry jednak dla czytelnoSci zapisu nie zostal wprowadzony expli-
cite.
Rozwiazanie poszukiwaé¢ bedziemy w przestrzeni energii H 4

Hy = {u(z) € C10,1), 0 <z < 1, u(0) =0}

Przyjmujac rozwiagzanie w postaci (5.34) odpowiednikiem funkcji (5.35) jest

1
J(c) = gcTBc —c'F - cToT(1) /(1) (5.39)
gdzie obecnie
L 11 =z %
F:—/<I>T3:2d:n:—/ 22 | 2%dz = — %
0 0 | 2 %

Warunek konieczny minimum funkeji J(e) (5.39) prowadzi do réwnania ma-
cierzowego

Be—-F+ 3T ()4 (1)=0 (5.40)

lub w postaci rozwinietej

2 3 4 1
3 14 b c1 1 1
3 17 4 _ 1
i 15 3 2 |=-]5|+t]1
14 58| | 1 1
5 3 35 6

gdzie wykorzystano warunek brzegowy u'(1) = 1.
Rozwiazanie przyblizone Rayleigha-Ritza wynosi

uz(z) = 1,283z — 0,11422% — 0, 024622>
Obydwa rozwiazania sa podobne z doktadnoscia obliczenn numerycznych. Moz-
na je poréowna¢ z rozwigzaniem doktadnym réwnym

sin
up(z) = 2(cosx +tglsine — 1) — —— +
cos 1
co doprowadza do wniosku, ze rozwiazanie przyblizone dobrze aproksymuje

rozwigzanie dokladne, rys. 5.2.
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A

u(x) -
1,0 - ~
7
7 7z
0,8 - 2
7z
z
z
0.6 - s
z
7z z . .
0,4 #/ ~—— rozwiazanie dokladne
/s == rozwiazanie przyblizone
7z
0,2 - s
7
7
7
74 1 1 1 1 1 A .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 x

Rys.5.2. Poréwnanie wynikéow obliczen w przykladzie 5.3

Na zakonczenie tego przyktadu mozna jeszcze sprobowaé odpowiedzieé na py-
tanie, jak konstruowa¢ funkcjonal rozszerzony. Jest to trudny problem wy-
magajacy zarowno dodatkowej wiedzy, jak i doswiadczenia. W naszym przy-
padku jednakze tatwo jest uzasadnié¢ posta¢ funkcjonalu rozszerzonego, jesli
tylko odniesiemy sie do interpretacji fizykalnej problemu brzegowego (5.29).
Przyjmujac na przykiad, ze opisuje on znowu pewien problem rozciggania
preta, to funkcjonal rozszerzony jest suma energii potencjalnej preta i pracy

u
sity podtuznej na koncu preta x = 1, reprezentowanej przez pochodna P na
x

przemieszczeniu u(1) = 1.

5.5. Metoda residuéw wazonych

Metoda Rayleigha-Ritza ma ograniczone zastosowanie do rozwiagzywania
probleméw brzegowych. Nie wszystkie bowiem rownania rézniczkowe sg samo-
sprzezone, co oznacza niemozno$é¢ zbudowania dla nich odpowiedniego funk-
cjonatu. Prostym przyktadem réwnania rézniczkowego, ktore nie jest samo-
sprzezone jest réwnanie, w ktorym wystepuje nieparzysta pochodna. Metoda
residuéw wazonych, ktora obecnie sformutujemy, jest wolna od takiego ogra-
niczenia.
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Napiszmy powtdrnie problem brzegowy w formie (5.8)
Au=f w Q2 (5.41a)
z warunkiem brzegowym

u=20 na brzegu I (5.41b)

gdzie A nie musi by¢ operatorem dodatnim ani w ogéle liniowym. Przyjmijmy
zbiér funkeji bazowych {¥;}, i = 1,2,..., nalezacych do przestrzeni funkcji
dopuszczalnych D 4. Jedli u € D 4 jest taka funkcja, ze iloczyn skalarny

(Au — f,¥;) =0 dla kazdego k =1,2,... (5.42)

to wéwezas oznacza to, ze Au—f = 0w D 4, czyli u jest rozwigzaniem problemu
(5.41). Innymi slowy, znalezienie rozwiazania (5.41) jest réwnowazne poszu-
kiwaniu rozwigzania réwnania wariacyjnego (5.42). Ta réwnowazno$é¢ tworzy
baze dla formulowania réznych wariantéw metody residuéw wazonych.

W metodzie tej dla aproksymacji u wybieramy dowolna, ograniczong baze
{®;} z D4 z warunkiem, ze residuum Ry

RN = AUN — f (543)
jest ortogonalne do podprzestrzeni utworzonej z funkeji bazowych {Wy}
(Auy — f,¥,) =0 k=1,2,...,N (5.44)

co wystarcza, aby przy dostatecznie duzym N btad Ry w sensie normy Lo byt
dowolnie maly. Metoda residuéw wazonych, wyrazona przez réwnanie (5.44),
znana jest pod réznymi nazwami, zaleznie od wyboru bazy {W}. Ogélny przy-
padek Uy, # ® nazywany jest metodg Petrowa-Galerkina. Rozwiazania przy-
blizonego uy réwnania (5.41a) poszukujemy w postaci analogicznej do (5.10)

N
Uy = Z Bic; = ®c =BT (5.45)
i=1

gdzie ¢; sa stalymi podlegajacymi wyznaczeniu oraz wykorzystano zapis ma-
cierzowy, wprowadzony w przyktadzie 5.3.
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Jesli operator A jest liniowy, to wéwczas podstawiajac (5.45) do (5.44) obli-
czymy ¢; rozwigzujac uktad liniowych réwnan algebraicznych

N
> (AD;, Uy)e = (f, V) k=1,2,...,N (5.46a)
i=1

Takie samo rownanie, lecz w zapisie macierzowym, otrzymamy, jesli przyjmie-
my funkcje wagowa

N
wy =Y Updy =¥d=d ¥’ (5.47)
k=1
gdzie:
W = [ Uy ... y] —macierz wierszowa funkcji bazowych ¥y, k=1,2,..., N

d = [dy dy...dyn]" — wektor dowolnych statych dj, k =1,2,..., N

Podstawiajac (5.45) i (5.47) do réwnania (5.44) (wyrazajacego teraz ortogonal-
no$é¢ do funkeji wagowej) oraz wykorzystujac warunek d # 0 dla rozwiazania
niezerowego, otrzymamy odpowiednik ukladu réwnan (5.46a) w postaci réw-
nania macierzowego

(BT A®) c = (P71, f) (5.46b)

5.5.1. Metoda Bubnowa-Galerkina

W metodzie tej przyjmiemy, ze Wy = @, k =1,2,..., N, co prowadzi do
warunku ortogonalnoéci w formie

(Auy — f,®:) =0 k=1,2,...,N (5.48)

Jesli A jest operatorem liniowym, to wéwczas niewiadome ¢;, ¢ = 1,2,..., N
wyznaczymy rozwigzujac liniowy uktad réwnan algebraicznych

N
> (AD; &) e = (f, @)  k=1,2,....N (5.49a)
i=1

ktory w postaci macierzowej mozna zapisaé¢ jako

(@7, A®)c = (@7, f) (5.49b)
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Jesli operator A jest operatorem dodatnim, to iloczyn skalarny (A®;, ®x) moz-
na wyrazi¢ poprzez forme dwuliniowa B(®;, ®j) i wéwczas réwnanie (5.49a)
ma forme

N m—n

> B(®i, ®y) ¢ = (f, Pr) + Z hj, Bj®y) (5.50)

i=1
gdzie po prawej stronie pojawil sie sktadnik wymkaJ acy z mozliwosci wystapie-
nia niejednorodnych naturalnych warunkéw brzegowych, w ogélnym przypad-
ku problemu brzegowego z mieszanymi warunkami brzegowymi. W powyzszym
réwnaniu Bj jest operatorem brzegowym, zwigzanym z podstawowym warun-
kiem brzegowym, h; jest skalarem wynikajacym z wystepujacego naturalnego
warunku brzegowego, 2m jest rzedem réwnania rézniczkowego, a n jest liczba
wyspecyfikowanych podstawowych warunkéw brzegowych.
Sprowadzenie réwnania (5.49) do postaci (5.50), wyrazonej przez forme linio-
wa B(®;, ®y), oznacza, ze rozwiazanie moze by¢ poszukiwane w przestrzeni
energii H 4, jak juz to stwierdziliSmy, znacznie wiekszej niz przestrzeni funkcji
dopuszczalnych D 4 (powtérzmy: wystarczy, ze funkcje bazowe z tej przestrze-
ni sg rozniczkowalne do rzedu m dla operatora rézniczkowego A rzedu 2m
i spelniaja tylko jednorodne podstawowe warunki brzegowe). Jesli wszystkie
zadane warunki brzegowe sa jednorodne, to ostatni sktadnik w réwnaniu (5.50)
znika. Przyjmujac dodatkowe oznaczenie B(®;, @) = (T'®;, TPy ), gdzie T jest
operatorem rézniczkowym rzedu m, uklad réwnan (5.50) przyjmie postaé

N
S (T®:,T®)ci = (f,®r) k=1,2,....,N (5.51a)
=1

lub w zapisie macierzowym
(T®)T,7®) c = (27, f) (5.51b)

7 postaci tego réwnania wynika, ze macierz uktadu réwnan B = ((T®)7, T®)
jest symetryczna oraz ze rownanie ma juz postac¢ dalej nieredukowalng. Dla-
tego metode Bubnowa-Galerkina, wyrazona przez réwnanie (5.51), bedziemy
nazywali stabym sformufowaniem wariacyjnym Bubnowa-Galerkina. W takim
razie metode Bubnowa-Galerkina, wyrazona przez réwnanie (5.49), mozemy
nazwaé silnym sformutowaniem wariacyjnym Bubnowa-Galerkina.

W koncu zauwazmy, ze réwnania (5.51) i (5.12) sa identyczne, co w tym przy-
padku oznacza réwnowaznos¢ metody Rayleigha-Ritza ze stabym sformutowa-
niem Bubnowa-Galerkina.
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Przyktad 5.4. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

d%u
@—Fu—kxzo <<l

u(0)=0 wu(l)=0

sinx

Rozwiazanie doktadne wynosi u =

sin 1

a) Problem z jednym stopniem swobody, N =1
Przyjmiemy ®; = sin 7z, ®1(0) = 0, ®1(1) = 0 tak, ze rozwiazanie przyblizone
ma postaé

u1 = ¢ sinmwx

Skorzystamy z réwnania (5.49) i obliczymy

d2®,

Ay = da?

+ &1 = (—7T2 sin mz + sin 7x)
; 1
(A®y, 21) = /A(ul)q)ldx =51~ )
0
i 1
(faCI)l) - /(—.Z') sinTxder = ——
T
0

Rozwiazujac réwnanie

(A(I)l, (191)61 = (f, (I)l)

czyli
Lo
sl-ma=-2
mamy
2 ~o0ms
AT a1

Rozwiazaniem przyblizonym jest funkcja
u1 = 0,0718sin 7

Poréwnanie wynikéw obliczen jest zestawione na rys. 5.5.
b) Problem z dwoma stopniami swobody, N = 2
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Funkcje bazowe przyjmiemy w postaci wielomianéw

Oy(x) =x(1 —x) Po(x) =21 —2) ®;(0)=0

Rozwiazanie przyblizone ma forme
ug =crx(l —z) + 62:E2(1 —z)=®c
gdzie zdefiniowane sa macierze
D =[P, D — macierz jednowierszowa funkcji bazowych,

c=[c1 et — wektor kolumnowy niewiadomych parametréw.

Skorzystamy z réwnania (5.49), obliczajac

2

d
AP = <_+1)[<1>1<1>2]:[—2+x—:p2 2—6:13+x2—:133]

dz?

[ —z%(1 — ) ]

fel = —23(1 — )

i nastepnie macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych

1
B= (o7 4®) = /fI)TA<I>da: =
3/10  3/10 ]

1
z(1—z) _ .2 _ 2_ .3 —
/l 2(1 — z) 1[ 24z—2° 2—-6x+=x x]dx—[3/10 13/105
0

oraz wektor prawej strony
i 1/12
T € —
- = [ 00 -

Rozwiazanie uktadu réwnan Be = F

3/10  3/10 | [er]  [1/12
3/10 13/105| [ca| — [1/20
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71 7
daje wynik ¢; = 369 20,1924 i o = i 2 (,1707. Rozwiazaniem przyblizo-

nym jest funkcja
ug(z) = x(1 —x)(0,1924 4+ 0,1707x)

1
Przyjmujac x = > otrzymamy u; = 0,0718 i uo = 0,0694.
W tab. 5.1 poréwnano rozwiazanie us z rozwigzaniem dokladnym oraz obli-
czono residuum Rs.

x | Rozw. dokl. | Rozw. przybl. us | Residuum Ry

0,10 | 0,0186 0,0189 -0,0269
0,50 |  0,0697 0,0694 0,0139
0,90 |  0,0309 0,0311 -0,0342

Tabela 5.1. Poréwnanie liczbowe obliczen w przyktadzie 5.4

Przyktad 5.5. Rozwiazemy problem brzegowy (5.29)

& +22=0 O<z<l1 (5.52a)

gz ute= x .h2a
z warunkami brzegowymi

w0)=0 4'(1)=1 (5.52b)

Problem ten byl rozwiazywany metoda Rayleigha-Ritza w przyktadzie 5.3.
Obecnie na tym przykltadzie sprawdzimy réwnowazno$¢ metody Rayleigha-
Ritza ze stabym sformutowaniem Bubnowa-Galerkina.

Warunek ortogonalnosci ma postaé

| d?u 9

a po zcatkowaniu przez czesci otrzymujemy

1 1 1
dw du 9
+ | ——dz— [ wudz + [ wx*dz =0
dz dx
0 0 0 0

1
du
_w_

dx
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Wykorzystujac warunek, ze funkcja wagowa w spelnia jednorodny podstawowy
warunek brzegowy w(0) = 0, mamy

1 dw d 1
w du
/<———wu> d$+/w$2 dz —w(1)u'(1) =0 (5.53)
0 0
Réwnanie (5.53) jest stabym sformulowaniem wariacyjnym réwnania (5.52).
Rozwiazanie poszukujemy w przestrzeni energii H »4
Hy = {u(z) € C*(0,1) 0 < z < 1, u(0) = 0}
Podstawiajac aproksymacje
u(z) =®c  w(z)=2d

do (5.53) otrzymamy po prostych przeksztalceniach réwnanie

[0/1 <(((1i_i,)TcC11_i’_ <I>T<I>) d:n] c+0/1.1,T$2 de — ‘I’T(l)u’(l) _0

ktére jest identyczne z réwnaniem (5.40). Zauwazmy, ze zgodnie z oczeki-
waniem naturalny warunek brzegowy zostal wprowadzony do sformutowania
wariacyjnego jako efekt catkowania przez czesci.

Przyklad 5.6. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

d?u
z warunkami brzegowymi
du
1) = ——(0)=h 5.54b
W)=q  —H0) (5.54b)

Przestrzen funkcji dopuszczalnych D 4 jest

Dy = {u(z) € C*(0,1), 0 <z < 1, u(l) = q, ——(0) = h}
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Zgodnie z metoda residuéw wazonych napiszemy

; d?u

a po wycatkowaniu przez czesci otrzymamy réwnanie stabego sformutowania

wariacyjnego
du dw du /
W aadx—/wfda::o (5.55)
0 0
Rozwiazanie u(z) bedziemy poszukiwaé w przestrzeni energii H 4
Hy = {u(z) € C'(0,1), 0 <z < 1, u(1) = 0} (5.56)

Funkcja testowa w(z) powinna by¢ co najmniej jednokrotnie rézniczkowalna
i speliaé¢ jednorodny podstawowy warunek brzegowy w(1) = 0. Uwzglednia-
jac ten warunek w (5.55) otrzymamy réwnanie

/ dw du ;
— —:Ed:E = /wf dz + w(0)h (5.57)

gdzie wykorzystano réwniez naturalny warunek brzegowy. W tym prostym
przykladzie tatwo wykazaé réwnowaznos$¢ rozwiazan (5.54) i (5.56).

a) Niech u jest rozwiazaniem (5.54). Woéwczas u jest takze rozwiazaniem (5.56).
Poniewaz u jest rozwiazaniem (5.54), to mozemy napisaé

0 /(d_ fh)a 559

da?

dla dowolnego w € H 4. Catkujac (5.58) przez czesci

du
i wykorzystujac warunki brzegowe _E(O) = hiw(l) =0 otrzymamy

1dwdud iy d 0 5.5
O/EE:E—O/wf:Hw() (5.59)
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Poniewaz u jest rozwiazaniem (5.54), to spelnia warunek u(1) = ¢ i stad jest
funkcja z przestrzeni D 4. W koncu, poniewaz u takze spelnia powyzsze réw-
nanie dla wszystkich w € H 4, to u spelnia warunki rozwiazania stabego.

b) Niech u bedzie rozwiazaniem (5.56). Wowczas u bedzie takze rozwiaza-
niem (5.54).
Poniewaz u € D4 i u(l) = ¢, to mamy

jw” By po—"

dla wszystkich w € Hy4. Calkujac przez czesci i wykorzystujac, ze w(l) = 0,
otrzymamy
2

0= /1 (j o f) dz + w(0) EZ(O) n h] (5.60)
0

Z (5.60) wynika, ze u jest rozwiazaniem (5.54), jesli sa spelnione réwnania
Eulera (réwnanie rézniczkowe problemu i naturalny warunek brzegowy)

o
dsl’z (5.61)
h J—
da:(o) + 0

Przyktad 5.7. Rozwiazemy problem brzegowy (5.54), wykorzystujac réw-
nanie stabego sformulowania wariacyjnego (5.56). Zalozymy, ze poszukiwaé
bedziemy rozwiagzania odcinkowo-liniowego w podprzedziatach [0 ,2] i [%, 1].
Przyktad ten moze by¢ traktowany jako wprowadzenie do metody elementéw
skonczonych, oméwionej w rozdziale széstym.

Rozwiazania przyblizonego poszukujemy w postaci (5.14)
N
uy = Z ®;(x) c; + Po(x)q (5.62)
i=1

gdzie ®g(x)q jest funkcja spelniajaca niejednorodny podstawowy warunek
brzegowy (5.54b).
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Przyjmujac N = 2, wybieramy funkcje ®;,7 = 0,1,2, w postaci kombinacji
liniowych funkcji Lagrange’a

0 0<z<i
CI)O(‘T) = 1 2
20 — 1 3<z<1
1—2z 0<z<i
q)1($) = 1 2
0 b) <z<«<l1
2 0<z<i
(1)2($) = 1 2
2(1 - l‘) 3 <zr«<l
W ten sposéb mozemy napisaé, ze
ug = Prc1 + Pocy + Poq = Pc + Pyq (5.63&)
oraz
wy = P1dy + Pody = Pd (5.63b)

Przyjecie takich odcinkowo-liniowych funkcji bazowych spelnia warunek cig-
glogci C' w przedziatach (0, %) i (%, 1) (powiemy, ze w tych podprzedzialach
funkcje bazowe sa z przestrzeni energii H4). Jednakze dla x = % nie spetnio-
ny bedzie warunek ciaglosci pochodnej rozwigzania przyblizonego. Rys. 5.3
przedstawia wykresy funkcji bazowych, natomiast na rys. 5.4 pokazano wy-
kresy funkcji us i wo oraz ich pochodnych.

1A 1 1A~ rrrrrrrrrr

\ o
(D{) (x) @1 (x ) |

I | | b 3 T
0 0,5 1 x 0 0,5 I x O 0,5 1

Rys.5.3. Funkcje bazowe w przykltadzie 5.7
Podstawiajac (5.63) do (5.56) mamy

1 1

dT{[O/<g>ngx} c+0/(g)T%qu—o/l@de:p—@T(o)h} =0
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A A

0,5 1

d] 0 s
X
" -2d,
dz M)’x
~ -2(d,-d,)
0 0,5 1 x !
q 2(q-c,)
u
CHrl 2(C2 1) p— Uy
¢
0 0,5 1 x 0 0,5 1 x

Rys.5.4. Funkcje usy i we oraz ich pochodne w przyktadzie 5.7

co dla d # 0 prowadzi do réwnania macierzowego
Bc=F

gdzie zdefiniowano

1d<I>Td<I>
5= (%
0

d<I>>Td(I>0

F:O/<I>dea:+<I>T(0)h—q0/(dx —

Elementy b;;, 4,5 = 1,2, macierzy B obliczymy ze wzoru

1 1/2 1
do; d<I> d®; do; d®; do;
/ d dz

dx da; dr dr T dr dz
0 0 1/2

otrzymujac
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7 kolei elementy f;, i = 1,2, wektora F' wyznaczymy ze wzoru

1 1
fi= /<I>ifda:+<1>,-(0)h—q 2 d%o
dr dzx
0 1/2
co prowadzi do wynikow
1/2
f= /(1—2x)f(a:)dx+h
0
1/2 1
fo=2 / xf(z)dx + 2 /(1 —z)f(x)dx + 2q
0 1/2

Zauwazmy, ze brak ciaglosci funkcji bazowych nie sprawil ktopotu w oblicze-
niach, poniewaz calkowanie zostalo rozdzielone na dwa przedzialy |0, % i [%, 1].
W dalszym ciagu rozwazymy 3 przypadki okreslenia funkcji f.

1. f=0
h
el

1
1 = h q+h
c=B7lF = 2 = h
e

2 2

Rozwiazanie ma forme
h 1
u = (q + h)(I)l + (q + 5)(1)2 + q®3 = q((I>1 + &y + (I)g) + h((I)l + 5(132)

u=q+h(l—2x)

Otrzymane rozwigzanie jest liniowe i jest ono doktadne, co stanowi re-
zultat przyjecia liniowych funkcji bazowych.

2. f(z) = f = const
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f f

1
1 - “+h = h
o 5 Th| | 3Tt
Ll L 3 gt h
2 21l s 173
Rozwiazanie ma postaé
3
u:q+h(1—x)+g®1+§f®2

Na rys. 5.5 poréwnano wynik doktadny z obliczeniami.

A A 1

27q +h . 0 0,5 >x
38+f+q+ % dokl _%,_h \
u——1 u,, udo:kl,x
_%f h :
0 0,5 T)C> S

Rys.5.5. Porownanie rozwiazania dokladnego z rozwiazaniem wariacyjnym dla
przypadku 2 w przyktadzie 5.7

A A

Logh 0 0,5 Ly
2, 0ik EX )
igtat; Ugokt
! 7
_Z_IZ_h
0 0,5 N 5

Rys.5.6. Porownanie rozwiazania dokladnego z rozwiazaniem wariacyjnym dla
przypadku 3 w przyktadzie 5.7
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3. f(x) = px, p=const

2 in P h
oo 2t | et
Piog | (L
R 89Ty

Poréwnanie wynikéw obliczen doktadnych i przyblizonych przedstawiono
na rys. 95.6.

Przyktad 5.8. Rozwiazemy proste zadanie z wytrzymalosci materiatéw ob-
liczenia funkcji ugiecia belki wspornikowej, do ktorej przylozone jest obcigze-
nie ciagte o intensywnosci f i obciazenie momentem skupionym M na koncu
x = L wspornika (rys. 2.7).

Modelem matematycznym dla tego zadania jest problem brzegowy

& ( d2w>_f 0 <L EI>0 (5.64a)
@ @ = < > .b4a
©0) = 0y =0 (E[dzw) - M [ d (Eldzwﬂ —F=
W =Y T da? J| _, dx de?2 J||,_, =~
(5.64b)
d? d?
W tym przypadku mamy A = 1.2 EI 12

Wyjsciowy problem (5.64) przetransformujemy do problemu z jednorodnymi
warunkami brzegowymi przez podstawienie

w(z) = u(x) + wo (5.65)

Podstawiajac (5.65)do (5.64a) otrzymamy

& <E1d2u> & <El—d2w0) —f (5.66)
w\"a) T\ ) T '

Wprowadzajac oznaczenie
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réwnanie (5.66) przyjmie postaé

d2 ( d%u

Funkcje wg wyznaczymy z warunku spetnienia niejednorodnego warunku brze-
gowego w (5.64b), co daje wynik

2

X

Wykorzystujac (5.68) otrzymamy warunki brzegowe dla réwnania (5.67) w for-
mie

u(0) = %(0) = Ef%@) = [%(M%)]

Przyjecie wy w formie (5.68) daje wynik

For o (mr) =

=0 (5.69)
=L

EI

W dalszym ciagu rozwaza¢ juz bedziemy problem brzegowy zdefiniowany
réwnaniami (5.67) i (5.69). Przestrzen energii H4 jest zdefiniowana w naste-
pujacy sposéb

Hy = {u(z) € H*(0,L),u(0) = %(O) =0}

Stabe sformulowanie wariacyjne wyraza réwnanie B(u,v) = l(v) dla v € Hy,
gdzie
d?v d?u

L
B(u,v) = EI@ @dx l(v) = /vfdx (5.70)
0 0

W N-parametrowej aproksymacji funkcje bazowe ®; € Hy4 (tzn. spelniaja
jednorodne podstawowe warunki brzegowe ®;(0) = ®(0) = 0). Przyjmiemy,
ze zbiér {®;} = {27!} jest baza w H . Rozwiazanie przyblizone otrzymamy
przyjmujac

N
unN = ch<1>j vy =zt (5.71)
j=1
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Podstawiajac (5.71) do (5.70) otrzymamy wzory
b = B(®:, ;) /EIz+1 “Li(j 4+ 1)z M =

_ BIij( £ 1 4 (@

(i+j—1)
L
fi= i) = [ o far = I
0

oraz oznaczamy B = [b;;]i F = [f;]T.
Wykorzystujac wzory (5.70), macierz B i wektor F' maja postaé

B= Ldz@ 2(I)d F=|[®Tfd 5.72

Przyjmujac rozwiazanie dwuparametrowe wg = ug 4+ wq otrzymamy uktad
rownan Be = F w formie

f2
4L %
c1+6L%cy = 3E[
4
3 JL®
6L%c; + 12L3¢cy = YVoli
5fL* fL

kté i i jest ¢ = ——— =———
orego rozwiazaniem jest c; Sa BT T

Rozwiazanie przyblizone wyjsciowego problemu (5.64) ma postaé

12M +5fL% ,  fL

2= Touer Y T 2RI

Rozwiazanie dokladne otrzymaliby$my, przyjmujac N = 3 (w(zx) jest doktad-
nie funkcja czwartego stopnia).

Zadanie mozemy rozwiazaé¢ réwniez metoda Rayleigha-Ritza, przyjmujac funk-
cjonal rozszerzony w formie

_ /L{% (%)2 _ fw] dz + MU(L) (5.73a)
0
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z réwnaniem wiezow

dw

Gl,w)=¥+—=0 (5.73b)

dx
gdzie ¥ oznacza funkcje kata obrotu przekroju poprzecznego belki. Zauwazmy,
ze podstawienie za ¥ (5.73b) do (5.73a) prowadzi do znanego funkcjonalu
calkowitej energii potencjalnej belki. Wlaczajac réwnanie wiezéw do (5.73a)
otrzymamy rozszerzony funkcjonal w formie

sovcnn = [ (3" s [+ Gars 2wy 67

St —

gdzie mnoznik )\, nazywany mnoznikiem Lagrange’a, ma w tym przyktadzie in-
terpretacje sily poprzecznej. Podstawowe warunki brzegowe sa obecnie ¥(0) =
w(0) = 0.

Rozwiazanie otrzymamy przyréownujac do zera pierwsza wariacje 6L = 0

déw
I——+)\5\I’>d$—|—M5\If /(A——f&w)daH-
dz dz

L
-/
g (5.75)
o

< d¥dow

(\If + —>d:13

Przyjmujac rozwiazanie jednoparametrowe, mamy dla kazdego aproksymowa-
nego pola
U(x) = a;®} w(z) = by ®? ANz) = 193

gdzie &, a = 1,2, 3 sa funkcjami aproksymacyjnymi. Zakladajac nastepnie, ze
¢l = z,0? = ri &} = 1, otrzymamy po podstawieniu do (5.75) trzy réwnania
(dla niezaleznych wariacji da, by 1 dcy)

L? fL

- - _AML+ fL?
E[Lal—l-?Cl——ML 61—7 by = REI

Rozwiazanie jednoparametrowe ma postaé

AM + fL? AM + fLAL
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podczas gdy rozwiazanie dokladne wynosi

W(z) = —(2M + fL?)x n fLx?  fa?

2F ] 2EI  6EI

A= f(L—x)
(x) = (2M + fL*)x? B fLz®  fat
wE) = AET 6EI | 24E]

Na zakonczenie tej duzej liczby przyktadéw rozwiazemy jeszcze metodg Bubnowa-
Galerkina nieliniowy problem brzegowy.

Przyklad 5.9. Rozwazmy nieliniowe rownanie rézniczkowe

o rdny® 1 5.76
UE + (a) = << ( . a)
W'(0)=0 wu(l)=v2 (5.76b)

- o — d*u du\® |
Obszarem definicji operatora nieliniowego Au = u 122 + ey jest
x T

przestrzen D4 funkcji dwukrotnierézniczkowalnych, ktére spelniaja warunki
brzegowe (5.76b). Przestrzen ta jest nieliniowa, poniewaz warunki brzegowe sa
niejednorodne. Podstawiajac u = v + v/2 przetransformujemy ten problem do
problemu z jednorodnymi warunkami brzegowymi, otrzymujac

(v + \/5)% + (%
V(0)=0 v(1)=0 (5.77b)

Teraz v nalezy do przestrzeni liniowej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
i spelniajacych jednorodne warunki brzegowe. Przestrzen energii H4 zawiera
funkcje co najmniej klasy C', ktore znikaja dla = = 1.

Problem (5.76) ma rozwiazanie w formie

u(z) = V14 a?

Zauwazmy teraz, ze réwnanie (5.77) moze by¢ przepisane w formie

2
) =1 0<z<1 (5.77a)

—%[(v + \/5)%} =—1

V(0)=0 wv(1)=0
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Roéwnanie (5.48) przyjmie teraz postaé

j{—di[(wwrf) }‘f‘l}q)kdw—o k=12,...,N (578
0

dla kazdego @, € D 4. Sformulowanie stabe otrzymamy catkujac przez czesci
sktadnik w nawiasie kwadratowym

| va d<I>k
0/[(?)1\7 + \/_)

(I)k}da:—o k=1,2...,N (5.79)

dla kazdego @ € H 4. Wyrazy brzegowe wynikajace z catkowania przez czesci
zniknely, poniewaz v/(0) = 01 ®x(1) = 0.

Wykorzystanie (5.78) wymaga przyjecia funkcji ®; z przestrzeni D 4. Przyj-
miemy, ze sg nimi wielomiany

N
UN = Z CicI)i (I)Z =1- J}H_l

oraz ze N =1, co prowadzi do wzoréw

Aw) = o+ v2) 3] =

— [Cl(l — 332) + \/5} (—261

d
a(cl(l — %) +V2)(-2c17) =
) — (2zc1)? = V22¢; + 263 — 62%cF

(A(v1),®1) = | A(v)(1 — 2¥)dx = gx/icl + %cl

(-1)(1 — 2%)dx = —

2
(f,®1) = 3

O O~ _

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe

(A(v1), @1) = (f, ®1)

dostaniemy
—5V2+
M = # —0, 39846
-5
D TVZVE0 L ey

4
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Wyboru wtasciwego ¢; dokonamy korzystajac z kryterium minimum re-
siduum. Wybieramy to c¢;, dla ktérego mniejsza bedzie norma Lo residuum
Ry = A(v1) — f. Z obliczen wynika, ze tym c; jest cgl). W efekcie jednopara-

metrowe rozwiazanie problemu (5.76) ma postaé
up = v + V2 = 1,01575 + 0, 39846 (5.80)

Rozwijajac w szereg potegowy rozwigzanie doktadne v/1 + 22 mamy
V14+222140,52%+ ...

co oznacza, ze rozwigzanie przyblizone jest dos¢ dobre.
Jesli rozwiazywalibyémy réwnanie (5.76a) z niejednorodnymi warunkami
brzegowymi, to nalezaloby przyja¢ rozwigzanie przyblizone w formie

N
uy =0+ ¢®;
i=1

gdzie funkcje ®( nalezaloby tak dobraé, aby spelniata warunki brzegowe (5.76b).
Przyjmujac ®g = /2, tak ze ®o(1) = v/21 ®'(0) = 0 oraz N = 1, znowu otrzy-
mamy rozwigzanie (5.80).

Teraz dla otrzymania rozwiazania skorzystamy z réwnania (5.79). Ponie-
waz ®; € Hy, to wybierzemy ®; = 1 — z°.

Przyjmiemy
N

uy(z) = Zcitﬁi O, =1—2'
i=1

Podstawiajac ten wzér do (5.79) i wykonujac nakazane catkowanie otrzymamy
(dla N =1)
A +2vV2¢,+1=0
dV=1-v2 P=-1-12

Korzystajac powtérnie z kryterium minimum residuum w sensie normy Lo

(1)

ustalimy, ze wlasciwym rozwigzaniem jest c¢; '. Rozwigzanie ma postac
w=v+vV2=>1-2)1-V2) +vV2 =01 -2)+V2z (5.81)

Nie jest to rozwiazanie satysfakcjonujace (specjalnie dla wiekszych wartosci =
0 <z < 1), ale mozna je znacznie poprawi¢ przyjmujac wiecej parametréw c;
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w aproksymacji. W takim jednakze przypadku otrzymamy nieliniowy uktad
réwnan algebraicznych, ktéry wymaga rozwiazania metodami numerycznymi.
Na zakonczenie wspomnimy o metodzie Petrowa-Galerkina, w ktérej funkcje
wagowe Uy w réwnaniu (A(vy) — f, ¥x) = 0 sa rézne od funkcji bazowych ®y.
Przyjmujac

T L
U = cos -5 mamy WY;(1)=0 1 ¥i(0)=0

W tym przypadku, dla ®; = 1 — 2!, otrzymamy rozwiazanie w postaci

(A(v), V) = %{4\/501 + [—8 + %]c%}

2
(f7 \I,l) - _;
1) =22+ B0/ = §]
- (96/72) — 8
Y =—-0,40317 ¥ = —2 87268

(1)

Z warunku minimum residuum wybieramy ¢}’ tak, ze rozwigzaniem jest funk-
cja
u = v, 4+ V2 =1,01104 + 0, 4031722

co jest troche lepszym wynikiem niz rozwigzanie metoda Bubnowa-Galerkina.

5.5.2. Metoda najmniejszych kwadratow

Rozwazmy réwnanie operatorowe
Au=f w Q (5.82)

gdzie A nie musi by¢ operatorem symetrycznym.
W metodzie najmniejszych kwadratéw rozwigzanie réwnania (5.82) jest
konstruowane w formie funkcji uy € Dy

N
uy =Y ¥
i=1

ktora minimalizuje residuum

N

> Ae®;) — fH

i=1

| By [|=IAun = fl|=
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Warunek powyzszy prowadzi do uktadu réwnan z nieznanymi parametrami
C1,C2,...,CN

0 0 ORN 1
0= Fer | Ry ||= 9 V (RN, RN) = (RN, Do )—HRN ” (5.83)

Poniewaz Ry # 0, to oznacza, ze réwnanie (5.83) jest réwnowazne réwnaniu
ORN

Ry, ——— | = 5.84

(R, 5 ) (584

W ten sposob stwierdzamy, ze metoda najmniejszych kwadratéw to taki wa-
riant metody residuéw wazonych, w ktérym funkcja wagowa ma postaé

ORN
U, —
k dcy,

Réwnanie (5.84) w rozwinietej formie ma postaé

(AuN - f, %(Auzv)> =0 (5.85)

Jesli A jest operatorem liniowym, to prowadzi to do liniowego uktadu réwnan
algebraicznych w formie

N
> (A®;, A®y) ¢; = (f,Ad)  k=1,2,....N (5.86a)
i=1

lub w postaci macierzowej
(A®T A®) c = (A®T | f) (5.86b)

Macierz wspétczynnikéw przy niewiadomych B;; = (A®;, A®;) jest syme-
tryczna dla dowolnego operatora A. Jest ona nieosobliwa, jesli zbiér { A®;} jest
liniowo niezalezny (czyli jesli A jest liniowy i {®;} jest zbiorem funkcji liniowo
niezaleznych). Mozna udowodnié, ze rozwiazanie przyblizone uy = Zf\il ;P
ze wspdlezynnikami ¢; obliczonymi z (5.86) jest zbiezne w przestrzeni energii
H 4, zwiazanej z dodatnio okreslonym operatorem A, do rozwigzania doktad-
nego u réwnania (5.83).
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Zauwazmy, ze jesli operator A i baza {®;} sa takie, ze APy = P, ap —
stala (bez sumowania), to réwnanie (5.86) sprowadza si¢ do réwnania (5.49)

N

> (A®;, )i = (f, @)  k=12,...,N
i=1

co oznacza, ze w tym przypadku metoda Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu
silnym i metoda najmniejszych kwadratow daja to samo rozwigzanie.

Przykltad 5.10. Rozwazmy ten sam problem brzegowy co w przykladzie
5.4, przyjmujac N =11 &; = sin7z.
Korzystajac z réwnania (5.86), obliczymy

(A®,) = —n?sin 7wz + sin 7
1 1
1
(ADy, ADy) = /[A@l]zda: = /(—712 sin 7z + sin ) 2de = 5(1 — m?)?
0 0
1
(f,A®y) = /(—a:)(—7r2 sinmz + sinmz)de = ——(1 — %)
7r
0

Rozwiazujac rownanie
(A®y, ADy)cr = (f, AP1)

lub

1 1
21— 2220 = — (] — 72
(1= 7%y = ——(1 - )

mamy ¢ = Wg_—l) 2 (0,0718. Wyniki otrzymane z metody Bubnowa-Galerkina
i z metody najmniejszych kwadratéw sg takie same, poniewaz AP, = a1 P =

(1 —72)sinTe, oy =1 — 72

Przyktad 5.11. Rozwiazmy nieliniowe réwnanie rézniczkowe (5.76), rozwia-
zywane w przyktadzie 5.9 metoda Bubnowa-Galerkina.
Przyjmiemy rozwigzanie przyblizone w formie

uy(z) = B+ c1®1 = V22?2 + ¢ (1 — 2?) (5.87)
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gdzie ®o(1) = /2 i ®)(0) = 0, co oznacza, ze ®y(x) spelnia warunki brzegowe
zadania. Funkcja ®; spelnia jednorodne warunki brzegowe.

Powtarzajac metode rozwiazania z przyktadu 5.9 otrzymamy réwnanie dla
metody Bubnowa-Galerkina

4¢3 +2V2¢ —7=0

z rozwigzaniem cg ) = 1,012575 i 0(2) —1,72289. Mniejsze residuum jest dla
cgl) i stad rozwigzanie ma postaé
uy = 1,01575 + 0, 3984627

to znaczy jest takie samo jak (5.80).
Zastosowanie aproksymacji (5.87) do réwnania (5.85) daje wyniki

Aup = (12 — 12V2 ¢1 + 6¢2)a2 + 2V/2 ¢ — 262

0
a—Aul =12(¢; — \/5)3:2 —4der + 2V2
c1

(Aul, Au1> /{ [12(1 — V2)e1 + 6¢3)2% +2v2 ¢ — 263}

12(e; — V2)2? — dey 4+ 2V2]dx =

:3_5261__\/_61 §61—%\/_
1
<f> Au1> =/[12(C1 —V2)2? —dey +2V2]dx = —2V2
0

A aA aA =0
(o ) = (1 4m) -

232
—3\/_cl+ C1——\/_—0

lub

(1)

Z trzech pierwiastkéw tylko jeden jest rzeczywisty c; ’ = 1,0256 i rozwiazanie
metoda najmniejszych kwadratéw ma postaé

uy = 1,0256 + 0, 325722 (5.88)
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T
Zastosowanie metody Petrowa-Galerkina z ¥ = cos 74— V2 it sama aprok-

symacja (5.87) daje wynik
uy = 1,01104 4 0, 4031722 (5.89)

W tab. 5.2 poréwnano rozwigzania wariacyjne z rozwigzaniem dokladnym.

z | Rozw. dokl. | (5.81) | (5.80) | (5.88) | (5.89)
0,0 1,000 1,000 | 1,016 | 1,089 | 1,011
0,2 1,020 1,083 | 1,033 | 1,102 | 1,027
0,4 1,077 1,166 | 1,080 | 1,141 | 1,076
0,6 1,662 1,249 | 1,159 | 1,206 | 1,156
0,8 1,281 1,331 | 1,271 | 1,297 | 1,260
1,0 1,414 1,414 | 1,414 | 1,414 | 1,414

Tabela 5.2. Poréwnanie liczbowe réznych rozwiazan problemu (5.76)

5.5.3. Metoda kollokacji punktowej

W metodzie kollokacji punktowej parametry c; w aproksymacji uy =
Zé\f:l ¢;®; sa wyznaczane z warunku zerowania si¢ residuum w N wybranych
punktach x* (k= 1,2,..., N) obszaru Q

Ry(x* ¢, ®;,f)=0 k=1,2,...,N (5.90)

Dla liniowego réwnania operatorowego Au = f otrzymamy réwnanie
N
S A@;(xM)e; — fxF)=0 k=12 N (5.91a)
j=1

lub w postaci macierzowej

A‘I’(X;) c1 f(xh)
ARCE) e S : (5.91b)

A3(N) | | en )
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Roéwnanie (5.91) moze by¢ zinterpretowane w formalizmie metody residuéw
wazonych w nastepujacy sposob.
Niech 6(x — x*) oznacza funkcje Diraca o wtasnoéci

[ alx = x)f(x)dx = )
Q

to wowczas réwnanie (5.91) moze byé¢ przedstawione w formie alternatywnej
jako

iV: cj [/ A(P;(x))o(x — xk)dx} - /f(x)&(x —xM)dx =0 (5.92)
=1 = Q

Poréwnujac réwnanie (5.92) z réwnaniem (5.46) staje sie widoczne, ze funkcja
wagowa w tej metodzie jest dana wzorem

U (x) = 6(x — x") (5.93)

Wiaéciwy wybér punktéw kollokacji x* decyduje o dobrym uwarunkowaniu
ukladu réwnan (5.91) i zbieznosci rozwiazania aproksymacyjnego (na pewno
powinny by¢ réwnomiernie rozlozone w obszarze rozwiazania).

Przyklad 5.12. Rozwiazemy ten sam problem brzegowy, ktory byt juz roz-
wigzywany w przykltadach 5.4 i 5.10, przyjmujac punkt kollokacji x1 = %
Rozwiazujac réwnanie (5.91) obliczamy kolejno

A(®y(x1)) = —m2sinmey +sinmr; = —7w2 + 1
1
fle) =~ =~

A(®1(z1))er — f(x1) =0

lub

1
(- 4+ 1Dep+ =0 c

= 20,0564
2 22 —1)

Na rys. 5.7 przedstawiono graficznie wyniki obliczenn doktadnych oraz meto-
dami: Bubnowa-Galerkina, najmniejszych kwadratéow i kollokacji punktowe;.
Jak widaé, w tym przykladzie metoda kollokacji punktowej jest najmniej do-
ktadna.
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u(x)
0,10 -
Wynik doktadny
0,08 |- /
T Metoda najmniejszych
0,06 - /7N kwadratéw i metoda
P - DGR Bubnowa-Galerkina
0,04 /7 NN
77 _Metoda AR
0,02 - 7 kollokacji N
7 R\
N\
! ! ! »
0,0 0,25 0,5 0,75 1,0 x

Rys.5.7. Poréwnanie réznych metod residuéw wazonych

Przyklad 5.13. Rozwazmy powtoérnie problem brzegowy, ktéry byt rozwia-
zywany w przykladzie 5.4 metoda Bubnowa-Galerkina.
Przyjmiemy dwa punkty kollokacji, N = 2,21 = % ixg = %, oraz funkcje

bazowe jak w punkcie b) przykladu 5.4
Oy (x) =z(1 — ) ®y(z) = 2%(1 — 2)

Rozwigzujemy uktad réwnan (5.68) korzystajac z zapisu macierzowego

B [A@i(21) A®a(21))] _ 2421 —a? 2—6x; + 22— 2
A(Pi(x2)) A(Pa(z2)) |—2+ a2 — 32— 6x9 + 23 — 13

[ 29 35

_| 16 64

7 7

L 4 8

d2
gdzie A = 1.2 + 1 oraz
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Rozwiazanie uktadu réwnan Be = F

29 35 1
16 64| (1] — |4
7 7 (&) 1
4 8 2

jest w postaci
6 _ 40
“ 31 ’ 2 217 ’

Rozwigzaniem przyblizonym jest funkcja
ug(x) = z(1 — 2)(0,1935 + 0, 1843x)

W tab. 5.3 poréwnano rozwiazanie uy z rozwiazaniem dokladnym oraz obli-
czono residuum Rs.

x | Rozw. dokl. | Rozw. przybl. us | Residuum Ry

0,10 | 0,0186 0,0191 -0,00995
0,50 |  0,0697 0,0714 0
0,90 |  0,0309 0,0324 -0,0815

Tabela 5.3. Poréwnanie wynikéw obliczen w przykltadzie 5.13

Poréwnujac tablice 5.1 i 5.3 widzimy, ze metoda Bubnowa-Galerkina jest
znowu dokladniejsza (jednak obliczenia sg bardziej pracochlonne, bo wymaga
ona calkowania).

Przyktad 5.14. Rozwiazmy belke wolno podparta z réwnomiernie roztozo-
nym obcigzeniem fo.

Problem jest opisany réwnaniem rézniczkowym (5.64a) z warunkami brze-
gowymi

d%w d%w
L)=0 (5.94)

w(0) =w(L) =0 @(0):@( )

Przyjmiemy dwuparametrowa aproksymacje

B . T - 3nx 5 05
wg—clslnf+02smT (5.95)
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: . L. L
z punktami kollokacji z1 = 1i2=5

Wykorzystanie wzoru (5.92) prowadzi do nastepujacego ukladu réwnan
macierzowych:

Rozwiazanie uktadu réwnan Be = F

Bl m*  w 3m\* 3« B
[01<E> Slnz+02 (f) sin Z] = fo

m*  w 3m\* 3«
EI[q(E) sm§+02 (f) sin 7} = fo

ma postaé
VDRI (VB Dhl
LT 2RI > T 162EIx"
Rozwigzaniem przyblizonym jest funkcja
foL* . T . 3z
wg(ac) = m(lgf), 55 sin T + 0, 414 sin T)
: S e . L 2L
Zauwazmy, ze jesli przyjeliby$my punkty kollokacji x1 = 3 ixg = = to
L
nie moglibySmy wyznaczy¢ co. Z uwagi na symetrie belki przyjecie x1 = 1
. L. : . L foL*
i xg = — jest wystarczajace. Ugiecie maksymalne wy | — | = 1,205 =
2 2 Elr*

foL* st 16 5% od wartodci dokladnet 1 . fol?
80,87EI jJest rozne o 0 04 wartoscCl doKiadne] rownej 76’8EI .




Rozdziat 6

Wprowadzenie do metody
elementéw skonczonych MES

6.1. Uwagi wstepne — podstawowe etapy procedury
(MES)

Klasyczne metody wariacyjne, przedstawione w rozdziale piatym, moga by¢
efektywnie wykorzystywane tylko do rozwiazywania probleméw z malg liczba
stopni swobody [10]. Spowodowane jest to przede wszystkim trudnos$ciami
w doborze funkcji aproksymacyjnych. Jesli nawet takie funkcje zostatyby do-
brane, to z kolei obliczanie wspétczynnikéw macierzy réwnan algebraicznych
rozwiazania przyblizonego nie moze byé¢ zautomatyzowane, poniewaz funkcje
aproksymacyjne zmieniaja sie zaleznie od rozwazanego problemu. Oznacza to,
ze poprawa efektywnosci stosowania metod wariacyjnych zalezy od tego, czy
mozliwe jest, przy rozwiazywaniu danej klasy probleméw, konstruowanie funk-
cji aproksymacyjnych dla dowolnych obszaréw z wariacyjnie konsystentnymi
warunkami brzegowymi. Takie mozliwosci stwarza metoda elementéow skon-
czonych (MES).

Metoda elementow skonczonych jest procedura wariacyjng, w ktorej funk-
cje aproksymacyjne sa wyznaczane w obszarze zastapionym przez zbior pro-
stych podobszaréw, na jakie obszar ten zostal podzielony. Uktad réwnan al-
gebraicznych problemu jest w tej metodzie generowany w odmienny sposéb
niz to ma miejsce w tradycyjnych metodach wariacyjnych, poniewaz funk-
cje aproksymacyjne sa wielomianami algebraicznymi, wyznaczonymi wedtug
zasad aproksymacji interpolacyjnej. Podobszary, nazywane elementami skon-
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czonymi, maja zwykle geometrycznie proste ksztalty, co utatwia budowanie
funkcji aproksymacyjnych. Poniewaz funkcje aproksymacyjne sg wielomianami
algebraicznymi, to mozliwe jest zautomatyzowanie na maszynie cyfrowej (kom-
puterze) obliczania wspétczynnikéw macierzy réwnan algebraicznych. Jak da-
lej zobaczymy, proces budowy funkcji aproksymacyjnych jest niezalezny od
danych warunkéw brzegowych i innych danych definiujacych rozwiazywany
problem. Zgodnie z teoria interpolacji nieznane parametry, wystepujace w
funkcjach aproksymacyjnych, przedstawiajg warto$ci zmiennych, wystepuja-
cych w podstawowych warunkach brzegowych, w skoficzonej liczbie wczesniej
ustalonych punktéw elementu skonczonego. Liczba tych punktéw i ich roz-
mieszczenie w elemencie decyduje o stopniu i postaci funkcji aproksymacyj-
nych. Wszystko to powoduje, ze metoda elementéw skonczonych w wyjatko-
wo dobry sposéb nadaje sie do obliczen komputerowych dzieki tatwosci jej
zalgorytmizowania i w konsekwencji dzieki mozliwosci budowania programdw
komputerowych o bardzo ogélnym przeznaczeniu.

Podsumowujac powyzsze uwagi, rozwiazanie typowego problemu metoda
elementéw skoniczonych jest realizowane w nastepujacych etapach:

1. Podzial obszaru na podobszary. Wynikiem podziatu jest zastapienie
obszaru zbiorem elementéw skoniczonych (dyskretyzacja). Liczba, ksztalt
i typ elementu zalezg od obszaru i rozwigzywanego réwnania rézniczko-
wego. Podstawowymi krokami w tym etapie sa:

(a) Ustalenie liczby wezléw i elementéw, tworzacych tzw. siatke skori-
czenie elementowg.

(b) Wygenerownie wspotrzednych wezléw siatki i utworzenie tablicy
nazywanej tablicg topologii (lub incydencji), ktéra zawiera relacje
pomiedzy numerami elementéw i numerami weztéw siatki (okresle-
nie miejsca elementu w siatce).

Jak to stwierdziliSmy, jedna z cech odrézniajacych MES od klasycznych
metod wariacyjnych jest zastapienie obszaru rozwiazania przez uktad
prostych podobszaréw. W wyniku takiego postepowania mozemy tatwo
oblicza¢ pochodne funkcji interpolacyjnych dla prostych obszaréw geo-
metrycznych, jak: linia, tréjkat, prostokat, szesScian itp. Druga korzyscia
jest to, ze poniewaz funkcje aproksymacyjne sa zdefiniowane w elemen-
cie, to doktadnosé aproksymacji moze by¢ polepszona przez zwickszenie
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liczby elementéw (poprawianie siatki skonczenie elementowej). Zastepo-
wanie obszaru zbiorem elementéw nazywamy generowaniem siatki skori-
czenie elementowej lub dyskretyzacjg skonczenie elementowq i zbior ten
oznaczymy przez 1.

Powyzszy opis dyskretyzacji moze by¢ zapisany zwiezle w terminach ma-
tematycznych.

Obszar z brzegiem Q = Q U T jest podzielony na skoniczona liczbe N
podobszaréw Q°, nazywanych elementami skoriczonymi, w sposéb za-
pewniajacy spelnienie nastepujacych warunkéw:

(a) Kazdy obszar Q° jest zwarty i niepusty.

(b) Granica I'¢ kazdego ¢ jest ciagla w sensie Lipschitza (funkcje
aproksymujace sg wystarczajaco rézniczkowalne w elemencie z brze-
giem wypuklym).

(c) Czeéé wspdlna obszaréw dowolnych dwédch oddzielnych elementéw
jest pusta, tzn.
N =g  e4f

(d) Ztozenie Q wszystkich elementéw Q° jest réwne (przynajmniej
w przyblizeniu) obszarowi catkowitemu ()

N
O~ =30
e=1

2. Wyznaczenie ré6wnan MES dla elementéw.

(a) Sformulowanie réwnania wariacyjnego jedna z metod opisanych
w rozdziale piatym.

(b) Aproksymacja nieznanych funkcji w elementach. W metodzie ele-
mentéw skonczonych funkcje aproksymacyjne sg wyznaczane od-
dzielnie dla kazdego elementu. Jesli na przyktad funkcje takie chce-
my zbudowaé dla skoniczenie elementowej aproksymacji Rayleigha-
Ritza, to musza one spelnia¢ podstawowe warunki brzegowe pro-
blemu, co nie jest jednakze mozliwe, poniewaz brzeg obszaru jest
utworzony z wiecej niz jednego elementu. Trudnos¢ te pokonujemy
przyjmujac, ze kazdy oddzielny element jest mozliwg reprezentacja
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calego obszaru ze wszystkimi warunkami brzegowymi réwnania roz-
niczkowego. Innymi stowy, przyjmujemy, ze dane réwnanie réznicz-
kowe jest sformutowane i aproksymowane w kazdym elemencie za
pomoca jednej z metod wariacyjnych. Nastepnie, po zagregowaniu
elementéw, za stopnie swobody w weztach czesci brzegu, gdzie okre-
$lone sa podstawowe warunki brzegowe, podstawiane sg zadane war-
tosci brzegowe (tzw. nalozenie warunkéw brzegowych). W metodzie
elementéw skonczonych funkcjami aproksymacyjnymi sg wielomia-
ny algebraiczne, co utatwia dokladne numeryczne obliczanie wspot-
czynnikéw macierzy i dowodzenie zbieznosci aproksymacji skoncze-
nie elementowej. Minimalny stopien wielomianu przyjmowany do
aproksymacji niewiadomych funkcji problemu zalezy od rzedu roz-
wigzywanego réwnania rozniczkowego i, z kolei, od stopnia wielo-
mianu zalezy liczba punktéw interpolacji (wezldw) w  elemencie.
Liczba wezléw zalezy rowniez od geometrycznego ksztaltu elemen-
tu. W ogdlnoéci liczba funkcji aproksymacyjnych n i liczba weztow
m w elemencie nie jest taka sama (n > m). Funkcje aproksyma-
cyjne sa funkcjami interpolacyjnymi, poniewaz sg one wyznacza-
ne z warunkéw interpolacji funkcji, i ewentualnie ich pochodnych,
w weztach elementu. Wezty sa umieszczane na brzegu elementu tak,
aby mogly w jednoznaczny sposéb zdefiniowaé geometrie elementu.
Dodatkowo, jesli tego wymaga interpolacja, moga by¢ tez umiesz-
czone w innych punktach brzegu lub we wnetrzu elementu. Wezty
brzegowe umozliwiaja réwniez taczenie ze sobg elementéw na pod-
stawie warunku, ze pierwotne stopnie swobody (tzn. zmienne, ktore
wystepuja w podstawowych warunkach brzegowych) sa takie same

we wspélnych weztach dowolnych dwoch elementéw.

Oznaczmy dla kazdego elementu Q° przez P, przestrzen skoficzenie
wymiarowsg, liniowo niezaleznych lokalnych funkcji interpolacyjnych
dla punktéw weztowych {N£}' ;. Te funkcje bazowe nazywamy
w metodzie elementéw skonczonych funkcjami ksztattu. W kazdym
elemencie Q° C Q, funkcje aproksymacyjna u, mozemy przedstawié
w postaci kombinacji liniowej

Ue R Uf, = Z ui Ny (6.1)

gdzie wspotezynniki uf sa wartosciami funkcji u i ewentualnie jej po-
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chodnych w wybranych wezlach {z¢}”; elementu Q° . Wspélezyn-
niki u§ nazywamy elementowymi (lub lokalnymi) stopniami swo-
body. W ogolnosm wymagamy, aby P, zawierala przestrzen wielo-
mianéw iPk(Q ) dla z € Q° stopnia < k. Inaczej méwiac, funkcje
bazowe N7, 1 < i < n, i punkty wezlowe x5,1 < i < m, wybiera-
my w taki sposéb, aby kombinacja liniowa (6.1) byta wielomianem
stopnia < k w Q°.

(¢) Budowa réwnan MES dla elementéw. Jest to uklad réwnan alge-
braicznych z niewiadomymi weztowymi.

3. Zlozenie (agregacja) elementéw. Budowa ukladu réwnan dla wszyst-
kich elementéw siatki przy wykorzystaniu warunku zgodnoéci zmiennych
weztowych oznaczajacego, ze wartosci tych zmiennych w wezle wspélnym
dla dwéch lub wiecej elementow sg takie same. Etap ten mozna inter-
pretowaé jako ,wstawienie” z powrotem do siatki elementéw, ktére byty
traktowane jako wyizolowane. W rezultacie otrzymujemy uktad réwnan
MES rozwiazania calego problemu.

Wymaganie, aby w weztach wspoélnych dla sasiednich elementéw wartosci
weztowych stopni swobody elementéw byly takie same pozwala zdefinio-
wacé ciagle, liniowo niezalezne, globalne funkcje interpolacyjne {® J}]}le
ze zlokalizowanym i zwartym nosnikiem (tzn. funkcje te sa niezerowe
tylko wewnatrz matego regionu obszaru )

N
u%uh:ZUJ(I)J (62)
J=1
gdzie Uy oznacza globalny stopien swobody w wezle globalnym J (o nume-
rze globalnym J). Dla przyktadu, jesli obszar 2 = [0, L] jest podzielony
na dziesie¢ podprzedzialéw o dlugosci h = L/10, to funkcje ®; sa dane
wzorami (rys. 6.1)

<zr<(—2
20 O a:L(Z )10 L
T
— (2 —2 —2)—<zrx<(t—1)—

oy | T 7D (=<

- 10x (i 1)L <L
Z——L 71— 1—0 ZE\l—O

1L
0 —<z<L

10
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Zauwazmy, ze ®;(z) jest zdefiniowana przez dwie rozlaczne lokalne funk-
cje ksztaltu Ni~!(x) oraz Ni(x). Przestrzen utworzona przez zbiér linio-
wo niezaleznych funkcji zlokalizowanych {®;}Y_;, i oznaczona S"(Qy),
nazywa sie przestrzeniq skonczenie elementowq.

i-1

u‘ i @, A

Rys.6.1. Funkcje ksztaltu i funkcja zlokalizowana w aproksymacji skonczenie ele-
mentowej réwnania rézniczkowego rzedu drugiego

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Wprowadzenie podstawo-
wych i naturalnych warunkéw brzegowych do zagregowanego uktadu
rownan.

5. Rozwiazanie réwnan. Rozwiazanie uktadu réwnan algebraicznych ze
wzgledu na niewiadome weztowe.

6. Obliczenie dodatkowych wielko$ci. Wykorzystujac wyznaczone wiel-
kosci weztowe, obliczenie wartosci funkcji rozwiazania i ich pochodnych,
w innych niz wezly punktach obszaru.

6.2. Zbiezno$¢ rozwigzania skonczenie elemento-
wego

7 dotychczas przeprowadzonych rozwazan wynika, ze w metodzie elemen-
tow skonczonych poszukujemy rozwigzania przyblizonego w formie kombina-
cji liniowej funkcji, ktére definiuja skofczenie wymiarowa podprzestrzen S*
przestrzeni Hilberta H. Indeks h jest oznaczeniem pewnego parametru geo-
metrycznego zwiazanego z siatka skonczenie elementows (zazwyczaj pewnego
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wymiaru elementu). W modelu skonczenie elementowym poszukujemy takiej
funkcji up, € S", ze

B(vp,up) = l(vy) dla kazdego vj, € S" (6.3)

Blad aproksymacji € = u — uy, jest ortogonalny do przestrzeni S* w sensie
spelnienia warunku

B(e,vy) =0 dla kazdego v, € S" (6.4)

i spelnia nieréwnos¢
M . h
lella< [1+ — | [J[u—vu|lg dla kazdego v, € S (6.5)
Qp

gdzie M i oy, sg pewnymi statymi.

Nieréwnosé (6.5) jest wykorzystywana przy dowodzeniu zbieznosci metody
elementow skonczonych. Z dowodu tego wynika, ze blad aproksymacji skon-
czenie elementowej jest ograniczony przez norme || u — vy ||g. Wielko$¢ tej
normy zalezy od tego jak przestrzen S" jest bliska przestrzeni H. Jesli S*
jest przestrzenig wielomianéw interpolacyjnych funkcji u, to wéwczas wielkosé
|lu — vp || 1 przyrost zbieznosci moga by¢ oszacowane w funkeji stopnia tych
wielomianéw.

Powiemy, ze rodzina probleméw dyskretnych (6.3) jest zbiezna, jesli

li — = .
lim fJu —upf|r=0 (6.6)

Z kolei powiemy, ze rozwiazanie skoniczenie elementowe uy, jest zbieine w sensie
normy energetycznej (tzn. w przestrzeni H,4) do rozwiazania dokladnego u,
jesli

lu—wuplla<ch?  p>0 (6.7)

gdzie c jest stalg niezalezng od u i uy, a stata p okresla rzad zbieznosci.
Zal6zmy, ze skonczenie elementowe funkcje interpolacyjne ®;, gdzie J =
1,2,..., N, sa kompletnymi wielomianami stopnia k, tzn., ze dowolny wie-
lomian az do stopnia k& moze byé¢ przedstawiony dokladnie przez te funkcje.
Wéwezas mozna wykazaé, ze blad obliczen w przestrzeni Hy = H™ () spelnia
nier6wnosé
lellm=lu —upllm<ch’  p=k+1—m (6.8)
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Powyzsze oszacowanie btedu implikuje, ze btad aproksymacji zmierza do
zera z rzedem zbieznosci k, gdy h sie zmniejsza (lub zwieksza sie liczba elemen-
téw). Innymi stowy, logarytm bledu w sensie normy energetycznej wzgledem
logarytmu h jest linia prosta o nachyleniu (k+ 1 —m). Im wyzszy jest stopien
funkcji interpolacyjnych, tym szybszy przyrost zbieznosci. Zauwazmy réwniez,
ze blad w sensie normy energetycznej zmierza do zera z przyrostem (k+1—m),
natomiast btad w sensie normy Lo nawet szybciej, bowiem z przyrostem (k-+1)
(innymi stowy, pochodne sa wolniej zbiezne niz samo rozwiazanie).

Przedstawione powyzej oszacowanie bledu jest wykorzystywane w oblicze-
niach MES, nie odpowiada jednakze na proste pytanie uzytkownika systemu
MES, kiedy nalezaloby przerwaé¢ poprawianie siatki skonczenie elementowej.
Jest to decyzja, ktéra powinien podejmowaé autor obliczen, poniewaz tyl-
ko on wie, jaka jest dopuszczalna tolerancja dla rozwiazywanego problemu.
Poprawianie siatki skoniczenie elementowej stanowi trudne zadanie, poniewaz
w wiekszosci rozwiazywanych probleméw jest to konieczne tylko dla pewnych
czedci obszaru rozwigzania. Obszary te sa jednakze a’priori nieznane i ko-
nieczne jest podejscie adaptacyjne. Koncowy cel adaptacji to polepszenie do-
kladnosci rozwigzania © przyspieszenie procesu obliczen. Ten ostatni cel jest
szczegblnie istotny w zastosowaniach MES do analizy probleméw nieliniowych
(nie rozwazanych w podreczniku).

Metody adaptacji istniejacej siatki skonczenie elementowej mozna podzieli¢
na pie¢ podstawowych grup, a mianowicie:

1. Adaptacja typu h. Jest to intuicyjnie najprostsza metoda, polegajaca na
zmniejszaniu wymiaréw elementéw w czedci obszaru lub w calym ob-
szarze rozwigzania. W rezultacie topologia elementéw i catkowita liczba
stopni swobody moga ulec zmianie, lecz nie zmienia sie stopien wielo-
mianu interpolacyjnego (funkcji ksztattu).

2. Adaptacja typu p. W tej metodzie liczba elementéw pozostaje niezmie-
niona, lecz zmianie ulega stopieni wielomianéw interpolacyjnych (funkcji
ksztaltu) w elementach.

3. Adaptacja typu r. W tej prostej metodzie siatke skonczenie elementows
adaptujemy dokonujac odpowiedniej relokacji wezléw. Topologia elemen-
toéw 1 catkowita liczba stopni swobody pozostaja niezmienione.

4. Adaptacja typu s. Jest to metoda, w ktérej rozwigzanie otrzymuje sie
przez ztozenie rozwigzan z oddzielnych podobszaréw obszaru rozwig-
zania. W pierwszym kroku wykonuje sie obliczenia, przyjmujac rzadka
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siatke. Nastepnie, po rozeznaniu spodziewanego rozwigzania, naktada sie
dodatkowa siatke elementéw w tych podobszarach, gdzie jest to koniecz-
ne dla polepszenia obliczen i wykonuje sie obliczenia powtornie.

5. Metody mieszane. Przykladem takiej adaptacji moze by¢ potaczenie po-
dejscia 11 2, czyli adaptacja typu hp.

W sformutowaniu konkretnej procedury metody elementéw skonczonych
wykorzystamy metode Bubnowa-Galerkina, przede wszystkim w jej stabym
sformutowaniu. Pokazemy réwniez wyprowadzenie réwnan MES metoda Ray-
leigha-Ritza (jak wiemy, w okreslonych warunkach réwnowaznej ze stabym
sformutowaniem Bubnowa-Galerkina). Wprowadzimy terminologie:

e model skoriczenie elementowy w stabym sformutowaniu wariacyjnym —
jesli do zbudowania réwnan MES bedziemy wykorzystywali réwnania
stabego sformulowania metody Bubnowa-Galerkina (typu (5.51)),

e model skoriczenie elementowy Bubnowa-Galerkina — jesli do zbudowa-
nia réwnan MES bedziemy wykorzystywali réwnania metody Bubnowa-
Galerkina (typu (5.49)),

e model skonczenie elementowy Rayleigha-Ritza — jesli do zbudowania row-
nan MES bedziemy wykorzystywali metode Rayleigha-Ritza, minimali-
zujac odpowiednio zbudowany funkcjonal kwadratowy (typu (5.9)).

W obliczonych przykladach wykorzystamy standardowy algorytm budowy
i rozwiazania problemu metodg elementéw skonczonych. Inne problemy, ktére
moga by¢ rozwigzywane metoda elementéw skoniczonych, i bardziej zaawanso-
wane algorytmy rozwiazania sa juz przedmiotem literatury specjalistycznej.

6.3. Problem brzegowy dla ré6wnania rézniczkowego
zwyczajnego drugiego rzedu

6.3.1. Model skoniczenie elementowy w stabym sformulowaniu
wariacyjnym

Metode elementow skoniczonych zastosujemy do rozwigzania rownania réz-
niczkowego:

R Py (6.9)
—a aa— T < .
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gdzie wspdlezynniki @ = a(x) i f = f(x) sa znanymi funkcjami. Celem na-
szym jest obliczenie aproksymacji rozwiazania dokladnego u(x), spelniajacego
réwnanie (6.9) i odpowiednie warunki brzegowe. Powtérzmy, ze réwnanie ty-
pu (6.9) jest jednowymiarowym modelem matematycznym wielu problemoéw
fizycznych, np. probleméw analizy preta rozciagganego, ustalonego przeptywu
ciepta wzdtuz preta, czy tez przeptywu cieczy w oérodku porowatym. Dla za-
chowania pewnej ogdlnosci dopuscimy, ze a(x) moze nie by¢ funkcja ciagta (np.
skokowo zmienny przekrdj poprzeczny) oraz ze f(x) réwniez nie musi by¢ cia-
gla (w szczegdlnym przypadku nawet réwna zeru w pewnej czesci przedziatu
0<z<L).
Rozwazymy takze dwa typy warunkéw brzegowych:

e podstawowy: dane u

du
e naturalny: dane a (—)
dx

Takie postawienie zadania oznacza poszukiwanie rozwiazania przyblizone-
go réwnania (6.9) dla kazdego podprzedzialu w (0, L), w ktérym réwnanie ma
ciagte wspotczynniki. Liczba tych podprzedzialéw okre$la minimalng liczbe
elementow skonczonych, ktére musimy przyjaé¢ do rozwiazania.

Etapy rozwiazania réwnania (6.9) metoda elementéw skonczonych sa na-

stepujace.

1. Dyskretyzacja obszaru. Obszar 2 = [0, L] dzielimy na zbiér liniowych
elementéw skonczonych, rys. 6.2a.

Element Q€ jest zawarty pomiedzy weztami e i e + 1, co oznacza, ze Q° =

[Te, Tey1], TyS. 6.2b. Diugoéé elementu wynosi ¢ = 21 — 2¢.

2. Wyznaczenie réwnan MES dla elementéw. Rownanie MES dla ele-
mentu skoniczonego wyznaczymy, rozwazajac wariacyjna aproksymacje réwna-
nia (6.9) w elemencie e. Otrzymane réwnanie algebraiczne MES bedzie wy-
razalo zalezno$¢ pomiedzy weztowymi niewiadomymi pierwotnymi funkcji u

U
i wezlowymi niewiadomymi wtornymsi funkcji P = a 1) Niewiadomymi
x
pierwotnymi sg wartosci funkcji wystepujacych w podstawowych warunkach
brzegowych, natomiast niewiadome wtérne wynikaja z postaci naturalnych
warunkéw brzegowych.
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a)
numer
/ elementu
@ @ ————0&*————0—0@0 —X»Oé

1 2 3 e e+1 N N+1 globalna

‘ L J \ globalny

‘ i’ numer wezta
b)

e e+l X

0 c @ o '

KXe+l

xe
-
’\

v

Rys.6.2. a) skoficzenie elementowa dyskretyzacja obszaru liniowego [0, L], b) ele-
ment liniowy

Dla utatwienia algorytmizacji obliczen wygodnie jest wprowadzié¢ tzw. lo-
kalny uktad wspdlrzednych elementu x¢ € (0,1¢) oraz lokalne numery wezléw
112, rys. 6.3a.

a)
1 2 - lokalny numer wezta
. (o) o
0 x=0 x=1° x*- 0§ lokalna
L d I 1 transformacja: x=x“+d*
b)
ulr)zup () )=
> '
e__ du e di
Pl = (aE ‘= PZ = (a Cﬁ) X=X,y

Rys.6.3. a) lokalny uklad wspélrzednych elementu, b) niewiadome pierwotne
i wtérne dla elementu
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Roéwnanie MES bedace modelem numerycznym réwnania (6.9) w elemencie
skoniczonym wyznaczymy w trzech krokach.

a. Sformutowanie wariacyjne. Réwnanie (6.9) jest okreslone w przedziale
[0, L], jest wiec réwniez sluszne w elemencie Q°. Wykorzystujac procedure me-
tody Bubnowa-Galerkina opisang w p. 5.5.1, stabe sformutowanie wariacyjne
réwnania (6.9) w funkeji wspélrzednej lokalnej € przyjmie postaé

le

d du®
0= [6) |- () 1710+

0
le
6dvedue e e e e e e
:0/<a @) f(d +:13)>d:13 +

dz® =

vé(z®) <—ae jg:) ]

gdzie funkcje u(z¢) w elemencie oznaczono przez u®(z¢) oraz a® = a®(d® + z¢),
gdzie d° okredla poczatek osi lokalnej x¢ dla elementu e. W ostatnim sktadniku
po prawej stronie réwnania (6.10) wystepuja podstawowe i naturalne warunki
brzegowe dla weztéow xz, =0 (z = d°) i 2° =1° (e = d° +1°).

lE

(6.10)

0

Wprowadzimy oznaczenia

u(z =0) = uf u®(z® =1°) = u§ (6.11a)
 du® pe  du®
4 e o ! 4 e

Wykorzystujac oznaczenia (6.11b) réwnanie (6.10) przyjmie forme

=_P§ (6.11b)

re=l[¢

. BdUEdue e e e e e
:/la dﬂj‘edﬂj‘e_v () fe(d® + x°)

0

da® — Peo(0) — PSve(l®)  (6.12)

lub
0 = B®(v%,u®) — I°(v°)
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gdzie formy: dwuliniowa i liniowa sg wyrazone wzorami

e

Be(v¢. uf) = edvedued e
(v ,u)—/a dxedze *

(6.13)

(%) = [ v feda® + v°(0)PF + ve(I°)PS

o— < °

b. Aproksymacja MES. Chcemy teraz znaleZé rozwiazanie aproksymacyjne
problemu (6.12) z warunkami brzegowymi (6.11a). Przyjmiemy, ze aproksyma-
cje uf(x) i v°(z¢) sa wyrazone wzorami

2
u®(z€) = Zuij(we) = N¢(z°)u®
7 (6.14)
v (2%) = D JvfNf(a) = N°(a%)v°
i=1

gdzie:

u® = [u§ u§]” — wektor kolumnowy stopni swobody elementu (niewiado-

mych pierwotnych),

v = [v§ v§]T — wektor kolumnowy wspoélczynnikéw aproksymacji funkcji

testowej v°(z°),
N¢(2¢) = [Nf(x°) N§(z¢)] — macierz jednowierszowa funkcji ksztaltu.

Podstawiajac do réwnania (6.12) wzory (6.14), otrzymamy réwnanie w postaci

2 ¢ , I
eedNiEdN¢ € € enTe/[ e\ pe/ je e e
;jz::lo/a v; dze dxgujdzn —Z;O/UiNi(aj ) FE(dC + z¢) dz+

2

2
— D UPINE(0) = Y v PEN;(I) =0
i=1 i=1
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lub, po uporzadkowaniu

2 2 ° e
dNEdAN? |
vaZ(/ae dze dxi dx)uj_‘_

=1  j=1

e (6.15)
2
=S u( / NE(29)£(d° + ) da® + PENS(0) + PENE(L)) =0
i=1 0
gdzie duzymi nawiasami zaznaczono wspolrzedne macierzy i wektora
le
dNf¢ dN¥¢ o
K :/ae da:z —dxi dz® 4,5 =1,2
0 (6.16)

le
P = / NE(29) f4(d° + 2°) da® + PENE(0) + PSNS(I€) i =1,2
0

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia, réwnanie (6.15) przyjmie forme
2

va(injuj - F) -0

i=1 j=1
Skorzystanie z warunkow vf # 0, ¢ = 1,2, prowadzi do ukladu dwéch réwnan
metody elementéw skonczonych

LV

2
S KfuS—Ff =0 i=1,2 (6.17a)
j=1

ktéry w zapisie macierzowym ma postac
K°fu® = F* (6.17b)
Elementy macierzy K*° i wektora F° sg obliczane wedlug wzoréw (6.16), a ich
zapis macierzowy ma forme
lE
K¢ = /(Be)TCLE(de + xe)Be dzt
° (6.18)
Fe— [(NO)Tfo(d + o) da® + P*
0
gdzie:
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B° — macierz jednowierszowa zrézniczkowanych funkcji ksztaltu,

P¢ = [Pf P§]T — wektor o wspotrzednych wynikajacych z naturalnych
warunkow brzegowych (6.11b).

Zauwazmy, ze we wzorze na wektor F'¢ wykorzystano wlasnosci interpolacji
funkcji ksztaltu Nf(z¢), i =1, 2.

c. Obliczenie funkcji ksztattu. Funkcje ksztaltu Nf € P, muszg by¢ tak
dobrane, aby: (a) funkcja u€(x¢) byta co najmniej klasy C'! i spetniata podsta-
wowe warunki brzegowe (6.11a); (b) {Nf(x€)},i = 1,2, byly liniowo niezalezne;
(c) {N{(z°)},i = 1,2, byly funkcjami kompletnymi. Warunki te sa spelnione
przez aproksymacje liniowa o postaci

e e 2
e e € e Z e e e e e e e
j=1
gdzie funkcje ksztattu
x¢ z©
Ni(z®)=1-— a N5 (z€) = a 0<zf <l (6.19b)

sa znanymi juz nam funkcjami bazowymi Lagrange’a (4.27). Na rys. 6.4 (be-
dacym w zasadzie powtérzeniem rys. 4.6) pokazano wykresy funkcji (6.19b).

1 (e) 2 x;
I \!
\- Nf (x)zl-—:

X

Z(.’

NZQ
-~
&

Il

| 0

Rys.6.4. Liniowe funkcje ksztaltu Lagrange’a
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Podstawiajac funkcje ksztattu (6.19b) do wzoréw (6.16) na Kf; i na FY
oraz wykonujac stosowne catkowanie, otrzymamy macierz K¢ i wektor F¢ dla
elementu w postaci

e_ae 1 -1 e_fele 1 Ple _ pe e
N R

gdzie dodatkowo przyjeto, ze a® i f€ sa stalymi w elemencie skonczonym.

Przyjeta aproksymacja liniowa spelnia minimalne wymagania dotyczace
cigglosci. Mozliwe jest tez przyjecie aproksymacji wyzszego rzedu, czego konse-
kwencja bytoby powiekszenie liczby weztéw w elemencie skonczonym. Oznacza
to, ze istnieje zalezno$¢ pomiedzy rzedem aproksymowanej funkcji u€ a liczbg
weztéw w elemencie.

3. Agregacja (skladanie) réwnan dla elementéw. Celem uproszczenia
dalszych rozwazan zalézmy, ze obszar rozwiazania [0, L] zostal zdyskretyzo-
wany trzema elementami skonczonymi o nieréwnej diugos$ci. Na podstawie
warunkow ciagtosci funkcji u mozemy napisaé, ze

1

up = U uy = ul

Uy, w=ul=Us u=U, (6.21)
gdzie wprowadziliémy globalne stopnie swobody, ktére zawarte sa w wektorze

U = [Uy,Us, Uz, Uy]", rys. 6.5. Relacje (6.21) nazywamy warunkami cigglosci
miedzyelementowej. Rozwiazanie globalne uy(x) wygodniej jest teraz zapisaé

U,d,x) ‘

U,=0 x>
! P 2 3 4
U1¢1(x)

Rys.6.5. Globalne stopnie swobody i funkcje zlokalizowane
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w funkcji z, co prowadzi do wzoru

2 17l
j=1u;Nj(z) @1 <z <

up(e) = { Sio wiNF(x) xp <@ <y (6.22)

2 373
=1 uiNP(r) 23 <z <1y

Uwzgledniajac warunki (6.21) oraz ze up(x) € S™(Q,) € H(Q) wyrazimy
funkcje uy(z) przez kombinacje liniowa funkcji zlokalizowanych {®;}4,

N
= Z Ur®;(x) (6.23)
gdzie
(I-1)
N. () w1 <z <z
o) =1 T (6.24)
Ny () rr <z <Tri

Roéwnania dla elementéw zlozymy w jeden system na podstawie warunku,
ze globalne sformulowanie wariacyjne jest sumg sformutowan wariacyjnych dla
elementow:

E
B(up,vp) — Uvn) = Y [B(u,0%) = 1°(v°)] = 0 (6.25)
e=1

gdzie F jest calkowita liczba elementéw w siatce. Podstawiajac (6.15) do (6.25)
i wykorzystujac (6.21) dla u§ i vf (zastepujac U; przez V; dla vf) otrzymamy,
w sposob analogiczny jak to miato miejsce przy formutowaniu réwnan MES
dla pojedynczego elementu skonczonego, réwnanie

0= i iiverjuj — vaFf =

e=1 |i=1j=1 -1
= vl (K} uj + Kijyuy — Fll) + vy (Kgyui + Kppuh — Fy )+
+ o (KTuf + Kiguj — FY) 4+ 03 (K3 yuf + Kiyui — F5)+
+ 0 (K ud + Kiyus — FY) 4 03 (K5 ui + Kayui — Fy) = (6.26)
VI[KHUI + KUy — Fl+

+ Vo[ Ky Ur + (K3y + Kiy)Us + KiyUs — (Fy + F{))+

+ ‘@»[K21U2 + (K3 + K11)Us + KiyUs — (F3 + F7) |+

+ Vi[K3,Us + K3y Uy — F3]
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Roéwnanie (6.25) jest stuszne dla dowolnej funkcji v, = Z{r\le Vi®y, a to
oznacza, ze (6.26) jest wazne dla dowolnych Vi, I = 1,2,3,4. W rezultacie
musza by¢ réwne zeru wszystkie wspotczynniki przy Vi, co prowadzi do uktadu
czterech réwnan algebraicznych, ktére w zapisie macierzowym maja postaé

Klll K112 0 0 U, Fll
K K3+ K K3y 0 Uy | _ | F3+F} (6.27)
0 K3, K3 + K} K3, Us | | F3+F} '
0 0 K K || U F}
lub
KU=F (6.28)

Macierz K nazywamy macierzg globalna, a wektor F' wektorem globalnym.
Macierz K jest symetryczna i pasmowa.

Opisane postepowanie prowadzace do macierzy K i wektora F' mozna sfor-
malizowaé wykorzystujac metode agregacji symbolicznej. W tym celu nalezy dla
kazdego elementu skonczonego zdefiniowaé¢ macierz zero-jedynkowa Z¢ (o wy-
miarze: liczba stopni swobody elementu x liczba stopni swobody systemu)
taka, ze ma miejsce tozsamosé

u®=2ZU (6.29)
co prowadzi do wzordéw
K =(z"K°z® F'=(z2°)"F° (6.30)

Macierz K i wektor F* maja obecnie wymiary odpowiadajace liczbie stopni
swobody systemu, co umozliwia proste dodawanie

K = zEj (z'K°z° F= ZEj (z°)T Fe (6.31)
e=1 e=1

Wzory (6.31) moga by¢ traktowane jako symboliczne definicje procedury
agregacji macierzy elementéw K¢ i F° do macierzy globalnych systemu K
i F. Metoda agregacji symbolicznej jest wysoce nieefektywna (macierze pro-
stokatne Z¢ zawieraja prawie same zera z niewielka liczba jedynek) i zakres
jej wykorzystania jest ograniczony do systemu z mala liczbg stopni swobody.
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Znacznie lepszym sposobem, stosowanym w programowaniu metody ele-
mentéw skoniczonych, jest skorzystanie z metody agregacji bezposredniej. Meto-
da ta polega na wykorzystaniu tablicy topologii (incydencji) elementéw skon-
czonych. Istnienie tablicy topologii, wiazacej ze soba numery weztéw z nume-
rami elementéw skonczonych, jest cechg charakterystyczng metody elementow
skonczonych. W tym przyktadzie ma ona posta¢ pokazang w tab. 6.1.

Numer elementu (1) (2)
, Numer Numer
skonczonego i
wezta poczatkowego wezta koncowego
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Tabela 6.1. Tablica topologii

Zalézmy, ze wezel poczatkowy ma numer nizszy od numeru wezta konco-
wego i ze w wezle poczatkowym jest zlokalizowany poczatek lokalnego ukta-
du wspélrzednych elementu (nie jest to konieczne, lecz znacznie ulatwia np.
péiniejsze programowanie MES). W ukladzie wspdlrzednych lokalnych we-
zel poczatkowy elementu ma zawsze numer 1, a wezel koncowy numer 2, co
zaznaczono w tab. 6.1 liczbami (1) i (2). Wéwczas proces agregacji mozna
przedstawié¢ graficznie w sposéb pokazany na rys. 6.6 oraz zapisaé wzorem

R
KI

0 K,

Rys.6.6. Proces agregacji macierzy sztywnosci
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3
K=AK*=
Ky, K 0 0 0 0 0 0 00 0 0
K} K3 0 0 0 K} K% 0 00 0 O
= + 2 2 + 3 3
0 0 00 0 K3 K% 0 0 0 K} Kp
0 0 00 0 0 0 0 0 0 K3 K3
(6.32)

gdzie A jest operatorem agregacji. Podobnie, na podstawie tablicy topologii,
przebiega agregacja wektora F'.

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Macierz globalna K jest oso-
bliwa i rozwiazanie réwnania (6.28) wymaga uwzglednienia podstawowych wa-
runkéw brzegowych w wektorze pierwotnych stopni swobody U. Réwniez i pra-
wa strona (6.28) nie jest catkowicie znana przed nalozeniem warunkéw ,réw-
nowagi” dla niewiadomych wtérnych (wtérnych stopni swobody). Zauwazmy
bowiem, ze Ff jest suma udzialéw od funkcji f(x) réwnania rézniczkowego
(6.9) i od niewiadomej wtérnej Pf. Niewiadome Pf sa nieznane (w mechanice
beda to sity reakcji), jednak ich suma w wezle jest znana, jesli w tym wezle
nie jest znana niewiadoma pierwotna i na odwrot.

Warunek ,réwnowagi” oznacza, ze suma Py i Pf+1 w wezle o numerze
globalnym (e + 1) jest réwna zeru (w mechanice oznaczaé to bedzie brak sity

skupionej w wezle)
Jdu)
“ dx

Ldu *
“dr

5. Rozwigzanie ukladu réwnan.Uklad réwnan (6.28) czesto wygodnie jest
przedstawi¢ w postaci blokowe;j

K1 Ky U, | _ | F1
Eraisr 621

=P+ P =0 (6.33)

T=Tet1 T=Tet1

gdzie:
U, — wektor kolumnowy nieznanych pierwotnych stopni swobody

U, — wektor kolumnowy znanych pierwotnych stopni swobody
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F1 — wektor kolumnowy znanych wtérnych stopni swobody
F5 — wektor kolumnowy nieznanych wtoérnych stopni swobody.
Rozwiazaniem réwnania pierwszego z (6.34) jest
Ui = (K1) (F1 - K2U») (6.35)

Znajac Uy z réwnania drugiego (6.34) obliczymy F's.

6. Rozwigzanie przyblizone. Rozwiazanie (6.35) wyznacza wartosci nie-
wiadomej funkcji w weztach. Czesto jednakze interesuja nas rowniez wartosci
funkcji i jej pochodnej w innych punktach obszaru zdyskretyzowanego elemen-
tami skonczonymi. Wartosci u;, dla dowolnego x obliczymy z wzoru (6.22). Na
przyklad, przyjmujac d' = 0 dla z = al',0 < a < 1, mamy

= alt 1 all =0
ll ’LL1 + ll

u(adl) = us = (1 — a)ul + aus (6.36)

Podobnie, dla z = ' 4+ al? z drugiego wzoru (6.22), obliczymy
u(l' +al?) = (1 — a)u? + aul
Pochodna funkcji uy obliczymy rézniczkujac wzory (6.22)

dup, S ANS g —u§
' e 7 _ dl . . 6.37
e jz::lu] . T a Te < T < Teg (6.37)

7 powyzszego wzoru wynika, ze pochodna funkcji jest stata w kazdym

U
elemencie. Brak ciaggltoéci pochodnej d—h w wezlach wynika z przyjetej inter-
X

polacji Lagrange’a, niezaleznie od stopnia wielomianu interpolacyjnego. W li-
teraturze takie rozwiazanie jest nazywane rozwiazaniem ze slaba nieciagloscia
(w mechanice oznaczaé to bedzie, ze rozwiazanie dla przemieszczen jest ciagle,
natomiast wystapi skok w polu odksztalcen).
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Przyktad 6.1. Rozwazmy problem z przyktadu 5.2. Réwnanie (5.16) jest
specjalnym przypadkiem (6.9) dla L = 1,a = 1i f = cosmz, 0 < = < 1.
Macierz K¢ dana jest wzorem (6.20) z a® = 1 dla wszystkich elementéw e.
Wektor kolumnowy F° obliczymy ze wzoru

e

Ff = /cos 7(d® + x°)Nf (2€)da® + PP = f{ + Pf

0

skad mamy
1 .

fi= /cos m(d® + z°) (1 - %) dz® =
0

_ sin(d® + 1°) _ sinnd  cosmde (coswl sinml® 1 >+
™ T m2le T T2]e
+ sin wd® <51H27Tl _cos ml ) 635)
T le T
l€
:L.e
fi= /COSW(de + xe)l_edgje =

0
= cos md® (COS " + sin /" - = > — sinwd® (Sinﬂle B cosﬂle)
B 7'('2[6 T 7T2le 7T2le -

Przyjmujac dyskretyzacje czterema réwnymi elementami skonczonymi, (¢ =
0, 25, otrzymamy

element 1: d' =0, fi=0,1187, f1=0,1064

element 2: d? =0,25, fZ=0,0615, f2=0,0317

element 3: d*=0,5, f{=-0,0317, f3=—0,0615

element 4: d* =0,75, f{=-0,1064, f3 = —0,1187
Uktad réwnan (6.27) ma postaé

1 -1 Uy i P
L2 -t Us fa+ f? P} + P?
o -1 2 -1 Us | =| f3+f |+ | PF+P}

: -1 2 -1 U, f3+ ft P} + p}
-1 1] [Us 3 Py
(6.39)

Powyzszy uktad réwnan rozwigzemy dla trzech typéw warunkéw brzegowych.
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1. Warunki brzegowe Dirichleta: w(0) = u(1) = 0. Te warunki brzegowe
oznaczaja, ze U; = Us = 0. Dodatkowo spelnione sg warunki ,réwno-
wagi”

P} +Pt=0 P+ P =0 P+ Pl=0 (6.40)

Wykorzystujac powyzsze warunki w réwnaniu (6.39), obliczenie niewia-
domych pierwotnych sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu trzech réwnan

8 —4 0] 0, 1679
4 8 4 || U;|= 0
0 -4 8||Us —0,1679

Wymnikiem jest Uy = —U, = 0,02098, Us = 0,0, co odpowiada rozwiaza-
niu doktadnemu dla z = 0,25,0,5 i 0, 75. Niewiadome wtérne obliczymy
7 pierwszego i piatego réwnania (6.39): P} = —4Us—0, 1187 = —0, 20262,
Py = —4U, + 0, 1187 = 0,20262.

Na rys. 6.7a poréwnano rozwigzanie otrzymane dla czterech i o$miu ele-
mentéw skonczonych z rozwigzaniem dokltadnym. Na rys. 6.7b poréwna-
no natomiast pierwsze pochodne otrzymanych rozwiazan.

Z analizy tych rysunkéw wynika, ze chociaz wartosci u(x) w wezlach
obliczonych za pomoca MES sa dokladne, to jednak w innych punk-

du
tach obszaru btad jest znaczny. Pochodna — jest stala w elementach

skonczonych i w srodku elementéw jej warto%é jest doktadna. Zalozo-
ne warunki réwnowagi na granicach miedzy elementami (6.40) nie sa
oczywiscie spelnione, poniewaz rozwigzanie skoniczenie elementowe jest
odcinkowo liniowe.

Otrzymane rozwigzanie mozna jeszcze inaczej interpretowaé, jesli row-
naniu (6.9) nadamy sens fizyczny. Jesli a(z) = EA(x) jest sztywnoscia
preta na rozciaganie, gdzie F jest modulem Younga, A(x) jest funk-
cja przekroju poprzecznego preta, a f(x) jest intensywnoscia obciazenia
réwnoleglego do osi preta to u(x) jest przemieszczeniem osi preta i row-
nanie (6.9), wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, jest modelem
matematycznym problemu analizy preta rozciaganego (lub Sciskanego,
lecz bez mozliwosci wyboczenia).
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— Wynik doktadny
— .- MES (8 elementow)
—o— MES (4 elementy)

0,02 —

0,01

Rys.6.7. Poréwnanie wynikéw obliczen MES z rozwigzaniem dokladnym réwnania
(6.9) z warunkami brzegowymi Dirichleta «(0) = u(1) =0

W tym przykladzie mamy, ze FA = 1, f = coswz i dlugosé preta wy-
nosi L = 1. Na rys. 6.8 pokazano rozwazany pret wraz z obciazeniem i
warunkami brzegowymi.

Obliczymy teraz funkcje przemieszczen u(x) w kazdym z elementéw
skoniczonych i pochodne du(x)/dz (patrz tez rys. 6.7). Zauwazmy, ze

poniewaz FA = 1, to pochodne te wyrazaja sily podtuzne w elementach

kof b S(z) = EASY _ 2
skonczonycn: Xr) = dm = d:lj
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u(x) f{x)=cosmx u()=0

> > > > > > >
u(0)=0 EA=1 X

L=1

Rys.6.8. Pret rozciagany z warunkami brzegowymi Dirichleta u(0) = u(1) =0

Element 1

ul(xz!) = (1 —42') - 0 + 42! - 0,02098 = 0,083922', z' € [0 0,25]
1

du
S = Frsi 0,08392

Element 2
uz(x2) = (1—4952)-0,02098—1—4962-0 =0,02098—0, 0839222, 2% € [00,25]

du?

=13=
Element 3
ud(x®) = (1 —423) - 0 — 423 - 0,02098 = —0, 0839223, 3 € [0 0, 25]
S = du? = —0,08392

da3 ’
Element 4
ut(z?) = —(1 — 42%) - 0,02098 + 42* - 0 = —0,02098 + 0, 0839224,
x4 €10 0,25]

du?
Sy =

S -0, 08392

o7 = 0.08392
X

Jak to wyzej stwierdziliSmy, nie sg spelnione warunki réwnowagi na gra-
nicach miedzy elementami, co oznacza skok w tych miejscach sity podtuz-
nej. Pytanie, ktore obecnie postawimy to, czy mozliwe jest obliczenie sity
podiuznej w inny sposob niz droga rézniczkowania przyblizonych funkcji
przemieszczenia osi preta, co, jak stwierdziliSmy, znacznie obniza jakos¢
rozwigzania. Odpowiedz jest twierdzaca, poniewaz mozemy skorzystacé z
réwnan MES dla elementu skonczonego (6.17b), ktére sa w tym przy-
padku réwnaniami réwnowagi.
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Wykonajmy stosowne obliczenia dla kazdego z elementow skonczonych.

FElement 1
Réwnania réwnowagi MES

Pl =K}, - U+ Kly-Uy— ft =4-0—4-0,02098 — 0,1187 = —0, 20262
Py =K}, - Uy + Ky Uy — f} = —4-0+4-0,02098 — 0, 1064 = —0, 2248
Wykorzystujac wzory (6.11b) mozemy napisaé, ze

St = —Pl =0,20262 Si =P} =—0,02248

Wynik doktadny otrzymamy rézniczkujac wzér (5.18)

du_ 1 . +2
o —sinme =

skad mamy

e 0y — 0.20264 A 0.95) — 0. 02244
dx( )=0, da:(’ )=-0,

Element 2
Réwnania réwnowagi MES

P} =K% Us+ K% -Us— f2 =4-0,02098 —4 -0 — 0,0615 = 0, 02242
P} = K3 -Uy+ K2, -Us— f2 = —4-0,02098 +4-0—0,0317 = —0, 11562
S? = —P = —0,02242 S3 = P} = —0,11562

Wynik doktadny

A4 0,95) = —0,02244 du 0 5) = —0,11567
dx bl - b d:]:‘ b - bl
Element 3

Réwnania réwnowagi MES
P} =K} -Us+ K3y -Up— f =4-0+4-0,02098 + 0,0317 = 0, 11562

P} = K3, -Us+ K3, -Uy— f§ = —4-0—4.0,02098+0, 0615 = —0, 02242
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S =P} =—-0,11562 S3 = P§ = —0,02242
Wynik doktadny

A 0.5) = —0,11567 v 75) = —0, 02044
dx( ,5) = =0, dz'’ ) =-0,

Element 4
Réwnania réwnowagi MES

Pl =K} U+ Kfy -Us — f = —4-0,02098 — 4 -0+ 0, 1064 = 0,02248
Py = K3 -Us+ Ky -Us — f§ =4-0,020298 +4 -0+ 0, 1187 = 0, 20262
St = —Pt=-0,02248 S3 = Py = 0,20262

Wynik doktadny

du du

a(o, 75) = —0,02244 5(1,00) = 0,20262

Whioski z przeprowadzonych obliczen sa bardzo znaczace bowiem, z nich
wynika, ze wykonujac obliczenia dla poszczegdlnych elementéw skonczo-
nych otrzymujemy poprawne wielkosci sil podtuznych w weztach i spel-
nione sa w tych weztach warunki réwnowagi. Jest to sposéb obliczen,
ktéry ma swoje uzasadnienie w mechanice konstrukcji pretowych.

2. Mieszane warunki brzegowe: u(0) = v'(1) = 0. Warunki te implikuja, ze
U; =01i P} = 0. Obowiazuja tez dalej warunki réwnowagi (6.40).

Niewiadome pierwotne obliczymy z ukladu réwnan

8 -4 0 0] U 0, 1679
4 8 —4 0||Us| 0
0 -4 8 —4 || Us| | —0,1679
0 0 —4 4| Us —0,1187

Rozwiazanie wynosi Uy = —0,02968, Us; = —0,10132, Uy = —0,17297,
Us = —0,20264, co jest rozwiazaniem doktadnym w weztach. Niewiado-
ma wtérna obliczymy z pierwszego réwnania (6.39)

Pl = —4U, — 0,1187 2 0
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Wiyniki obliczen przedstawiono na rys. 6.9. Z rys. 6.9a wynika, ze dla
tego przypadku warunkéw brzegowych juz dyskretyzacja czterema ele-
mentami skonczonymi daje rozwiazanie prawie doktadne we wszystkich
punktach.

a)
X
I,IO -
-0,2- — Wynik doktadny
= o MES (8 elementow)

03 o MES (4 elementy)

i A
b)  dx

Rys.6.9. Poréownanie wynikéw obliczen MES z rozwiazaniem dokladnym réwnania
(6.9) z mieszanymi warunkami brzegowymi u(0) = u'(1) = 0

3. Warunki brzegowe Neumanna: u/(0) = u/(1) = 0. Te warunki brzegowe
oznaczaja, ze Pl = Pj = 0. Dodatkowo, dalej obowiazuja warunki réw-
nowagi (6.40). W efekcie mamy, ze wektor P jest wektorem zerowym,
P = 0. W tym przypadku réwnanie (6.39) nie moze byé rozwiazane,
poniewaz macierz K jest osobliwa. Rozwiazanie otrzymamy przyjmu-
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jac dowolng stala za jedng z niewiadomych pierwotnych, np. Us = 0.
Wprowadzenie tego warunku do (6.39) prowadzi do rozwiazania uktadu
réwnan w formie:

4 -4 0 0] 0,1187
—4 8 0 0||Uy| | 01679
0 0 8 —4||Us| | —0,1679
0 0 —4 4| Us —0,1187

Rozwiazanie wynosi: Uy = —Us = 0,10132, Uy = —U4 = 0,071645, co
znowu jest rozwiazaniem dokltadnym w wezlach. Wyniki obliczen poka-

du
zano na rys. 6.10. Wykres pochodnej ey jest taki sam jak na rys. 6.9b.
T

0,10 — Wynik doktadny
o MES (8 elementow)

0.06 o MES (4 elementy)
0,02 -

| | | | | | | x
0,00 02 04 Xo06 08 10 *
-0,02
-0,06 -
-0,10 -

Rys.6.10. Poréwnanie wynikow obliczent MES z rozwiazaniem doktadnym réwnania
(6.9) z warunkami brzegowymi Neumanna u'(0) = v/(1) = 0

W standardowej procedurze MES polepszenie wynikéw obliczei mozemy
uzyskaé, stosujac adaptacje typu h, tzn. powiekszajac liczbe elementéw skon-
czonych. Wynik takiego postepowania przesledzimy na przyktadzie.
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Przyktad 6.2. Rozwiazemy problem brzegowy

d*u 5 2_ .3

12 +az’sinzu(zr) = —z° —x l<z<?2 (6.41a)
W/(1) =0,5 (6.41D)
u(2) =—1 (6.41c)

przyjmujac 3, 5 i 10 réwnej dtugosci elementy skorniczone. Postepujac w spo-
sob analogiczny jak w przykladzie 6.1 sformulujemy réwnanie wariacyjne dla
elementu skonczonego w formie

T rdve due
ve du
—/ { — (2° + d°)3 sin(x® + de)veuﬂ dz+

dxe dxe
0
r e e e\2 e e\3 e eduele
—I—/v (€ +d°)* + (2° + d°)°| daz® 4+ v =0
/ dze|,

Przyjmujac nastepnie aproksymacje dla u®(z¢) i v¢(z¢) w postaci (6.14) otrzy-
mamy réwnanie MES dla elementu skoniczonego (6.17b), gdzie obecnie

le
K° = / (B)TB® — (N9 N*(a® +d)? sin(a® + d°)| da®
0
le e le
e e\T e e\2 e e\3 2 e Tdu
F :/(N) (2 4+ d)? + (o + d)|da® + (N 5] =
J dze|,

-
— [N [ 4 ) 4 a4 )] o 4

_u/e(o) ] _
u/e(le)

Koficowe rozwigzania rownan KQ = F sa
e dla 3 elementéw skoficzonych (I1°= 2, d¢ =1+ 1(i—1),i=1,2,3 ):
Q = [6,886 6,439 3,963]"
uw'(2) = —17,188
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e dla 5 elementéw skonczonych (I¢ = %, i =1+ %(z -1),i=1,2,...,5):
Q =1[9,405 9,257 8,386 6,442 3,231)"

u'(2) = —22,493

e dla 10 elementéw skoniczonych (1€ = %, di = 1—1—1—10(2'—1), i=1,2,...,10):
Q = [11,027 11,013 10,844 10,468 9,832 8,884 7,584 5,911 3,877 1,538]"
u'(2) = —25,898

Rozwiazanie dokladne dla pochodnej wynosi v/(2) = —27, 284.

Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 6.11, gdzie dokonano tez poréwna-
nia z rozwiazaniem otrzymanym za pomoca systemu MATHCAD. Jak widaé,
wyniki obliczen metoda elementéw skonczonych z adaptacja typu h gwaltow-
nie sie poprawiaja przy wzroscie liczby elementéw skonczonych.

u(x)
15 -

Rozwiazanie doktadne

Rys.6.11. Wyniki obliczen w przykladzie 6.2

Przykltad 6.3. Rozwazymy réwnanie czwartego rzedu (5.64a), bedace mo-
delem matematycznym problemu zginania belki. Réwnanie to rozwiazemy dla
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zilustrowania tzw. mieszanej metody elementow skonczonych. W tym celu row-

nanie (5.64a) zastapimy dwoma réwnaniami drugiego rzedu w postaci
M_dw EM o (6.42)
—_— = — = a x < .
EI  daz? daz?

Model skonczenie elementowy dla réwnan (6.42) otrzymamy formutujac
réwnanie wariacyjne dla elementu Q° = [2¢, 2°F1]. Rozwazymy najpierw pierw-
sze réwnanie. Mnozac to réwnanie przez funkcje testowa v{ i catkujac przez
cze$ci w obszarze ° otrzymamy (w tym przykladzie nie bedziemy wprowadzaé
lokalnego uktadu wspétrzednych)

xe+l

dof dw® 1 _ . o
- / (E & M ) dz — P{of(a€) — Pfof(2T!)  (6.43)
dw*® dw®
e b = EeJe. Pe — —— (z€)i P = — e—i—l'
gdzie b : , 1. dx($)_1 x dx(x )
Podobnie, z drugiego réwnania mamy
xe+l
dvg dMe . o
V- / (E a0 )dgf — Qfvs(a°) — Q5v5(x**) (6.44)
o 15 | - M dAMe .
gdzie v§ jest funkcja testowa, Qf = — = (2°) i Q5 = - (z°+1). Zauwaz-

my, ze réwnania (6.43) i (6.44) sa sprzezone. Model skonczenie elementowy

otrzymamy interpolujac funkcje w® i M€ w elemencie Q2°. Z postaci réwnan

(6.43) 1 (6.44) (w szczegblnosci z postaci drugich skladnikéw w wyrazeniu pod

calkami) wynika, ze funkcja testowa v{ powinna by¢ interpolowana przez te

same funkcje co M*¢, a funkcja testowa v§ przez te same funkcje co w®.
Podstawiajac

n n
w® =Y wiN/® M => MIN* of=N}* v5=N! (6.45)
i=1 i=1
do (6.43) i (6.44) dostaniemy

A‘w® + B°M° = P°¢

(Ae)TMe — fe + Qe (6'46)
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gdzie
e+1 e+1 e+1
2e le z z
dNZ® dN]

Ae _ d Be _ 1N26N26d e __ eNled
ij — . dar ij Eijxfi—_ JfON;“da

de dzx

Z‘E
(6.47)

Macierz A° nie jest w ogdlnosci macierza kwadratowa. Przyjmujac liniowe

funkcje ksztaltu, N'¢ = N2¢ = N¢, otrzymamy

1 1 -1 121
e _ e __
A‘lel—l 1] B 6b€[1 2]
Uktad réwnan (6.46) dla elementu skoficzonego mozna napisa¢ w formie

(o = (1)?/(6b%)).

0o 1 0 -1 we e Q¢
1] 1 20 -1 aof M¢ 0 Pt
: — 4
€l 0 -1 0 1 ws fs * Q3 (6.48)
1 o 1 2a° M 0 P¢

Dalsze postepowanie jest typowe jak w metodzie elementéw skoniczonych.
W przedstawionym przyktadzie P sa katami ugiecia, a Qf — sitami poprzecz-
nymi. Korzyécia wypltywajaca ze stosowania metody mieszanej jest to, ze moz-
na bylo zastosowaé interpolacje liniowa dla obu funkcji oraz obliczy¢ w ten
sposOb warto$ci momentéw w weztach.

6.3.2. Rozwigzanie statyczne ptaskiej kratownicy

W p. 6.3.1, dyskutujac wyniki obliczen w przyktadzie 6.1, zinterpretowali-
$my rozpatrywany tam problem brzegowy, stwierdzajac, ze moze on opisywaé
zagadnienie preta rozciaganego (lub $ciskanego bez wyboczenia). Zbiér takich
pretéw, obciazonych statycznie, tworzy kratownice ptaska z tzw. idealnymi we-
ztami przegubowymi. Analiza statyczna kratownicy wymaga obliczenia prze-
mieszczen weztéw, reakeji podpér oraz sit osiowych (sit podtuznych) w kazdym
z pretéw. Zalozymy, ze obcigzeniem moga by¢é sity skupione w weztach oraz
obciazenie ciggle, réwnolegle do osi preta i przytozone na catej dtugosci preta.
Metoda rozwiazania polegaé bedzie na obliczeniu macierzy i wektoréw dla ele-
mentéw skonczonych (utozsamianych z pretami), ich agregacji w celu zbudo-
wania ukladu réwnan réwnowagi MES dla weztéw catej kratownicy, i w koncu
ich rozwiazania uwzgledniajac podstawowe (kinematyczne) warunki brzegowe.
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Sposob obliczen przesledzimy na prostym przyktadzie. Najpierw jednak
zdefiniujemy plaski element kratowy pokazany na rys. 6.12.

A

y

e, e
g(x)

e e A e e

Vi, \/@\I o x5 u‘(x")
> > > > > > > > > > > ’
O > >

P e e

1 u/r; EA° 2 uy,ry
Z()

\

Rys.6.12. Element skonczony kratowy

Jest to element 2-weztowy o dwdch stopniach w wezle, w ktorym oprocz stop-
ni swobody (u§,u$§), zwiazanych z funkcja przemieszczenia osi preta u®(z),
wprowadzone zostaly stopnie swobody (v§,v§), niezbedne do zlozenia elemen-
téw w jeden dyskretny uktad kratowy, rys. 6.13.

—
X

Rys.6.13. Uklady wspélrzednych: lokalny dla elementu (z¢,y¢) i globalny (X,Y)

Rozwiazujac konstrukcje pretowe (kratownice, ramy) wprowadza sie dwa
uktady wspolrzednych, a mianowicie lokalny uklad wspoétrzednych (z€,y°),
w ktorym zdefiniowany jest element skoniczony, oraz globalny ukiad wspolrzed-
nych (X,Y), w ktérym okresla sie wspotrzedne weztéw. Tylko bowiem w jed-
nym, globalnym uktadzie wspo6trzednych mozemy dokonaé procesu agregacji
i budowy globalnego uktadu réwnan réwnowagi MES. Przyjmiemy umowe, ze
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macierze i wektory w ukladzie (z¢, y¢) bedziemy oznaczali malymi literami,
natomiast macierze i wektory w ukladzie (X,Y’) oznaczymy duzymi literami.
Przyktadowo, k? — macierz sztywnoéci elementu® 2 w uktadzie (22, 4?); K2 -
macierz sztywnosci elementu 2 w uktadzie (X,Y), @ — wektor stopni swobody
konstrukeji w ukladzie (X,Y).

1. Macierze i wektory dla elementu
Wektor stopni swobody elementu kwadratowego ma postaé

q° = [uf vf us v5]" (6.49)
Wykorzystujac wzory (6.20), zdefiniujemy

e macierz sztywnosci

10 -10

e _E°A°| 00 00

MET a0 10 (6.50)
00 00

e wektor obciazenia, bedacy wektorem réwnowaznikéw w weztach obcia-
zenia ciagltego g¢ = const

1
ele
p? = 92 ? (6.51)
0
e wektor sit przyweztowych
&
1
reb — :2 (6.52)
T4
e calkowity wektor obciazenia
fo=p?+r? (6.53)

!Stosujac metode elementéw skoniczonych do analizy konstrukeji, macierz dla elementu
bedziemy nazywali macierzq sztywnosci elementu, a wektor prawej strony nazwiemy wekto-
rem obcigzenia.
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Jak wida¢, macierz sztywnosci k° ma tylko 4 niezerowe elementy kf; = kS5 # 0
i k{s = kS, # 0, co oznacza brak sprzezen pomiedzy przemieszczeniami u®(z€)
i v¢(2°). Podobnie, w wektorze p® tylko elementy pfb i p§b sg rézne od zera.

Transformacja

Wykorzystanie obliczonych macierzy i wektoréw dla elementu do analizy sta-
tycznej uktadu kratownicowego wymaga, aby wszystkie wielkos$ci weztowe byty
wyrazone w tym samym globalnym ukladzie wspélrzednych (X,Y). Oznacza
to koniecznosé skorzystania ze szczegdélnej liniowej transformacji zmiennych
jaka jest obrot ukladu wspotrzednych, rys. 6.14. Wzory transformacyjne dla
wektoréw g¢ i p®® maja postaé

qe — T6Q67 peb — TePeb (654)
gdzie:
Q° = [Q5 Q% Q5 Q5]T — wektor stopni swobody elementu w ukladzie
wspdbirzednych globalnych
P = [Peb Psb Psb Pgt]T — wektor obciazenia elementu w uktadzie
wspdbirzednych globalnych

oraz

t© 0 cosa® sina‘
e __ e _
T = [ 0 t° ] ' &= [ —sina® cosa® ] (6.55)
jest macierzg transformacji z uktadu globalnego do lokalnego. Kat af jest ka-
tem transformacji o dodatnim znaku pokazanym na rys. 6.14. Macierz sztyw-
nosci elementu kratowego w uktadzie wspélrzednych globalnych obliczymy ze
wzoru
K¢ = (T%TkeT® (6.56)
ktéry wynika z przeksztalcenia formy kwadratowej

(Qe)TKeQe — (qe)Tkeqe — (Qe)T [(Te)TkeTe} Qe

Element kratowy jest prostym elementem i mozna dla niego napisaé¢ expli-
cite macierz sztywnosci K¢ (oznaczenia cos a® = ¢; sina® = s)
2 2

c cs —c* —cs
E°A° cs $2 —ecs —s2
e __
K= le -2 —cs 2 cs (6.57)

—CS —82 CS 82
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A

Y

o;
Rys.6.14. Transformacja uktadu wspoétrzednych

Przyktad 6.4. Rozwiazemy kratownice pokazana na rys. 6.15a. Obciaze-
niem jest tylko sita skupiona P, co oznacza, ze dla elementow P = 0. Pomi-
niemy tez ciezar wlasny kratownicy.

a) b) Qs Ry
EA=c
a=60"
0, R,
a a P
] x—
77777777

Rys.6.15. a) kratownica, b) model skoficzenie elementowy

1. Dyskretyzacja MES. Kratownica jest zdyskretyzowana trzema elemen-
tami kratowymi. Na rys. 6.15b podane zostaly numery weztéw i elementow,
stopnie swobody Q;, sity wezlowe R;, i = 1,2,...,6 oraz globalny uktad wspét-
rzednych (X,Y). W tab. 6.2 podano topologie zdyskretyzowanej kratownicy.
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Numer elementu Numer wezta Numer wezta
skoniczonego poczatkowego koncowego
1 1 2
3
3 1 3

Tabela 6.2. Tablica topologii kratownicy

Katy transformacji dla poszczegdlnych elementéw skonczonych pokazano
na rys. 6.16.

Rys.6.16. Katy transformacji dla elementéw skonczonych

2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw.

Element 1: o' =0, I' =1
Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym

10 -10
¢l 00 00
E=71-10 10

00 00

Wektor sit weztowych w uktadzie globalnym

R~ (R} R} R} RYT
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Element 2: o?>=120° 1> =1
Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym

1 V3 -1 3
Ko © -3 3 V3 -3
T4l -1 V3 1 —V3

V3 =3 -3 3
Wektor sil weztowych w uktadzie globalnym
R = (R} B} R} R

Element 3: o®>=60° 13 =1
Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym

1 V3 -1 —3
oSl V3 3 V3 -3
4] -1 —/3 1 V3

-3 -3 V3 3

Wektor sit weztowych w uktadzie globalnym
RO = (R} R ] R

3. Agregacja i budowa réwnan MES. Warunki zgodnosci przemieszczen
w wezlach kratownicy maja nastepujaca forme (rys. 6.17):

2

R; ’ Uzl 1 RJZ, Ulz

Rys.6.17. Sity wezlowe i przemieszczenia w globalnym ukladzie wspétrzednych
Up =U7 = Qu V=V =Qs Uy =Uf = Q3
Vi =V2=Q, U =U3=Qs VE=V3=Qs
gdzie Q = {Q;}, i =1,2,...,6, jest wektorem globalnych stopni swobody.
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Uktad réwnan MES utworzony na podstawie tablicy topologii ma postaé

5 V3
V3 3

Q11 [R!+ R}
Q2 R} + R3

ISI
Omé\»—\w}—n

cl -4 0 — Qs|  |Ri+ R?
41 0 0 — Qs4|  |RL+ R3 (6.58)
-1 -3 Qs R3+ R3

|
|%|S
o O w Wlw W

IQ‘ |
&\meom
L S S

W Ww wWo o

|Qs]  |RI+ RY

|3 -3

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
réwnowagi sit. Kinematyczne warunki brzegowe sg jednorodne w postaci

Qi=Qs=05=Q¢=0 (6.59)

Statyczne warunki brzegowe wyrazaja warunki réwnowagi statycznej w we-
zlach kratownicy

RI+R}=R, RI+R3=0 R4+ R2=R3=P

6.60
RI+R:3=Ry R:+R3=R; Ri+R}=Rs (6.60)

gdzie Ry, Ry, Rs, i Rg sa reakcjami w réwnaniu (6.58).
Wykorzystujac (6.59) i (6.60) w réwnaniu (6.58), otrzymamy uktad réwnan

5 V3 4 0 -1 —V31]T707 [R]
V3 3 0 0 —v3 =31|1|Q, 0
c| —4 0 5 —vV3 -1 V3| |Qs| _|P (6.61)
41 0 0 —V/3 3 V3 =3 0| |Rs '
-1 —V/3 -1 3 2 0 0 Rs
V3 -3 V3 -3 0 6| L0J [Rs

Jest to uklad szesciu liniowych réwnan algebraicznych z szeScioma niewiado-
mymi: dwiema niewiadomymi pierwotnymi i czterema niewiadomymi wtérny-
mi. Uklad ten mozna rozwiazaé¢ ze wzgledu na niewiadome pierwotne, a nastep-
nie z pozostalych (czterech) réwnan obliczy¢ niewiadome wtérne. Pokazemy
to, przeksztalcajac (6.61) do innej, dogodnej postaci (por. réwnanie (6.34))
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| 3 0
0 5)

0 —V3
-3 -1
-3 \/g

-1
3

Ve

S

o O O O

w N

0
P
Ry
Ry
Rs

Rg

(6.62)

Pierwsze dwa réwnania dajg rozwiazanie dla niewiadomych pierwotnych

Q- _4l
Q3| 15¢

Niewiadome wtorne obliczymy z drugiej grupy rownan

Ry V3
Ry _ ¢ 0
Rs| 4| —V3
Rg -3

5 0
0 3

—4
V3
-1
V3

w

|

0
P

]_

4Pl
5c

B 4Pl
5c

i

P

5

:

5. Obliczenie sit przywezlowych w elementach Sity przyweztowe obli-
czymy z réwnania réwnowagi w lokalnym uktadzie wspotrzednych

r® = k°q° — p° (6.63)
gdzie w tym przykladzie p® = 0.

Element 1

Wektor przemieszczen weztowych elementu w uktadzie wspotrzednych lokal-
nych wyznaczymy na podstawie tablicy topologii

L apt 7
g =Q =00 — 0
d¢
Wektor sit przyweztowych
1 0 -1 0 0 L
1 11 € 0 0 0 O 0 0
r=kq=- 4Pl | = | 4P
[ -1 0 1 0 B =
0 0 0 O 0 0
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Na podstawie rys. 6.18 stwierdzamy, ze element 1 jest rozciagany.

y
1
e=1 X
+— —_— ——
ap ! ap
5 5

Rys.6.18. Sily przywezlowe dla elementu 1

Element 2
Wektor przemieszczen weztowych elementu w uktadzie wspoétrzednych global-
nych oraz w uktadzie wspoétrzednych lokalnych

T T
4Pl 2PI 2v/ 3Pl
Q? = 000 |, ¢ =T2Q? = |- B V3 0
oc o¢ o¢
Wektor sit przyweztowych

2P

5

0

2 2 92
r- = k = E
5
0

7Z rys. 6.19 widac, ze element 2 jest tez rozciagany.

Rys.6.19. Sity przyweztowe dla elementu 2

Element 3
Dla tego elementu Q3 = 0, skad wnosimy, ze 3 = 0 (pret zerowy).



6.3. Problem brzegowy dla ré6wnania drugiego rzedu 169

6.3.3. Inne sformulowania wariacyjne modelu skonczenie ele-
mentowego

W rozdziale piatym wykazaliémy réwnowazno$é metody Rayleigha-Ritza
z metodg Bubnowa-Galerkina w stabym sformutowaniu, jedli operator A réw-
nania rézniczkowego jest symetryczny i dodatni (a rozwiazywane dotychczas
przyklady te warunki spelnialy). Dlatego obecnie oméwimy krétko jeszcze mo-
del skonczenie elementowy Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu silnym (ktéry
nazwiemy po prostu modelem skoriczenie elementowym Bubnowa-Galerkina)
oraz model skonczenie elementowy, wykorzystujacy metode najmniejszych kwa-
dratow.

W modelu skonczenie elementowym Bubnowa-Galerkina funkcje aproksy-
macyjne musza zapewniaé ciagloéé aproksymacji klasy C''. W réwnaniu (6.9)

du
naturalny warunek brzegowy oznacza wyspecyfikowanie a e brzegach
x

dx

bylo ciagle w weztach pomiedzy elementami. To z kolei implikuje (jesli a jest

du
elementu. Stad funkcje interpolacyjne musza zostaé tak wybrane, aby a —)

du
funkcja ciagla) ciaglto$é pochodnej oV calym obszarze ) = (0, L).
x

Powyzsze wymagania sa spelnione dla elementu dwuweztowego z sze$cien-
ng interpolacja funkcji u®(z) i dwoma stopniami swobody w wezle, a miano-

u
wicie v i —. Funkcjami ksztaltu sa wielomiany Hermite’a omoéwione w p.

x
4.6. Taki element skoficzony jest rézny od elementu z szedciennymi funkcja-
mi ksztaltu Lagrange’a, ktéry ma cztery wezly z jednym stopniem swobody
w wezle. Interpolacja Lagrange’a (dowolnego rzedu) nie spelnia warunku cia-

du
glosci — na granicy pomiedzy elementami, i stad nie nalezy do C'*(0, L).

dx

Funkcje ksztaltu Hermite’a okreslone sg wzorami (4.37), ktére przepiszemy
w nowych oznaczeniach

e 2 € 3 ¢ 2
Nf(z%)=1-3 <l—> +2 (T) N3 (z€) = a* [1 - <l—>]
2\ 2 z¢\? €\ x¢
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Na rys. 6.20 (bedacym powtérzeniem rys. 4.17) narysowano wykresy funkcji

ksztaltu (6.64) dla elementu skoficzonego.

1 2
veA
1 \
—
l
N, A
o=45° ‘
——

Rys.6.20. Funkcje ksztaltu Hermite’a
Wykorzystujac (6.64) aproksymacje up,(z¢) wyraza wzor

4
u(z°) = > uSN§(2°) = N°u®
j=1

(6.65)
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gdzie

duc(0)\ . [due\]" ,
, u§,uf = — wektor stopni swobo-

v luf,ug dae dae

dy elementu (uf, u§ — wartosci u® w wezltach i u§, uj — wartoéci pochodnej
du®
daze
N€(z¢) = [Nf(x€), N§(x¢), N§(z¢), Nf(2¢)] — macierz jednowierszowa

funkcji ksztattu.

w wezlach),

Réwnanie metody Bubnowa-Galerkina dla réwnania (6.9) w elemencie
skonczonym Q¢ = (0,1¢) ma postaé

le

oo | (632 e v

0

dz¢ =0

Podstawiajac v¢ = Nf(z°) 1 (6.65) za u(z®) otrzymamy uklad czterech
réwnan MES

4
YOKjuS—ff=0 i=1,....4
j=1
lub
Ku® = f° (6.66)
gdzie
Ke o leNe e d edee d e
Z'j__/ i(x)dzne @ dze |
L (6.67)
fo= [ N e+ at)dat
0
Dla metody najmniejszych kwadratéw otrzymamy wzory
e _/le d (ANE\ d (AN
= ) dze \ @ dze ) dwe \ " dze )
. (6.68)

EdNZe €[ .. dede
s fé(x® + d°)dx

d
daxe

ﬁz—!
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Przyktad 6.5. Rozwazmy problem brzegowy

d
dz

0¥ 2o o 1 6.69

za pomoca réznych modeli skoficzenie elementowych. Obszar rozwiazania zdy-
skretyzujemy dwoma elementami skoniczonymi o rownej dtugodci. Dla kazde-
go modelu przyjmiemy funkcje ksztattu Hermite’a, otrzymujac w ten sposob
uktad zdyskretyzowany z trzema weztami i szeScioma stopniami swobody.
Przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

du
0)=0 1 — =1 6.70
u(0) <+x>dx] ) (6.70)
€O oznacza, ze
Uy =0 dul o _ 1 g5 (6.71)
' 6= dz _1_1—1—1_' ‘

Rozwiazanie dokladne wynosi u = In(1 + x).

1. Metoda Bubnowa-Galerkina
Wykorzystujac wzory (6.67) obliczono nastepujace macierze i wektory
dla elementéw skonczonych

Element 1
3 1,15 -3 0,1
L R =0
0,1 —-0,021 —-0,1 0,092
Element 2
4,2 1,7 —4,2 0,15
SR T B

0,15 -0,029 -0,15 0,125
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Globalny uktad réwnan MES ma forme

3 1,15 -3 0,1 0 077TUh] [0

0,15 0,075 —0,15 —0,021 0 0| U, 0

-3 —0,15 7,2 0,1 —42 015 || Us| |0

0,1 —0,021 0,1 0,2 -0,2 —0,02 || U, | |0

0 0 —4,2 —0,2 42 -215 || Us 0
L0 0 0,15 —0,029 —0,15 0,125 | [ Us ] |0
(6.72)

Uwzglednienie w powyzszym réwnaniu warunkéw brzegowych (6.71) pro-
wadzi do uktadu czterech réwnan w postaci

0,075 —0,15 —0,021 07 [ Uy 0

~0,15 7,2 0,1 4,2 || Us | _ | —0,075 (6.73)

—0,021 0,1 0,2 —0,2 | | Uy 0,015 '
0 —-4,2 —0,2 4,2 || Us 1,075

ktorego rozwiazanie wynosi: Uy = 0,99604, Us = 0,40537, Uy = 0,66707
i Us = 0,69309.

2. Metoda najmniejszych kwadratow
Korzystajac ze wzoréw (6.68), obliczono nastepujace macierze i wektory
dla elementéw skonczonych:

Element 1
153,6 33,4 —153,6 43,4
33,4 9,267 —33,4 6,433
1 _ ) ) ’ ’ 1 _
K = —153,6 —33,4 153,6 —43,4 ;=0
43,4 6,433 —43,4 16,767
Element 2
297.6 67,4 —297,6 81,4
K2 — 67,4 19,767 —67,4 12,433 f2 _ 0

—297,6 —67,4 297,6 —81,4
81,4 12,433 —81,4 30,267
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Globalny uktad réownan MES ma postaé

153,6
33,4
~153,6
43,4

0

0

~153,6
—33,4
451,2
24
—297,6
81,4

36,533
—67,4
12,433

43,4 0
6,433 0
24 —297.6
—67,4

297,6

—81,4

07 U]
01| U,
81,4 | | Us
12,433 | | Uy
—81,4 | | Us
30,267 | | Us |

0
0
lo
0
0
0

(6.74)

Uwzglednienie w powyzszym réwnaniu warunkéw brzegowych (6.71) pro-
wadzi do uktadu czterech réwnan w postaci

9,267
—33,4
6,433

0

—33,4
451,2
24
—297,6

6,433
24
36,533
—67,4

0] [ Us
—297,6 | | Us
—67,4 | | Uy
297,6 | | Us

0
40,7
—6,217
40,7

(6.75)

ktoérego rozwiazanie wynosi: Uy = 0,99902, Us = 0,40554, Uy = 0,66645

i Us =0,69324.

W tab. 6.3 zestawiono wyniki obliczen. Jak widaé, zgodno$é¢ rozwigzania
tymi metodami z rozwiazaniem dokladnym jest zadowalajaca.

. Metoda Metoda
Wynik .
x dokladny Bubnowa- najmniejszych
Galerkina kwadratéw
0 0,00000 0,00000 0,00000
1,00000 0,99604 0,99902
0,5 0,40547 0,40537 0,40554
0,66667 0,66707 0,66645
1,0 0,69315 0,69309 0,69324
0,50000 0,50000 0,50000

Tabela 6.3. Poréwnanie wynikéw rozwiazania réwnania (6.69)
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6.4. Problem brzegowy dla réwnania ré6zniczkowego
zwyczajnego czwartego rzedu

6.4.1. Model skoniczenie elementowy w stabym sformulowaniu
wariacyjnym

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego czwartego rzedu za pomoca MES
przedstawimy na przykladzie problemu zginania belki sprezystej, przedsta-
wionego w przyktadzie 5.8. Sformutowanie modelu skoficzenie elementowego

A J)

a)

e niewiadome

pierwotne

RE R
A . niewiadome
R e R %

, 4 wtorne

Rys.6.21. a) belka wspornikowa, b) element skoficzony belkowy

wymaga wykonania tych samych etapow, opisanych w punkcie 6.3, z pewnymi
zmianami wynikajacymi z rzedu rozwiazywanego réwnania. Modelem matema-
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tycznym problemu zginania belki sprezystej jest réwnanie postaci, rys. 6.21

Sl P —f 0<z<L 6.76
dz?2 \ da?2 | ac (6.76)

gdzie:

b = EI — sztywno$¢ na zginanie (E — modul Younga, I — moment bez-
wladnosci wzgledem osi gléwnej centralnej przekroju poprzecznego),

f — intensywnos¢ obciazenia poprzecznego.

1. Dyskretyzacja obszaru. Belka jest zdyskretyzowana przez N elementéw
dwuweztowych.

2. Wyznaczenie réwnan MES dla elementéw. W tym etapie buduje-
my forme wariacyjng réwnania (6.76) dla elementu skonczonego Q° = (0, 1°).
Na tej podstawie zidentyfikujemy blizej niewiadome pierwotne i niewiadome
wtorne. Nastepnie przyjmiemy odpowiednia aproksymacje dla zmiennych pier-
wotnych i utworzymy uktad réwnan MES dla elementu skoficzonego.

Na rys. 6.21b pokazano rozwazany element skonczony wraz z niewiadomymi
pierwotnymi, niewiadomymi wtérnymi oraz lokalna osig wspélrzednych x°.

a. Sformutowanie wariacyjne. Wykorzystujac uzyskang juz wiedze napi-
szemy rownanie

r e d2 (& (& e dzwe e e e
/'U J b (d +x ) d;L'52 — f (d +x )
le re—le

dv® d2w6 e pel gue . d bedzw6
0/ dze dze dgne2 —vf T dze | dae?

YT d2ee a2 2w ) [
b® — v f¢ da® + ¢ v° b —— +
e dxe

O d[L‘e =

=0

/ dze? dze?
0

dfu6

da:e da:62

z¢=0

xe=l°®

ze=0

(6.77)
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gdzie v¢ € H? (ﬁe) jest funkcja testowa. Z analizy wyrazéw brzegowych w po-
wyzszym réwnaniu wynika, ze z podstawowymi warunkami brzegowymi sa
dw®

zwiagzane zmienne w® i Ep natomiast naturalne warunki brzegowe wiaza sie
ze zmiennymi b° dfor o d b® dPur tach kon h el
ymi b5 1 e ez | W Wezlach koficowych e ementu (rys.
dw®

6.21b). Oznacza to, ze w® i —— sg niewiadomymi pierwotnymi i musza wysta-
pi¢ w interpolacji funkcji ugiecia w®(z¢). Naturalne warunki brzegowe pozo-
stang w sformutowaniu wariacyjnym i pojawia sie po prawej stronie rownania
MES jako sity brzegowe. Warunki brzegowe sg wiec postaci

podstawowe
e (& dwe (&
w(z® = 0) = uf P = uf
=0 (6.78a)
e e [ dwe (&
w(z® =1°) = u§ e _le—u4
naturalne
d bedzwe _ pe b6d2w6 _ pe
dzxe dae? L 1 dxe? L 2
ze=0 ze=0 (6.78b)
d bedzwe _ pe bedzwe _ pe
dze dxe? e -0 dxe? e -

Podstawiajac (6.78a) i (6.78b) do (6.77) otrzymamy réwnanie

_ 7 [be d2ve d2w6 o ?}efe d.Z'e—i-
- dxe2 dre2

0

e (& dve e e e (& dve e (& (679a)
—v(0) R — @(0)32 — v ()R — d:ne(l )Ry =

= B°(v®,w®) — 1°(v®)
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gdzie formy dwuliniowa i liniowa wyrazone sg wzorami

e e e (& e e d2,Ue d2we &
B (v®, w®) /b(d+:z:)de2dxe2:n
0
i do* 6.79b
v .
1°(v°) = /fe(de + 2°)veda® + v°(0) R + @(O)RS—I- ( )
0
erije (& dve e e
+ v°(I°) RS + da:@(l )RS

b. Funkcje interpolacyjne. Z postaci formy wariacyjnej (6.79b) wnioskuje-
my, ze funkcje interpolacyjne dla w® musza byé wybrane z przestrzeni H?(Q¢),
czyli ze funkcjami ksztaltu sa wielomiany Hermite’a (6.64).

Podstawiajac do (6.79a) v¢ = Nf(z¢) i wzoér typu (6.65) za w®(xz) otrzy-
mamy uktad czterech réwnan MES dla elementu skonczonego w formie:

ij g 7

4
> Kfu$ = FY, i=1,...,4
j=1
lub w postaci macierzowej
Ku® = F° (6.80)

gdzie

e T e e e d2N7/6 d2NJe e
0
e

(6.81)
Ff = / O + )N (%) da® + RS
0

Jedli b¢ = E€I¢ = const i f¢ = const w elemencie Q°, to macierz sztywnosci
elementu belkowego K¢ i wektor obciazenia F'¢ majg postaé
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KE

12E1  6EI 12E1 6EI
/3 23 12
6EI  4AFEI 6EI 2EI
12 ! 2 I
12E1 6EI 12EI 6E1
B2 13 2
6EI  2FEI 6EI AEI
12 ! 2 I
6 R¢
e _ Ja | e RS
12 ] 6 RS
e RS

(6.82)

(6.83)

Mozna wykazaé, ze pierwsza kolumna w wektorze na F'¢ przedstawia statycz-
nie réwnowazne sity i momenty w wiezach belki obustronnie utwierdzonej od

obciazenia rownomiernie roztozonego f€.

3. Agregacja réwnan dla elementéw. W poréwnaniu z agregacja dla réw-
nania rézniczkowego drugiego rzedu obecnie wezel ma dwa stopnie swobody.
Wykorzystujac do agregacji macierz topologii, otrzymamy dla dwéch elemen-
téw skonczonych globalng macierz sztywnosci i globalny wektor obcigzenia

w formie

L 4

1
K3

K42

—_

Kiy Kiy
K3y K3y
K33+ K7 K3y + K7
Kiy+ K3, Ki+ K3,
K3 K3,
K} K

C R
R;
N Ri+ R?
R+ R3
R3
L R}

0
K3y

2
K43

(6.84)
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4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Warunki brzegowe dla prze-
mieszczen i sit uwzgledniamy tak samo jak w p. 6.3.1. Warunek réwnowagi sit
w weztach uwzgledniamy modyfikujac odpowiednio drugi sktadnik w wektorze
F (6.84).

Na przyktad, jesli w I-tym wezle globalnym jest przylozona sita Fy, a w wezle
K-tym jest moment My, to warunki rownowagi beda miaty postac:

RIV'+RI=F,  RE-'4RK = My

Jedli nie bedzie obciazen skupionych, to powyzsze sumy beda réwne zeru. Dal-
sze postepowanie jest juz catkowicie analogiczne do postepowania opisanego
w p. 6.3.1.

Przyktad 6.6. Rozwazmy belke jednoprzestowa swobodnie podpartg na le-
d
wej podporze (w(0)=0) i utwierdzong na podporze prawej (w(L):d—w(L):O).
x

Pozostale dane wynosza: L=180 cm, [=723 cm*, F=29-10°N/m?, f = —qoz/L.
Pomijamy ciezar wlasny belki. Przyjmiemy dyskretyzacje belki dwoma i czte-
rema elementami o réwnej dlugosci.

Poniewaz b® = const, to macierze sztywnosci elementéw obliczymy z (6.82),
a wektor obciazenia F'¢ wyznaczymy z drugiego ze wzoréw (6.81)

le

de e
ffz—/(qo Z$>Nf(xe)d$e 1=1,...,4

0

Dla dwoch elementéw (1°=90 cm) wektor obciazenia dla elementu 1 wynosi
£l =[—6,75 135,0 —15,75 202,5]7 qo
Warunki brzegowe i rownowagi w weztach miedzyelementowych majg postacé
Uy=0Us=Us=0 Py=0 Py +P}=0 P{ +P} =0
Obliczone niewiadome pierwotne Us, Us, i Uy sg wartodciami doktadnymi w we-

ztach. Poniewaz rozwiazanie doktadne w jest wielomianem stopnia piatego, to
w punktach pomiedzy weztami rozwigzanie jest przyblizone.
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Na rys. 6.22 poréwnano wyniki obliczen MES otrzymane dla dyskretyzacji
czterema elementami z wynikami dokladnymi. Zwraca uwage bardzo dobra
jakosé rozwiazania MES.

20 60 100 140 180 X

b) — Wynik doktadny
O MES (4 elementy skonczone)
aw, o’ A MES (warto$ci interpolowane)
dx

0,2
0,1

0,0 | | |
20 60

0,11

02
L

031

Rys.6.22. Poréwnanie wynikéw obliczen MES z rozwiazaniem dokltadnym dla przy-
ktadu 6.6
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6.4.2. Rozwiazanie statyczne ptaskiej ramy

1. Element skonczony ramowy

Element skonczony ramowy przedstawiono na rys. 6.23. Jest to element dwu-
weztowy o trzech stopniach swobody w kazdym wezle. Wektor stopni swobody
ma postaé

q° = [uf wi ¢f uf ws 5]" (6.85)
z° | w9
wioTs M Wy s
A
TN J i\}i 9275 x5 u'(x’)
S \\ e »TA e '
Loye e o o ESASI=IC 2 uyry
107 g, (x) Z oLy \I
2|

Rys.6.23. Element skoficzony ramowy

Macierze dla tego elementu mozna wyprowadzi¢ w taki sam sposob jak
to czyniliSmy dla elementéw kratowego i belkowego. Réznica w poréwnaniu
z tamtymi rozwigzaniami polega jednakze na tym, ze obecnie nieznane jest
pole wektorowe, w ktérym poszukiwane sa dwie funkcje przemieszczen, a mia-
nowicie u¢(z¢) i w(z¢). Laczac ze soba réwnania (6.12) i (6.79a), napiszemy
dla elementu ramowego rownanie wariacyjne w postaci

le

 dof duf
“ dze dz¢

e

[

-/
0
!

5 dv§ d2w®

_|_

dxe?2 dre?
dvs
— 505(0) — 7§ 2

e

(z°) gf(we)] dz® —ruf(0) — rivi(l°)+

— v§(2°) g§(x°) | da+ (6.86)
e _.e e ed'US
—r5vy(l°) — Tﬁdxe
xe=0 re=l|e

gdzie oznaczenia dostosowano do rys. 6.23 oraz a® = EF€A° i b° = E°I°.
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Aproksymacje funkcji u®(z¢) 1 w®(z) oraz funkcji wagowych v§(z¢) i v§(z®)
wyrazaja wzory

(6.87)

Ni(z%) = [Nf(z%) 0 0 Nf(z%) 0 0]

NG =0 N§a?) N§at) 0 Nee) Ned) )

Funkcje ksztaltu Nf(2¢) i N§(x€) sa liniowymi funkcjami Lagrange’a (6.19b),
a N§(z€), N§(x€), NE(x€) 1 N§(2°) sa szeSciennymi funkcjami Hermite’a (6.64).
Wykorzystujac nastepnie (6.87) w réwnaniu (6.86), otrzymamy po przeksztal-
ceniach i wykorzystaniu warunku d # 0, réwnanie macierzowe w formie

I
0= L/ ((Nlle(xe))TaeN/f(a:e)_F (N;e(a:e))TbeN;e(xe)> dzt| g+
- e

\/ <(N§(xe))Tgf<$e>+( S<we>)Tg§<xe>> ot

LO

(V) 45 (V50) 45 (V) + (V)

Fr5(N5) +rs(NEa)

(6.89a)
lub
k¢q° = f° (6.89b)
gdzie dodatkowo oznaczono calkowity wektor obciazenia elementu
fo=p?+r? (6.90)

oraz zdefiniowano:
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macierz sztywnosci elementu ramowego
lE
! T ! " T "
k= [ (Vi) BaNi@) + (N3@) BTN ) d
0

(6.91)
wektor rownowaznikéw obcigzenia cigglego
ebel6 eeTee eeTee e
Pt = [ (V@) i)+ (N5) 9509 ) dat (692
0
wektor sit weztowych (niewiadomych wtérnych)
e =1[r¢ 5 1§ r§ e rg)T (6.93)

Zauwazmy, ze definiujac wektor r°® wykorzystano w (6.89a) wiasnodci inter-
polacyjne funkcji ksztaltu.

Przyjmujac, ze E€A® = const, E°I¢ = const oraz gf = const i g5 = const
otrzymamy z wzoréw (6.91) i (6.92), po wykonaniu koniecznych catkowan,

macierz sztywnosci k® w postaci

EA EA 0
1l 1
12E1  6FEI 12E1 6FEI
B2 B2
6F1 4FK1 6EI 2FI
12 l 12 l
k¢ = (6.94)
EA EA
- 0 0 — 0 0
l l
12E1  6FEI 12E1 6F1
B2 B2
6FE1 2E1 6FE1 4FEI
I 2 2
oraz wektor p®® w formie
eT
b _ |91l gol 92_12 gl gl —gol (6.95)
2 2 12 2 2 12 ’
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Macierz sztywnosci k° i wektor obcigzenia p® mozna bylo tez napisaé bezpo-
srednio, wykorzystujac zasade superpozycji i dodajac odpowiednio do siebie
macierze elementow kratowego i belkowego.

2. Transformacja

Macierze i wektory zdefiniowane w lokalnym ukladzie wspélrzednych (z€, z¢)
transformujemy do ukladu globalnego (X, Z) wg wzoréw (6.54) i (6.56). Ma-
cierz transformacji ma forme

t© 0 0 0
01 0 0

=0 o # o (6.96)
00 0 1

gdzie macierz t¢ obliczamy wzorem (6.55).

Macierz sztywnoéci elementu ramowego mozna explicite przedstawié¢ w ukla-
dzie wspdéirzednych globalnych w postaci sumy dwéch macierzy, odpowiada-
jacych udzialowi sztywnosci osiowej (wyrazy zawierajace EA) oraz udzialowi
sztywnosci zginania (wyrazy zawierajace ET)

K=K+ K

gdzie
[ 2 cs 0 —c2 —cs 017°
cs 2 0 —es —s2 0
. E°A° 0 0 0 00
Ka= le -2 —¢cs 0 2 cs 0 (6.97)
—cs —s2 0 cs 20
. 0 0 0 0 0 0 |
[ 1252 —12cs —6sl —12s2  12es —6sl ¢
—12¢s 122 6c 12es —12¢2  6cl
EeJe . 2 . 2
K — 6sl 6cl 4] 6sl 6c¢l 21 (6.98)

(1)3 | —12s>  12cs  6sl 125> —12cs  6sl
12¢s —12¢2 —6¢l —12cs  12¢2 —6¢cl
—6sl 6el 212 6sl  —6c 412

Przyklad 6.7. Rozwazmy rame pokazana na rys. 6.24a. Jest ona obcigzona
obciazeniem statycznym oraz geometrycznym, ktorym jest obrot podpory A
o kat 5°=0.087 rad. W obliczeniach pominiemy ciezar wtasny ramy.
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a)
M=80 kNm
= :
d [> h N
> EA=1,510" kN
> EI=125 kNm' 4m
Ll o
- 5 \A7
g=40 kN/m 'm im
b)

Rys.6.24. a) rama, b) model skoficzenie elementowy

1. Dyskretyzacja MES. Rama jest zdyskretyzowana dwoma elementami
ramowymi. Na rys. 6.24b opisano numery weztéw i elementéw oraz zdefinio-
wano uogdélnione globalne stopnie swobody @Q;, ¢ = 1,...,9, wraz z silami
weztowymi i globalny uktad wspotrzednych (X, Z). Tablice topologii pokaza-
no w tab. 6.4.
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Numer elementu Numer wezta Numer wezta
skoniczonego poczatkowego koncowego
1 1 2
2 3

Tabela 6.4. Tablica topologii ramy

Katy transformacji dla elementéw wyznaczono zgodnie z rys. 6.25 (0§ X jest
osia pierwsza).

= X
) e=2 -
a’=0" 2 X

Rys.6.25. Katy transformacji dla elementéw skonczonych

2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw

Element 1 o'=243,5° 1'=4,472 m
Macierz sztywnosci

Kl — (Tl)Tlel —
T 06,7216 13,4097  0,0335 —6,7216 —13,4097  0,0335
13,4097 26,8362 —0,0168 —13,4097 —26,8362 —0,0168
0,0335 —0,0167 0,1118 —0,0335  0,0168  0,0559
~6,7216 —13,4097 —0,0335  6,7216 13,4097 —0,0335
—13,4097 —26,8362 0,0168 13,4097 26,8362 0,0168
0,0335 —0,0168  0,0559 —0,0335  0,0168  0,1118
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Wektor sit wezlowych

Wykorzystamy w obliczeniach, ze obciazenie g w elemencie jest obciazeniem
ciaglym na metr dlugosci rzutu elementu 1 na o$ globalna Z. W ten sposob
mozemy od razu napisa¢ wektor sit weztowych w globalnym uktadzie wspot-
rzednych, rys. 6.26.

A

y

g'=40 kN/m

y¥ V. VYN

A

A

Rys.6.26. Wektor réwnowaznikow obciazenia pt

- gh
5
0 .
80, 0000
gh? 0, 0000
plb _ 12 _ 53,3333
gh 80, 0000
5 0, 0000
0 | —53,3333 |
gh?
L "9

oraz

R"=[Ry Ry Ry Ry R; Rg|"
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Element 2 a=0° [>=5,0m
Macierz sztywnosci

K2 — k2 —
30, 0000 0 0 —30,0000 0 0
0 0,0120 0, 0300 0 —-0,0120 0, 0300
_ 00,0300 0,1000 0 —0,0300  0,0500 |
—30, 0000 0 0 30,000 0 0
0 —0,0120 —0,0300 00,0120 —0,0300
L 00,0300 0, 0500 0 —0,0300 0,1000 |

Wektor sit weztowych P? = 0 oraz

R (B R} R B} R} T

3. Agregacja i budowa réwnan MES. Globalny uktad réwnan MES bu-
dujemy, wykorzystujac tablice topologii oraz warunki ciagglosci przemieszczen
uogdlnionych w weztach (rys. 6.27)

6
e=2 /\

Rys.6.27. Sily weztowe i przemieszczenia uogoélnione dla elementéw w globalnym
ukladzie wspotrzednych
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Ul =@ Uy =Uf = Qu U3 = Q7
Wi =Q, Wy = W#=Qs Wi = Qs
e = Qs Py =01 = Qs ©3 = Qo

gdzie U7, W, e,i = 1,2 sa przemieszczeniami elementéw w globalnym ukta-
dzie wspolrzednych, a ¢f katami ugiecia. W rezultacie otrzymamy uklad réw-
nan w postaci (6.99) (s. 191).

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
rownowagi sit w wezlach. Kinematyczne warunki brzegowe sg niejedno-
rodne i majg postaé

Q1=Q=Q1=Q7=Qs=0Q9=0

Qs = 0.087 (6.100)
Warunki statyczne sg réownaniami réwnowagi sit w weztach ramy o postaci
Ri=R, Ri+R}I=Ry R? =Ry
RY=Ry R4+ Ri=R5=0 R2 = Rg (6.101)

RY=R; R{+R3=Rs=80 R:=Ry

gdzie Ry, Ra, R3, R4, R7, Rg i Rg sg reakcjami podpor.

Podstawiajac (6.100) i (6.101) do (6.99) otrzymamy koncowy uklad réwnan
w formie (6.102) (s. 192). Jest to uklad dziewigciu réwnan z dwiema niewia-
domymi pierwotnymi Q5 i Q¢ oraz siedmioma niewiadomymi wtérnymi (reak-
cjami). Niewiadome pierwotne obliczymy rozwiazujac piate i széste réwnanie
(6.102)

3| 26,8480 0,0468 Qs
0,0468 0,02118 Q6

B —0,0870 - 0,0168 - 103

10 N l 26,6667 — 0, 0870 - 0,0559 - 10°

skad otrzymamy
Q=1{0 0 0,0870 0 —0,2338-10"% 0,1030 0 0 0} (6.103)
Pozostale réwnania w (6.102) wykorzystujemy do obliczenia reakcji
Ry = — 80,0000 + 0,0335 - 10 - 0,0870 — 13,4100 - 10% - —0,2338 - 1073
40,0335 -10% - 0,1030 = —70, 4930 kN
Ry = —0,0168 - 10° - 0,0870 — 26,8360 - 10> - —0, 2338 - 1073
—0,0168 - 10% - 0,1030 = 3,0870 kN



10° -

6.7216
13.4097
0.0335
—6.7216
—13.4097
0.0335

0

0

0

13.4097
26.8362
—0.0168
—13.4097
—26.8362
—0.0168
0

0

0

0.0335
—0.0168
0.1118
—0.0335
0.0168
0.0559

0

0

0

—6.7216
—13.4097
—0.0335
36.7216
13.4097
—0.0335
—30.0000
0

0

—13.4097
—26.8362
0.0168
13.4097
26.8482
0.0468

0
—0.0120
0.0300

0.0335
—0.0168
0.0559
—0.0335
0.0468
0.2118

—0.0300
0.0500

0

0

0
—30.0000
0

0

30.0000

0

0

o O oo

—0.0120
—0.0300
0

0.0120
—0.0300

[ 80.0000
0

53.3333
80.0000

0

—53.3333

0

0

0

(6.99)

npdzi 039)IeMzd BIURUMOI B[P AM030ziq WL[qoId ‘F'9

T6T



10° -

6.7216
13.4097
0.0335
—6.7216
—13.4097
0.0335

0

0

0

13.4097
26.8362
—0.0168
—13.4097
—26.8362
—0.0168
0

0

0

0.0335
—0.0168
0.1118
—0.0335
0.0168
0.0559

0

0

0

—6.7216
—13.4097
—0.0335
36.7216
13.4097
—0.0335
—30.0000
0

0

—13.4097
—26.8362
0.0168
13.4097
26.8482
0.0468

0
—0.0120
0.0300

0.0335
—0.0168
0.0559
—0.0335
0.0468
0.2118

—0.0300
0.0500

0

0

0
—30.0000
0

0

30.0000

0

0

0
0
0
0

—0.0120
—0.0300
0

0.0120
—0.0300

0 0 7
0 0
0 0.0870
0 0
0.0300 Qs =
0.0500 Qs
0 0
—0.0300 0
01000 | | 0 |
[80.0000 + R
Ry
53.3333 + R3
80.0000 + R4
0 (6.102)
26.6667
Ry
Rsg
L Ry i

6T

SHIN UY2AUOZOUOS MOjJUatIad[e Apojowt op aruszpemord py
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Ry = — 53,3333 +0,1118 - 103 - 0,0870 40,0168 - 10% - —0, 2338 - 103
+0,0559 - 10 - 0,1030 = —37,8530 kNm

R4 = — 80,0000 — 0, 0335 - 10 - 0,0870 + 13,4100 - 103 - —0, 2338 - 1073
—0,0335-10% - 0,1030 = —89, 5070 kN

R7; =0

Rg = —0,0120 - 10® - —0,2338 - 1073 — 0,0300 - 10 - 0, 1030 = —3, 087 kN

Ry =0, 0300 - 10% - —0,2338 - 1072 40,0500 - 10® - 0, 1030 = 5, 1426 kNm

5. Obliczenie wektoréw sil przyweztowych w elementach. Sity przywe-
zlowe mozemy obliczy¢ z réwnania rownowagi elementéw skonczonych w lokal-
nych ukladach wspétrzednych. Dla celéw dydaktycznych (nie do konica zgodnie
z algorytmem MES) najpierw obliczymy sity przywezlowe w ukladzie wspol-
rzednych globalnych, a nastepnie dopiero otrzymane wektory sit przetransfor-
mujemy do ukladéw lokalnych. W analizie statycznej konstrukcji pretowych
jest to nieraz postepowanie dogodniejsze.

Element 1 (rys. 6.28)
Wektor stopni swobody elementu w uktadzie wspotrzednych globalnych

Q'=1[0 0 0,0870 0 —0,2338-1073 0,1030]"

Wektor sit przyweztowych w uktadzie wspétrzednych globalnych:

[ —70,493
3,087
—37,853
—89,507
—3,087
69, 708

Rlb — KlQl _ Plb —

Wektor sit przyweztowych w uktadzie wspétrzednych lokalnych:

ri = TIRY — [28, 764 —64,431 —37,853 42,790 —78,677 69,708]"



194 Wprowadzenie do metody elementéw skonczonych MES

a) b)
42,790
N (kN)
: 28,764
¢ d)
78,677 69,708
© )
2 40-4°/8=80
0'(kN)
; M’ (kNm)
©)
64,431 o 37853

Rys.6.28. a) sily przywezlowe dla elementu 1, b) ¢) wykresy sil podtuznych i po-
przecznych, d) wykres momentu zginajacego

Element 2 (rys. 6.29)
Wektor stopni swobody elementu

Q*=[0 —0,2338-1073 0,1030 0 0 0]F
Wektor sit przyweztowych (g% = Q?)

r?® = k2¢®> = [0 3,087 10,292 0 —3,087 5,143]7
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a)
3,087 3,087
10,292 5,14% 2
s €:2 X
R
2
z
b)
3,087l O T3,087 0° (kN)

¢ 15143 4 (N

10,292

Rys.6.29. a) sily przywezlowe dla elementu 2, b) wykres sily poprzecznej, ¢) wykres
momentu zginajacego

6.5. Model skonczenie elementowy dla problemu
ustalonego przeplywu ciepla w obszarze dwu-
wymiarowym

W tym punkcie przedstawimy zastosowanie MES do rozwiazania problemu
przepltywu ciepta. Przyjmiemy, ze cieplo przeplywa przez obszar dwuwymia-
rowy na plaszczyznie (z,y). W p. 2.3 sformutowaliémy odpowiednie réwnania
modelu matematycznego dla ustalonego przeptywu ciepta. Rozwazymy prosty
przypadek materialu jednorodnego i izotropowego (tk = const) co sprowadza
problem do réwnania Poissona (2.29) z odpowiednimi warunkami brzegowymi

T dP*TQ N 6104
—@ - d—y2 = E w ( . a)
Gm=q'n=nh na brzegu I'y (6.104b)
T=yg na brzegu I'y (6.104c¢)
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gdzie, przypomnijmy, T'(z,y) jest funkcja temperatury, @ jest intensywnoscia
generacji ciepla wewnatrz ciala (Zrédta ciepta) [J/m2s], k jest wspotczynni-
kiem przewodnictwa cieplnego materiatu [J/°Cms], g jest wektorem strumie-
nia przeptywu ciepta o sktadowych majacych wymiar [J/m?s], ¢, jest przeply-
wem, a n jest wersorem normalnym do brzegu I'. Na brzegu I'y, dane jest g,
(naturalny warunek brzegowy), natomiast na brzegu I'y dane jest T' (podsta-
wowy warunek brzegowy).

Réwnanie MES sformutujemy, przyjmujac model skoniczenie elementowy w sta-
bym sformutowaniu wariacyjnym. Od strony wykorzystania procedury MES
problem jest tatwy do rozwiazania, bo co prawda obszar rozwiazania jest dwu-
wymiarowy, ale niewiadoma pierwotna jest tylko jedna funkcja T'(z,y), czyli,
jak méwimy, nieznane jest pole skalarne w obszarze 2.

6.5.1. Dyskretyzacja obszaru

Obszar dwuwymiarowy moze by¢ zdyskretyzowany elementami tréjkatny-
mi i/lub elementami czworobocznymi tak, aby mozliwie najlepiej opisaé¢ obszar
Q, rys. 6.30.

btad dyskretyzacji Q2

Rys.6.30. Dyskretyzacja obszaru 2 elementami tréjkatnymi i czworobocznymi

W dalszym ciagu zalozymy, ze obszar ) zostal w calosci zdyskretyzowany
elementami tréjkatnymi Q°.

6.5.2. Wyznaczenie réwnan MES dla elementu skonczonego

Rozwazymy typowy element skoficzony Q°, nie okreslajac na razie blizej
jego geometrii.

a. Sformutowanie wariacyjne. Zgodnie z procedura opisana w p. 5.5.1,
mnozymy réwnanie (6.104a) przez funkcje wagowa v°, nastepnie catkujemy
po obszarze Q° i w koficu korzystamy z twierdzenia Greena-Gaussa (2.22) dla
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uogdlnionego catkowania przez czesci, otrzymujac rownanie w formie

B¢ OT® v 9T*
0:/< ke+——ke—u6Qe>dxdy+

or Ox Oy Oy
. (6.105)
e eke 8Te eke 8Te d
_f’l) TLZ, % =+ ny a—y S

gdzie ng 1 ny sa wspolrzednymi (cosinusami kierunkowymi) wersora n®
n®=ngi+n,j=cosa’i+sinaj (6.106)

Wykorzystujac oznaczenia wprowadzone w p. 2.3, réwnanie wariacyjne (6.105)
mozemy zapisa¢ w formie macierzowej jako

/(Vve)Tk:eVTe drdy = /veQed:L" dy — jléveqfl ds (6.107)
Qe Qe 1"6

b. Aproksymacja MES. Przyjmiemy, ze obszar Q° jest 3-wezlowym ele-
mentem trojkatnym, rys. 6.31, w ktérym u® i v° sg aproksymowane wzorami

u® = N¢z,y)T*
(6.108)
v8 = N(z,y) c°

gdzie:

T = [Tf Ts T§)T — wektor stopni swobody elementu skoficzonego (war-
tosci temperatury w weztach),

c® — wektor parametréow aproksymacji funkcji wagowej,

N{ =[Ny N§ N§] — macierz jednowierszowa funkcji ksztaltu.
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A

(x3,53)

e . .
A" - powierzchnia
elementu

b (X,,
5 (x5Y,)
(x,,yI)

Rys.6.31. Liniowy element tréjkatny

Funkcje ksztaltu Nf(z,y), i = 1,2,3, zdefiniowane sa wzorami (4.33), ktére
przepiszemy z dodatkowymi oznaczeniami

1
Nf(@,y) = 5z (af + Bz +4y)

of =wjye—aky;  Bi=yi—ue W =T g (6.109)
iFjFk 4,5 k=1,23
gdzie A¢ jest powierzchnig tréjkata.
Wektory gradientéw obliczymy ze wzoréw
VTE — V(NGTE) — VNET@ — B@TE
(6.110)

V,UE — V(NECE) — VNE e — BGCE
gdzie zdefiniowano macierz zrézniczkowanych funkcji ksztaltu B¢ w postaci

ON; ONy ONj3

e

. . dr  Odr Ox 1L [ B B ]
8N1 aNg 8N3 24¢ l Yo Y2 8 ] ( )
oy 0y Oy

Wykorzystanie (6.108) i (6.110) w (6.107) prowadzi do réwnania MES dla

elementu skonczonego w formie
K°T® = F° (6.112)
gdzie zdefiniowano macierz i wektory dla elementu

K¢ = / (B)Tk*Bedx dy = k°A°(B°)T B¢ (6.113a)
Qe
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lub w zapisie wskaZnikowym

€ ke € Q€ € _ € L
Kij = m(ﬂz B +’n’vj), hJ =123 (6.113b)
fo= [N Quardy P = — f(N)Tgzds (6.113¢)
Qe Te

oraz F°¢ = f¢ + P,

Dalsze postepowanie jest juz typowe dla metody elementéw skonczonych. Pod-
sumujmy, ze w problemie ustalonego przeplywu ciepta niewiadoma pierwotna
jest temperatura 7', a niewiadoma wtdérng intensywnos¢ strumienia przeptywu
ciepla ¢, przeplywajacego przez jednostke powierzchni brzegu.

Przyklad 6.8. Wyznaczymy rozklad temperatury dla tarczy pokazanej