Elementy projektowania inzynierskiego

Rozwigzanie problemu belki zginanej metoda MES

Uwagi:

e W rodowisku Spyder generowane wykresy pokazujg sie na panelu Plots, mozna wymusi¢ rysowanie
wykreséw w oknie za pomoca polecen:

from IPython import get_ipython
get_ipython().run_line_magic("matplotlib", "qt")

e Ponowne wiaczenie panelu Plots:

from IPython import get_ipython
get_ipython().run_line_magic("matplotlib"”, "inline")

e Zmiana sposobu wyswietlania tablic:
|np.set_printoptions(formatter={"float": lambda x: f"{x:10.4g}"}, suppress = True)
e Oprécz uzywanej we wczesniejszym c¢wiczeniu biblioteki NumPy (dodajacej obstuge duzych,46

wielowymiarowych tabel i macierzy) istniejg biblioteki wspomagajace obliczenia numeryczne (SciPy;
https://scipy.org) i symboliczne (SymPy; https://docs.sympy.org).

e Biblioteka SciPy to wiasciwie zbiér bibliotek obliczeniowych wysokiego poziomu oparty na bibliotece NumPy.
Moduty w SciPy oferuja specyficzne dla danej dziedziny metody obliczeniowe wysokiego poziomu: operacje
algebry liniowej, metody optymalizaciji, interpolacji, catkowania i wiele innych.

e Biblioteka SymPy zapewnia w petni funkcjonalny system algebry komputerowej (CAS). ktéra pozwala
zapisywac¢ wyrazenia zawierajace symbole i wykonywaé na nich operacje zwigzane z analiza funkgcji, algebra
wielomianéw, rozwigzywaniem réwnan, kombinatoryka, statystyka i wiele innych.

Pochodne funkgji ksztattu
e Import biblioteki.
|import sympy as sp
e Definicja zmiennych symbolicznych.

sp.Symbol('x")
sp.Symbol('L")

-
n

¢ Definicja funkgji ksztattu.

N1 =1 - 3% (x / L)**2 + 2 * (x / L)**3
N2 = x * (1 -2* (x/ L)+ (x/ L)**2)
N3 = 3 % (x / L)*¥*2 - 2 * (x / L)**3

NA = x * (-x / L + (x / L)**2)
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Rozwigzanie problemu preta rozcigganego metodg MES

e Budowa macierzy funkgji ksztattu.
N = sp.Matrix([[N1, N2, N3, N4]])

e Roézniczkowanie macierzy funkcji ksztattu.

d2N
d3N

sp.diff(sp.diff(N, x), x)
sp.diff(sp.diff(sp.diff(N, x), x), Xx)

Wymnozenie i wyswietlenie wynikow.
N = sp.expand(N)

pr‘int( "\n=== N ===")
sp.pprint(N)

pPint("\n=== d2N ==="
sp.pprint(d2N)

print("\n=== d3N ===")
sp.pprint(d3N)

e  Wynik dziatania skryptu:
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e Utworzenie wynikdbw w formie mozliwej do bezposredniego przeniesienia do kodu programu (zmiana
wynikéw na fancuchy znakéw, dodanie nazw zmiennych i symbolu przypisania, zmiana ciaggu Matrix na

np.array, wydruk).

sN = str(f"\nN = {N}")
sd2N = str(f"\nd2N = {d2N}")
sd3N = str(f"\nd3N = {d3N}")

sN = sN.replace("Matrix", "np.array")
sd2N = sd2N.replace("Matrix", "np.array")
sd3N = sd3N.replace("Matrix", "np.array")

print(sN)
print(sd2N)
print(sd3N)

e Wynik dziatania skryptu (czesc):
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Elementy projektowania inzynierskiego Rozwigzanie problemu preta rozcigganego metoda MES

N = np.array([[1 - 3*x**2/L**2 4 2*x**3/| **3,
d2N = np.array([[-6/L**2 + 12*x/L**3,
d3N = np.array([[12/L**3,

e W przypadku zainstalowanego pakietu LaTeX, konsola IPython bedzie mogta wyswietla¢ wyniki z jego

pomoca:
In [2]: N
Out[2]:
3 2 a
-+ - g
In [3]: d2N
Out[3]:
%+ -t
In [4]: d3N
Out[4]
12 B
Belka zginana
AY
i
M ( E1’ ]1 Ez/ ]2 x.
AN\ NN\ AN\
L L, L L, l
¢ ¢ g
=6 e [F=200GPa
[ ] = m
L1 8 o g=-10kN/m
[ ] = m
. J1=5.‘|0‘5m4 e M=20kNm
o J=110"m’ © m=025m
e h,=032m
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Dyskretyzacja belki
T]/
=04 D Q=01@ ¥ 2 mUrO)
F,=M fv) S == “') E, ], Fe(r'f}—x’
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Import bibliotek i dodatkowe ustawienia

import numpy as np
import matplotlib as mpl

from IPython import get_ipython

get_ipython().run_line_magic("matplotlib", "qt")
np.set_printoptions(formatter={"float": lambda x: f"{x:10.4g}"}, suppress = True)

Definicja macierzy sztywnosci i wektora rownowaznikéw weztowych obcigzenia

e S3to zwykite funkcje jezyka Python, ktére zwracaja tablice typu array z biblioteki NumPy.

def Ke(EJ, L):
return np.array([[ 12 * EJ / L**3, 6 * EJ / L**2, -12 * E]J / L**3, 6 * EJ / L**2 ],
[ 6 * EJ / L**2, 4 *EJ /L, -6 * EJ / L**2, 2 *EJ /L 1,
[-12 * EJ / L**3, -6 * EJ / L**2, 12 * EJ / L**3, -6 * EJ / L**2 ],
[ 6 * EJ / L**2, 2 *EJ /L, -6 * EJ / L*¥*2, 4 *EJ /L 11)
def Pe(g, L):
return np.array([[ q * L/ 2 1,
[ g*L**2 /12 ],
[ g* L/ 2 1,
[-g * L*¥*2 / 12 ]])
Dane geometryczne, materialowe i obcigzenie
L1 = 6
J1 = 5e-5
hl = 9.25
L2 = 8
J2 = le-4
h2 = 9.32
q = -10e3
M = 20e3
E = 200e9
Liczba weziow modelu, liczba wezléw elementu, liczba stopni swobody w wezle elementu
In = 3
Iw = 2
1g = 2
dr inz. Stawomir Koczubiej (KTI, PSk) 4/11 2024-12-01
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Budowa i wyswietlenie macierzy Boole’a

Bl
B2

np.zeros((lw * 1g, 1ln * 1q))
np.zeros((lw * 1g, 1ln * 1q))

print(f"{B1} = B1", end="\n\n")
print(f"{B2} = B2", end="\n\n")

1
=

Bl[[e: 1) 2: 3]) [QJ 1) 21 3]] -
B2[[o, 1, 2, 3], [2, 3, 4, 5]] =

I
=

print(f"{B1} = B1", end="\n\n")
print(f"{B2} = B2", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie macierzy sztywnosci elementéow

K1
K2

Ke(E * 31, L1)
Ke(E * 32, L2)

print(f"{K1}
print(f"{K2}

K1", end="\n\n")
K2", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie rownowaznikéw weztowych obcigzenia

P1
P2

Pe(@, L1)
Pe(q, L2)

P1", end="\n\n")
P2", end="\n\n")

print(f"{P1}
print(f"{P2}

Agregacja i wyswietlenie macierzy sztywnosci

K = B1.T.dot(K1).dot(B1) + B2.T.dot(K2).dot(B2)

print(f"{K} = K", end="\n\n")

Agregacja i wyswietlenie rownowaznikéw weztowych obcigzenia

P = B1.T.dot(P1) + B2.T.dot(P2)

print(f"{P} = P", end="\n\n")

Budowa i wyswietlenie wektora sit weztowych

F = np.zeros((ln * 1q, 1))
F[1] = M

print(f"{F} = F", end="\n\n")

Uwzglednienie warunkow brzegowych, wyswietlanie macierzy

e Domyslnie przy przypisywaniu tablic, Python nie tworzy ich kopii tylko referencje, dlatego jawnie kopiujemy
tablice do nowych zmiennych.
Kw = np.copy(K)

Fw = np.copy(F)
Pw np.copy(P)

Kw[@, :] =0
Kw[:, 0] 0
Kw[@, 0] = 1
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Fw[@] = @

Pw[@] = ©

Kw[2, :] = ©

Kw[:, 2] = ©

Kw[2, 2] = 1

Fw[2] = @

Pw[2] = ©

Kw[4, :] = ©

Kw[:, 4] = ©

Kw[4, 4] = 1

Fw[4] = ©

Pw[4] = ©

print(f"{Kw} = Kw", end="\n\n")
print(f"{Fw} = Fw", end="\n\n")
print(f"{Pw} = Pw", end="\n\n")

Rozwigzanie uktadu réwnan i wyswietlenie przemieszczen

Q = np.linalg.solve(Kw, Pw + Fw)

print(f"{Q} = Q", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie reakgji
R = np.dot(K, Q) - P

print(f"{R} = R", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie wektoréw przemieszczen dla elementéw

Q1
Q2

np.dot(B1l, Q)
np.dot(B2, Q)

print(f"{Q1}
print(f"{Q2}

Q1", end="\n\n")
Q2", end="\n\n")

Definicja wektora funkcji ksztattu

def N(x, L):

return np.array([[ 1 - 3 * x**2 / L*¥*¥2 + 2 * x**3 / [ **%3 ) x - 2 * x¥*¥2 / | + x**¥3 / L*¥*2,

3 % xkkD [/ LkXD o 2 K ykk3 /| k¥ 3

Definicja wektorow pochodnych funkgji ksztattu

-x*¥%¥2 /L + x**¥3 / L**2]])

o Woyrazenia policzone wczesniej z wykorzystaniem obliczen symbolicznych.

def d2N(x, L):

def d3N(x, L):
return np.array([[ 12 / L**3, 6 / L**2,
-12 / L**3, 6 / L**2 ]1])

return np.array([[ -6 / L**2 + 12 * x / L**3, -4 / L + 6 * x / L**2,
6 / L**2 - 12 * x / L**3, -2 / L + 6 * x / L**2 ]])
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Definicja funkcji przemieszczen dla elementu

e Wszystkie parametry funkcji sg skalarami, ze wzgledu na pézniejsza wektoryzacje funkgiji.
def u(x, L, q1, g2, g3, g4):
return np.dot(N(x, L), [[ql], [q2], [q3], [q4]])

Definicja funkcji momentu gnacego dla elementu

def M(x, L, qi1, g2, q3, g4, E, J):
return E * J * np.dot(d2N(x, L), [[q1], [qg2], [q3], [94]1])

Definicja funkgji sity stycznej dla elementu

def V(x, L, 91, 92, g3, g4, E, J):
return E * J * np.dot(d3N(x, L), [[ql], [q2], [g3], [q4]])

Definicja funkcji naprezen normalnych w elemencie

def s(x, L, 91, g2, g3, g4, E, h):
return E * h / 2 * np.dot(d2N(x, L), [[q1], [g2], [q3], [q4]])

Obliczenie i wyswietlenie wektorow momentu gnacego w elementach

MIN = np.vstack((M( @, L1, Q1[@, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1),
M(L1, L1, Q1[e, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1)))

M2N = np.vstack((M( @, L2, Q2[@, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, o], E, J2),
M(L2, L2, Q2[e, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, J2)))

print(f"{MIN} = MIN", end="\n\n")

print(f"{M2N} = M2N", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie wektorow sity stycznej w elementach

VIN = np.vstack((V( @, L1, Qi[e, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1),
V(L1, L1, Q1[e, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1)))

V2N = np.vstack((V( @, L2, Q2[@, @], Q2[1, ©], Q2[2, @], Q2[3, o], E, J2),
vV(L2, L2, Q2[e, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, J2)))

print (£"{VIN}
print(f"{V2N}

VIN", end="\n\n")
V2N", end="\n\n")

Obliczenie i wyswietlenie wektoréw naprezen normalnych w elementach

sIN = np.vstack((s( @, L1, Q1[@, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, hi),
s(L1, L1, Q1[e, @], Qi[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, hl)))
s2N = np.vstack((s( @, L2, Q2[0, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, hil),

s(L2, L2, Q2[e, @], Q2[1, o], Q2[2, @], Q2[3, @], E, h2)))

print(f"{s1iN}
print(f"{s2N}

sIN", end="\n\n")
s2N", end="\n\n")

Wektoryzacja funkcji przemieszczen, momentu gnacego, sily stycznej i naprezen

vecu = np.vectorize(u)
vecM = np.vectorize(M)
vecV = np.vectorize(V)
vecs = np.vectorize(s)
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Generowanie wspoétrzednych dla elementéow

x1
X2

np.linspace(@, L1, 20)
np.linspace(@, L2, 20)

Obliczenie wartosci przemieszczen w elementach

ul
u2

vecu(xl, L1, Qi[e, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, ©
vecu(x2, L2, Q2[e, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, ©

—_—
~—

Obliczenie wartosci momentu gnacego w elementach

vecM(x1, L1, Qi[e, @], Qi[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1)

M1
‘ vecM(x2, L2, Q2[e, o], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, J2)

M2

Obliczenie wartosci sity stycznej w elementach

vecV(x1, L1, Qi[e, @], Qi[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, J1)

Vi
‘ vecV(x2, L2, Q2[e, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, J2)

V2

Obliczenie wartosci naprezen normalnych w elementach

sl = vecs(x1, L1, Qi[e, @], Q1[1, @], Q1[2, @], Q1[3, @], E, hl)
s2 = vecs(x2, L2, Q2[e0, @], Q2[1, @], Q2[2, @], Q2[3, @], E, h2)
Wykresy

mpl.pyplot.figure(1)
mpl.pyplot.clf()

mpl.pyplot.subplot(2, 1, 1)

mpl.pyplot.plot(x1l, ul, label = "element 1", linewidth = 3)
mpl.pyplot.plot(x2 + L1, u2, label = "element 2", linewidth = 3)
mpl.pyplot.title("Wykres przemieszczenia")

mpl.pyplot.legend()

mpl.pyplot.xlabel("x1, x2 + L1")

mpl.pyplot.ylabel("ul(x1), u2(x2)")

mpl.pyplot.x1lim(@, L1 + L2)

mpl.pyplot.ylim(-0.02, 0.02)

mpl.pyplot.grid()

mpl.pyplot.subplot(2, 1, 2)

mpl.pyplot.plot(x1l, M1, label = "element 1", linewidth = 3)
mpl.pyplot.plot(x2 + L1, M2, label = "element 2", linewidth = 3)
mpl.pyplot.title("Wykres momentu gnacego")

mpl.pyplot.legend()

mpl.pyplot.xlabel("x1, x2 + L1")

mpl.pyplot.ylabel("M1(x1), M2(x2)")

mpl.pyplot.xlim(@, L1 + L2)

mpl.pyplot.ylim(-40e3, 60e3)

mpl.pyplot.grid()

mpl.pyplot.tight_layout()

mpl.pyplot.figure(2)
mpl.pyplot.clf()

mpl.pyplot.subplot(2, 1, 1)
mpl.pyplot.plot(x1l, V1, label = "element 1", linewidth = 3)
mpl.pyplot.plot(x2 + L1, V2, label = "element 2", linewidth = 3)
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mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.

mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.
mpl.

mpl.

pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.

pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.
pyplot.

pyplot.
.ylim(-100e6, 100e6)

pyplot

pyplot.

pyplot.

title("Wykres sily stycznej")
legend()

xlabel("x1, x2 + L1")
ylabel("V1(x1), V2(x2)")
xlim(@, L1 + L2)

ylim(-2e3, 4e3)

grid()

subplot(2, 1, 2)

plot(x1l, s1, label = "element 1", linewidth = 3)
plot(x2 + L1, s2, label = "element 2", linewidth
title("Wykres naprezen normalnych")

legend()

xlabel("x1, x2 + L1")

ylabel("s1(x1), s2(x2)")

xlim(@, L1 + L2)

grid()

tight_layout()

= 3)

dr inz. Stawomir Koczubiej (KTI, PSk) 9/11

2024-12-01



Elementy projektowania inzynierskiego Rozwigzanie problemu preta rozcigganego metodg MES

Wykres przemieszczenia
0.020

= element 1

m— alement 2
0.015 A

0.010 A

0.005 A

0.000 A

ul(xl), u2(x2)

—0.005 A

—0.010 A

—0.015 A

—-0.020

x1, x2 + L1

Wykres momentu gnacego
60000 y E 9

= element 1
m— glement 2

40000 A

20000 A

M1(x1), M2(x2)

—20000

—40000

x1, x2 + L1
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Wykres sily stycznej
4000 y y sty )

= element 1
m— glement 2

3000 A

2000 A

1000 A

V1(x1), V2(x2)

—-1000

—2000

x1, x2 + L1

1.00 1e8 Wykres naprezen normalnych

= element 1

m— element 2
0.75 A

0.50

0.25 4

0.00 ~

s1(x1), s2(x2)

—0.25 A1

-0.50

—0.75 A1

—1.00

x1, x2 + L1
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