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Rozdziat 1

Wstep

1.1. Zakres podrecznika

Nowe wydanie podrecznika jest dos¢ gruntownie zmieniona wersja pierwszego
wydania z 2002 roku. Zachowano zasade, ze podrecznik ma przede wszystkim
spelnia¢ wymogi programu studiéw na kierunku budownictwo. Powinien on
byé¢ réwniez przydatny na innych kierunkach studiéw technicznych, a nawet
na studiach doktoranckich.

W nowej wersji podrecznika starano sie przede wszystkim usunaé zauwa-
zone bledy. Nastepnie, przychylajac sie¢ do uwag wyktadowcéw i studentow, iz
treSci podrecznika nie zawsze sa tatwe do przyswojenia dla przecigtnego stu-
denta, dokonano pewnych zmian polegajacych gtéwnie na ograniczeniu formal-
nego aparatu matematycznego. Dlatego tez zrezygnowano z niektérych rozwa-
zan teoretycznych, waznych, lecz nie najistotniejszych dla przyswojenia sobie
najwazniejszych partii przedstawianego materiatlu wyktadowego, jakimi sa sze-
roko pojete metody wariacyjne rozwiazywania probleméw liniowej mechaniki
konstrukeji. Ponadto niektére przyktady rozbudowano dla utatwienia sledzenia
procedury ich rozwigzywania oraz dodano szereg nowych przyktadéw. Drob-
ne poprawki edytorskie wprowadzono do trzech pierwszych rozdzialow oma-
wiajacych podstawowe pojecia z analizy funkcjonalnej, ogélne sformutowanie
probleméw brzegowych oraz wybrane metody wariacyjne.

Skutkiem zmian jest rowniez pewna modyfikacja rozdzialu piatego, za-
wierajacego omowienie podstaw metody elementéow skonczonych, nie wprowa-
dzajaca jednakze istotniejszych zmian w poréwnaniu z podobnym rozdzialem
w pierwszym wydaniu.



10 1. Wstep

Rozdzial szésty, omawiajacy metode elementéw brzegowych, zostal popra-
wiony o zauwazone bledy edytorskie. Istotne zmiany dotycza rozdzialu siod-
mego i 6smego z pierwszego wydania. Obecnie zostaly one polaczone w jeden
rozdziat sibdmy. Zasadnicze zmiany w tym rozdziale dotycza ograniczenia opi-
su uogélnionej metody réznic skonczonych i rozbudowy (gltéwnie o przyklady)
klasycznej metody réznic skoniczonych. Catkowicie zrezygnowano z dodatkéw
A (LUKAW - program do rozwiazywania zagadnien brzegowych metodami
wariacyjnymi i B (programy do analizy zagadnien brzegowych réznymi meto-
dami).

Podrecznik akademicki nie jest monografia i dlatego przy jego pisaniu ko-
rzystano czesto z cytowanej literatury. W szczegdlnosci dotyczy to rozdziatdéw
drugiego i piatego, przy opracowaniu ktérych w szerokim zakresie odwolywa-
no si¢ do pieknie napisanej monografii: J.N. Reddy, Applied Functional Ana-
lysis and Variational Methods in Engineering, McGraw-Hill Book Company,
1986. Wzbogacono literature, zachowujac podzial na czes¢ zawierajaca pozy-
cje podstawowe oraz czeS¢ obejmujaca literature do dalszego, poglebionego,
studiowania.

Nowe wydanie podrecznika zostalo opracowane w tym samym zespole au-
torskim co wydanie pierwsze, pod opieka merytoryczna prof. Cz. Cichonia, ak-
tualnie kierownika Katedry Informatyki Stosowanej na Wydziale Zarzadzania
i Modelowania Politechniki Swietokrzyskiej. Pozostali wspélautorzy pracuja
w Instytucie Technologii Informatycznych w Inzynierii Ladowej na Politech-
nice Krakowskiej. Podobnie jak poprzednio réwniez w tym wydaniu dr inz.
P. Plucinski zadbal o dobra edycje podrecznika. Autorzy maja nadzieje, ze
poczynione zmiany spotkaja sie z akceptacja Czytelnikéw i przyczynia sie do
podniesienia jakosci uczenia i studiowania zawartej w nim wiedzy, niezbednej
dla kompletnego wyksztalcenia wspdlczesnego inzyniera.

1.2. Co to jest metoda komputerowa?

Termin: metody komputerowe czesto jest uzywany w dwoch znaczeniach. W pier-
wszym znaczeniu metoda komputerowa jest rozumiana jako pewien proces

analizy konstrukcji z wykorzystaniem metod obliczen przyblizonych, zaim-

plementowanych do komputera w formie programéw napisanych w réznych

jezykach programowania. Dzieki tatwej algorytmizacji wspdlczesnych metod

obliczeniowych i duzym mozliwosciom komputeréw mozliwe jest wykonywanie

symulacji komputerowej dla otrzymania rozwiazania optymalnego.
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— metody
— komputerowe
—15G (MES, MEB, [ |
_ UMRS,...)
- {Sw I
idealizacja dyskretyzacja rozwigzanie
obiekt model model rozwiazanie
rzeczywisty matematyczny num.erycz.ny dyskretne
(obliczeniowy)

* blad rozwigzania

btad rozwiazania i dyskretyzacji

blad rozwiazania i modelowania

weryfikacja
Rys.1.1. Schemat komputerowej analizy konstrukeji

W drugim znaczeniu metodami komputerowymi nazywa sie wspodlczesne
metody obliczen przyblizonych i metody te sa zasadniczag trescia podreczni-
ka. Na rys.1.1 pokazano schemat analizy komputerowej konstrukcji z zazna-
czeniem miejsca wystepowania metod komputerowych. Jak to jest widoczne,
symulacja komputerowa obliczen sklada sie z czterech etapéw. W etapie pierw-
szym ma miejsce idealizacja obiektu rzeczywistego poprzez przyjecie uzasad-
nionych zalozen upraszczajacych oraz wyspecyfikowanie zmiennych najlepiej
opisujacych obiekt. Zatozenia dotycza przede wszystkim geometrii obiektu,
materialu z ktérego jest wykonany, obciazen i przyszlych warunkéw uzytko-
wania (warunkéw srodowiskowych i okresu planowanej eksploatacji obiektu).
Na tej podstawie budowany jest model matematyczny obiektu.

Drugim etapem jest dyskretyzacja, przetwarzajaca ciagly model matema-
tyczny, na ogdél w postaci uktadéw réwnan rézniczkowych, lub pewnego funk-
cjonatu, w model numeryczny w formie ukladéw réwnan algebraicznych. Trze-
cim etapem symulacji komputerowej jest rozwigzanie, przez co rozumiemy
napisanie stosownego programu komputerowego, przetestowanie i wykonanie
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obliczen. I w koncu mamy najwazniejszy — czwarty etap, jakim jest weryfi-
kacja wynikéw obliczen. Mozliwosci popelnienia btedow jest wiele, moga one
wystapi¢ na kazdym z trzech pierwszych etapéw. W rezultacie poprawiania
tych bltedow powinnismy w konicu otrzymac rozwiazanie optymalne. Jak to juz
stwierdziliSmy, modelem matematycznym moga byé¢ odpowiednio sformulowa-
ne problemy brzegowe (lub poczatkowo brzegowe) dla réwnan rézniczkowych
(zwyczajnych lub czastkowych) lub pewne funkcjonaly podlegajace minima-
lizacji. W pierwszym przypadku bedziemy moéwili o sformutowaniu lokalnym
(lub silnym) (SS na rys.1.1), w drugim natomiast o sformufowaniu globalnym
problemu (SG narys.1.1). W budowie komputerowej metody analizy konstruk-
cji preferujemy sformutowanie globalne, co zostanie uzasadnione w dalszych
czesciach podrecznika. Trudno$é jednakze polega na tym, ze nie wszystkie pro-
blemy, a tylko tzw. problemy samosprzezone mozemy réwnowaznie opisa¢ w
sformutowaniu lokalnym lub globalnym. Przyktadem problemu samosprzezo-
nego jest liniowy problem teorii sprezystosci (LPTS) opisany 15. réwnaniami
rézniczkowo-algebraicznymi z warunkami brzegowymi. Funkcjonalem bedzie
w tym przypadku funkcjonal catkowitej energii potencjalnej ukitadu. Dlate-
go istotne jest poznanie pewnych metod, pozwalajacych na zbudowanie sfor-
mutowan catkowych dla danego sformulowania lokalnego oraz metod ich roz-
wigzania. Sformulowania te zostaly nazywane sformulowaniami stabymi lub
wariacyjnymi (SW na rys.1.1), a metody ich rozwiazywania metodami waria-
cyjnymi. Opisane zagadnienia sa trescig rozdzialéow trzeciego i czwartego.

Przyjmujac teraz, ze mamy problem opisany modelem matematycznym
w sformutowaniach SG lub SW budujemy model numeryczny (lub obliczenio-
wy), wykorzystujac opisane w rozdziatach piatym, széstym i siédmym metody
komputerowe, ktérymi sa metoda elementéw skonczonych (MES), metoda ele-
mentow brzegowych (MEB) 1 uogdlniona metoda rézinic skoriczonych (UMRS).
Jak to dalej zobaczymy, metody te z matematycznego punktu widzenia sa po
prostu pewnymi procedurami rozwiazan wariacyjnych, dostosowanymi do no-
wych mozliwosci obliczeniowych, jakie powstaly wraz z rozwojem maszyn cy-
frowych i technik informatycznych. Metody te, przystosowane algorytmicznie
do mozliwoéci komputera, pozwalaja obecnie rozwiazywacé efektywnie ogromne
problemy techniczne, wymagajace rozwiazywania nawet uktadu kilkudziesie-
ciu milionéw liniowych réwnan algebraicznych?.

W Japonii wykonana zostala analiza komputerowa ruchu skorupy ziemskiej, w ktorej
réwnolegle rozwiazywano 100 milionéw liniowych réwnan algebraicznych (iacm expressions,
No.9, July 2000).
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Nalezy zauwazy¢, ze najprostszy wariant UMRS, czyli klasyczna metoda
roznic skonczonych (MRS) jest wykorzystywana do bezposredniego rozwiazy-
wania probleméw sformutowanych lokalnie.

Na zakoniczenie tego punktu — krétko o zalozeniach. W podreczniku oma-
wia¢ bedziemy metody komputerowe w zastosowaniu do wybranych proble-
moéw liniowej mechaniki ciata statego. Wspomnimy tylko, ze mozliwymi zrédta-
mi nieliniowo$ci moga by¢ nieliniowosci geometryczne i/lub fizyczne. W pierw-
szym przypadku sg one uwzgledniane w analizie, jesli istotne jest rozréznienie
pomiedzy konfiguracjami réwnowagi: nieobciazong i zdeformowana konstruk-
¢ji. Nieliniowo$ci fizyczne moga wynikaé np. z koniecznosci uwzglednienia wta-
snosci sprezysto-plastycznych materiatu. Metody komputerowe dla takich pro-
bleméw sa juz bardziej ztozone i w celu ich studiowania odsytamy Czytelnika
do literatury specjalistycznej. Zalozymy ponadto, ze konstrukcje sa wykonane
z materialéw jednorodnych i izotropowych.

1.3. Przykltad sformulowania silnego i sformulowa-
nia stabego
Sformulowanie silne

Ustalony przeplyw ciepta w obszarze dwuwymiarowym jest opisany proble-
mem brzegowym w formie

—g—;hl _g—z+f:0 ($1,$2)€Q (11)
gdzie
q1, g2 — wspOlrzedne wektora intensywnosci strumienia przepltywu cie-
pla,
f — intensywnos$¢ generacji ciepta wewnatrz ciala na jednostke po-

wierzchni w jednostce czasu.
Warunek brzegowy Dirichleta dla réwnania (1.1) ma postaé

T(x1,22) =T (1.2)

gdzie T jest dang temperatura na brzegu I'z, natomiast warunek brzegowy

Neumanna przedstawiony zostal w formie?

Gn = Q1M1 + @2n2 = ¢in; =G, 1=1,2 (1.3)

2Powtarzajacy sie wskaznik w iloczynie oznacza sumowanie.
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gdzie g,, jest dang intensywnoS$cig strumienia przeptywu ciepta przez brzeg I'y,
a ni i no sa wspdlrzednymi wersora normalnej zewnetrznej do brzegu.

Powyzsze rownanie nalezy uzupelni¢ rownaniem wiazacym gradient tem-
peratury ze strumieniem ciepla (nazywanym réwnaniem konstytutywnym dla
ciepla). Jest to réwnanie Fouriera w postaci

or

qi = _kijg
J

ij=1,2 (1.4)

gdzie k;; jest symetrycznym tensorem rzedu drugiego przewodnictwa ciepla.
Dla materiatu izotropowego

kij =k 64 i,j=1,2 (1.5)
gdzie d;; jest delta Kroneckera
1 dlai=j
Oij = o
0 dla 7 # j
W tym przypadku réwnanie Fouriera ma forme

k oT
B 63:2

qi = i,j=1,2 (1.6)
Podstawiajac (1.6) do (1.1), otrzymamy réwnane rézniczkowe rzedu drugiego
wyrazone przez funkcje temperatury

0 (kaT)-i- 0 (k?aT)—i-f_O 1.7)
8561 83:1 63:2 8:62 - (

Jesli przyjmiemy, ze k = const, to réwnanie (1.7) sprowadza sie do prostej
postaci
k(82T+82T)+f 0 1.8)
31‘12 31‘22 - ( '

Zauwazmy, ze dla otrzymania rozwiazania przyblizonego konieczne jest ob-
liczanie drugich pochodnych funkcji temperatury. W dalszym ciggu pokazemy,
ze formutujac to réwnanie w postaci stabej konieczna bedzie tylko aproksy-
macja pierwszej pochodnej funkcji temperatury, co upraszcza proces rozwig-
zywania.
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Réwnane rézniczkowe typu (1.8) wraz z warunkami brzegowymi nazywa
si¢ sformutowaniem silnym problemu.

Sformulowanie stabe

Sformutowanie stabe jest konstruowane w czterech krokach:
(1) Przemnozenie réwnania rézniczkowego przez dowolna funkcje.
(2) Przecalkowanie wyniku kroku 1 po rozwazanym obszarze 2.

(3) Calkowanie przez czesci z wykorzystaniem twierdzenia Greena-Gaussa
w celu zredukowania pochodnych do minimalnego rzedu.

(4) Wprowadzenie do funkcjonalu warunkéw brzegowych Neumanna.

Wymienione kroki postepowania zastosujemy do réwnania rézniczkowe-
go (1.1).
Krok 1. Mnozymy réwnanie (1.1) przez dowolna, odpowiednio regularna funk-
cje w(x;), ktéra transformuje réwnanie rézniczkowe do postaci (wezedniej réw-
nanie to zapisujemy po jednej stronie réwnosci)

w(@i)(=f + ¢ii) =0 (1.9)
. . . 2 8%
gdzie przyjeto oznaczenie ¢;; = Y. e
Krok 2. Catkujemy (1.9) po obszarze )
/w(%‘)(—f +¢i,i)d2 =0 (1.10)
Q

Krok 3. Catkujemy przez czesci sktadniki z pochodnymi wzgledem zmiennych
przestrzennych (w tym przypadku sktadnikami tymi sa wspélrzedne wektora
intensywnosci strumienia przeplywu ciepla), otrzymujac réwnanie

—/w(mi)fdﬂ—/w,iQidQ+/WQi”idF =0 (1.11)
Q r

Q

Krok 4. Wprowadzajac intensywnosci strumienia przeptywu ciepta g,, moze-
my catke na brzegu rozdzieli¢ na sume dwoch catek

/qudF: /qudf+/qudf (1.12)
r I'r T,
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Warunek brzegowy (1.3) uwzglednimy dla czesci brzegu I'y (¢, = G,,), nato-

miast dla brzegu I'r przyjmiemy w = 0. Podkreslmy bardzo wazny fakt, ze

przyjecie w = 0 nie oznacza utraty ogdélnosci rozwigzania, poniewaz funkcja

w jest dowolna, to znaczy, ze rozwazane réwnanie musi by¢ réwniez stuszne,

nawet jesli w jest rowne zeru na pewnej czesci obszaru rozwigzania.
Wykorzystujac to w réwnaniu (1.11), otrzymamy

—/w(xi)fdQ—/w7iqidQ+/qudF:0 (1.13)
Q Q T

q

Przyjmujac teraz, ze rownanie Fouriera jest stuszne w kazdym punkcie obszaru
Q, otrzymamy koncowsa postaé sformutowania stabego

—/wfdQJr/w,ikT,idQJr/wgndr:o (1.14)
Q Q I,

Rozwigzaniem jest funkcja temperatury T spelniajaca dla kazdego w jedno-
rodny warunek brzegowy w = 0 na brzegu I'7.

Zauwazmy, ze w powyzszym réwnaniu wystepuja juz tylko pierwsze po-
chodne, a nie drugie, jak to ma miejsce w wyjéciowym réwnaniu rézniczkowym
(1.1). Oznacza to ostabienie warunkéw koniecznych do spelnienia przez rozwia-
zanie, co uzasadnia nazwe: sformulowanie stabe. Réwnanie (1.14) nazywamy
nieredukowalnym, poniewaz nie ma juz dodatkowych réwnan, ktére mogtyby
by¢ wykorzystane do dalszej redukcji. Sformutowanie stabe jest podstawowym
modelem matematycznym dla budowania wielu rozwiazan aproksymacyjnych.

1.4. Przyktad sformulowania brzegowego

Zamiast kroku (4) opisanego w punkcie 1.3 mozna wykonaé inne przeksztal-
cenia, prowadzace do ogblnego wzoru na rozwiazanie zagadnienia (1.8), (1.2),
(1.3) i jednoczesnie do jego sformulowania w postaci brzegowego réwnania cal-
kowego. Bedzie do tego potrzebna pewna funkcja, zwana rozwigzaniem funda-
mentalnym réwnania rézniczkowego. Oznaczymy ja przez przez T* (nie mylié
z operatorem sprzezonym T%) i zdefiniujemy w nastepujacy sposob:

Definicja (rozwigzania fundamentalnego). Rozwigzanie fundamentalne
rownania (1.8) jest to funkcja T*(x1,x9,&1,&2) spelniajaca je dla kazdego
(z1,29) € R? po podstawieniu za ,obcigzenie” f(x1,x2) delty Diraca Oy ,60)
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modelujgce) jednostkowe, dodatnie Zrodlo punktowe, umieszczone w dowolnym
punkcie (&1,&) € R2.

Rozwiazanie fundamentalne spelnia wigec réwnanie

T 9T+ )
0x12 + 0192 + 5(51762) =0 V(&) € R (1.15)

i moze by¢ interpretowane jako funkcja wpltywu w punkcie (x1, x9) rozwiazania
rownania rézniczkowego dla obszaru rozciagnietego do calej ptaszczyzny, bez
narzuconych dodatkowych warunkéw, np. zanikania tej funkcji w nieskonczo-
nosci. Jest ono dla réwnania (1.8) nastepujaca funkcja:

1
T*(x1,22,&1,62) = —TIHTQ (1.16)

gdzie 72 = (z1 — &1)? + (22 — &)2.

Faktycznie argumentem logarytmu we wzorze (1.16) powinno by¢ wyraze-
nie (r/r9)?, gdzie ro jest arbitralnie przyjeta odleglodcia stuzaca do uzyskania
bezwymiarowosci. Wprowadzenie wielkosci rg jest rownowazne dodaniu statej
do rozwigzania fundamentalnego, a wigc zachowuje spelnianie warunku (1.15).
W praktyce stosuje sie wzor (1.16) w takiej postaci jak powyzej, rozumiejac
domyslnie, ze 1y jest dlugoscia jednostkowa. W obliczeniach numerycznych,
ze wzgledu na dokladnosé obliczen, zaleca sie takie przyjecie wartosci rg, aby
funkcja logarytm nie zmieniata znaku w calym obszarze obliczeniowym.

Réwnania (1.8) i (1.15) sa tylko symbolicznie podobne, gdyz d(¢, ¢,) nie
jest funkcja, a rozwiazanie fundamentalne, bedace logarytmem z odleglosci,
nie ma w punkcie (£1,&2) pochodnej. W celu wyjasnienia jak nalezy rozumieé
réwnanie (1.15) zajmiemy sie blizej delta Diraca i pochodna dystrybucyjna.

Pojecie pseudofunkcji delta wprowadzil intuicyjnie, bez rygoréw matema-
tycznych, fizyk P. Dirac w 1929 r., do modelowania jednostkowej sity skupionej
przylozonej w punkcie (&1, &) jako granicy ciagu pewnych funkeji D,, : R? —R

6(51752) :Jlinoo Dn($1,$2,£1,£2) (117)

gdzie n jest liczbg naturalng, a kazda funkcja D,, przyjmuje wartos¢ zero, poza

1
kotem o $rodku w punkcie (£1,&2) i o promieniu dlugosci —, oraz stala wartosé

w tym kole, réwna odwrotnosci jego pola. Funkcje D,, sa wiec zdefiniowane



18 1. Wstep

w nastepujacy sposob:

2
n
—, gdy (1 — &)+ (22— )2 <2
Dn(£1,£25£15£2) = ™ \/ (118)
0, gdy V@Ei—-&)?+@—8&)?%>1
i maja wtasnosc¢
/Dn(xl,xg,&,gg)dxldxg =1 Vn e N (119)

BQ

Przy malejacym promieniu — ich wartosci w punkcie (§1,£2) daza do nieskon-
czonodci, a w pozostatych pu%ktach plaszczyzny do zera. Warto tu wspomnie¢,
ze istnieje jeszcze wiele innych ciagoéw funkeji zbieznych do d(¢, ¢,)-

Delta Diraca faktycznie nie jest funkcja, tylko dystrybucja, czyli funkcjo-
natem liniowym i ciaglym na zbiorze funkcji klasy C* w R?. Funkcjonal
ten przyporzadkowuje funkcji ¢ € C*®(R?) pewna liczbe, oznaczmy ja przez
< d(¢, &), P >, bedaca wartoscia p w punkcie (£1,82). Mozna powiedzie¢, ze
funkcje ¢ shuza do testowania wtasnosci dystrybucji. W dalszych rozwazaniach
przyjmiemy standardowe oznaczenie wartosci funkcjonalu Diraca za pomoca
symbolu catki, czyli

<) >= / O(er,e0) (1, 22) dz1dze = (€1, &2) (1.20)

RQ
Delta Diraca ma te samg wtasnosé¢ co funkcje ciggu, ktérego jest granica, czyli
/6(51752) dxldCCQ = /Dn dxlde =1 \V/(gl,gg) ERQ (121)

R? R?

Scisle rzecz biorac, pierwsza z powyzszych calek nalezy rozumieé w sposGb
symboliczny, jako szczegélny przypadek réwnania (1.20).

Blizszego wyjasnienia wymaga jeszcze pochodna z funkcji T* we wzorze
(1.15). Jest ona pochodna dystrybucyjna i definiuje si¢ ja przez dzialanie na
funkcjach testowych ¢ w nastepujacy sposob:

o~ o
D27 pdridry = (—1)" / T* axf Vo € C®(R?),n € N,i=1,2

R’ R’ '

(1.22)



1.4. Przyktad sformulowania brzegowego 19

a réwnanie (1.15) nalezy rozumieé¢ zgodnie z wprowadzonymi pojeciami dys-
trybucji Diraca i pochodnej dystrybucyjnej, czyli ze zachodzi

(D Pe o (2
k/T Gra g ) dmdrs +e6) =0 Vi OF@Y)  (123)
RQ
Wréémy teraz do wzoru (1.11) i zastosujmy jeszcze raz calkowanie przez
czedci do drugiego sktadnika po lewej stronie. Otrzymamy w ten sposéb na-
stepujaca réwnosé:

—/wfdQ—/kw,ideQ—i—/kw,mdeF—F/wqinidF:0 Yw eV (1.24)
Q Q r r

gdzie V oznacza przestrzen funkcji odpowiednio regularnych. Jest to réwnanie
analogiczne do wystepujacego w zasadzie wzajemnosci prac Bettiego-Maxwella
stosowanej w mechanice. Funkcje T, f, ¢;n; opisuja jeden stan ciala Q (od-
powiednio temperature oraz ,obciazenia” objetosciowe i brzegowe), a funkcje
w, kw g, kw;n; drugi stan.

W dalszych przeksztalceniach bedziemy chcieli dokonaé podstawienia
w = T*. Nie mozna tego jednak zrobi¢ bezposrednio, gdyz wzér (1.24) zostal
wyprowadzony przez dwukrotne catkowanie przez czesci, a wiec przy zalo-
zeniu, ze funkcje w maja drugie pochodne. Nie zachodzi to dla rozwiazania
fundamentalnego w punkcie (£, £2). Dlatego najpierw nalezy odjaé od obszaru
Q koto o pewnym promieniu dhugosci € i o $rodku w punkcie osobliwosci, a na-
stepnie dokonac przejécia granicznego, zmierzajac z liczbg € do zera. W rezul-
tacie otrzymamy nastepujaca tozsamosé, bedaca odpowiednikiem tozZsamosci
Somigliany z mechaniki

cT(&1,&) = /f(561,332)T*(~’U1,562,€1,§2)d5'31d£62+
0
+ [P e, 6,00+ (1.25)
r

- Qn(ﬂcl,$2)T*(x17x27§1,§2)} At (2, 20)

gdzie symbol dt;, .,) 0znacza, ze r1,r2 sa zmiennymi catkowania

oT* oT*
) (1.26)

* Y A i
qn(x1,x2,81,&2) ((%1 ny + O2g N9
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1, gdy (&1,&2) nalezy do wnetrza

e={ (1.27)
2 gdy (&1,&2) nalezy do gladkiego brzegu T’

Inne polozenia punktu (£1,&2) oraz pewne szczegély wyprowadzenia wzoru
(1.25) beda omoéwione w rozdziale széstym.

Najwazniejszym rezultatem przeksztatcen wykonanych w tym punkcie jest
tozsamos$é Somigliany (1.25), czyli ogélna postaé rozwiazania zagadnienia (1.8),
(1.2), (1.3), spelniajaca réwnanie rézniczkowe (1.1) dla dowolnych wartosci
funkcji T'(t), gn(t) wzdluz brzegu I'. Jezeli dodatkowo tak dobierzemy T'(t) na
I'y i gn(t) naI'r, aby pole temperatur spelniato warunki brzegowe (1.2) i (1.3),
to uzyskamy poszukiwane rozwiazanie calego problemu.

Przyktadowo przyjmujac dla uproszczenia, ze zadane sa tylko warunki brze-
gowe Dirichleta, czyli ze wzdluz catego brzegu I' znamy temperature, ktora
oznaczymy przez 1(t), warunek na niewiadoma intensywnosé strumienia cie-
pla g, (t) na tym brzegu z warunku uzyskanego przez zapisanie réwnania (1.25)
dla punktéw brzegowych przyjmie postaé:

ZnaleZé funkcje qn(t) : T — R takq, Ze

/QH(xla xQ)T*(‘le X2, 515 52) dt(l‘l,xg) =
T

(1, 22) T (21, 2, &1,&2) drdzo+

(z1, 22)q (1, w2, €1, &2) Ab (4, 4oy — T (€1, &2) V(1,&) el

/!
o

(1.28)

Roéwnanie (1.28) jest brzegowym réwnaniem catkowym dla rozwazane-
go problemu. Po jego rozwigzaniu, np. metoda elementéw brzegowych, wzoér
(1.25) pozwala obliczy¢ wartosé temperatury w dowolnym punkcie obszaru €.



Rozdziat 2

Pewne pojecia i definicje
z analizy funkcjonalnej

2.1. Liniowa przestrzen wektorowa

Uogdlniajac koncepcje zwyktych wektorow geometrycznych w przestrzeni eu-
klidesowej wprowadzimy pojecie przestrzeni wektorowej, ktorej elementy (se-
kwencje liczb lub funkcji) bedziemy nazywaé wektorami abstrakcyjnymi (krét-
ko: wektorami). W szczegdlnosci dla naszych celéw sa wazne przestrzenie wek-
torowe liniowe, unormowane.

Liniowq przestrzeniq wektorowq (ktéra, jesli nie bedzie to budzito watpli-
wosci, krétko nazywaé bedziemy tez przestrzenia wektorowa) nad cialem liczb
rzeczywistych! R nazywamy zbiér wektoréw wu, v, w, ..., w ktérym wpro-
wadzono dwa dzialania (zwane tez odwzorowaniami): dodawania wektoréw
i mnozenia wektora przez liczbe.

Przestrzen musi by¢ domknieta ze wzgledu na oba dziatania, co w mechani-
ce oznacza, ze dodajac dwa pola przemieszczen kinematycznie dopuszczalnych,
musimy otrzymaé pole, ktore jest rowniez kinematycznie dopuszczalne. Dla-
tego, przyktadowo rozwazajac w rozdziale 4 metody rozwiagzan przyblizonych
probleméw opisanych przez réwnania rézniczkowe, bedziemy w pierwszym rze-
dzie przyjmowali jednorodne warunki brzegowe. W przypadku bowiem niejed-
norodnych warunkéw brzegowych mamy juz do czynienia z warunkami brzego-
wymi, ktére nie maja struktury liniowej przestrzeni wektorowej. Uwzglednienie

!Jest to zbidr liczb rzeczywistych wyposazony w stosowne struktury algebraiczne.
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takich warunkéw wymagaé bedzie dodatkowych rozwazan (patrz punkt 3.7).

Przyktad 2.1. Niech P bedzie zbiorem wielomianéw algebraicznych stopnia
nie wiekszego niz n zmiennej x nad ciatem liczb rzeczywistych.

Dodawanie wektoréow jest teraz zwyktym dodawaniem wielomianéw, a mno-
zenie wektoréw przez skalary zwyklym mnozeniem wielomianéw przez elemen-
ty zbioru R . P jest wiec liniows przestrzenia wektorowa. Typowy element
zbioru P ma postaé: p(z) = ag + a1x + asx?® + . .. + a,x". Zauwazmy, ze zbiér
wielomianéw stopnia dokladnie rownego n nie jest przestrzenia liniowa, bo
suma takich wielomianéw moze mie¢ stopien mniejszy.

Przyktad 2.2. Zbiér Cla, b] wszystkich ciagltych funkcji rzeczywistych w prze-
dziale [a, b], z prawami dodawania wektoréw i mnozenia przez skalar

(f+9)(x) = f(z) + g(z)
(af)(z) = af(x)

jest liniowa przestrzenia wektorowa.

Przyktad 2.3. Niech V bedzie zbiorem wszystkich funkcji z ciggtymi dru-
gimi pochodnymi, zdefiniowanych w przedziale [0, L] i spelniajacych réwnanie
rézniczkowe

d?u du
Zbiér V jest liniowa przestrzenia wektorows ze wzgledu na prawa dodawania
i mnozenia przez skalar, podane w przyktadzie 2.2.

2.2. Transformacja liniowa

Transformacja T (nazywana tez réwnowaznie odwzorowaniem, operatorem,
funkcjq abstrakcyjng) z przestrzeni wektorowej U do innej przestrzeni wekto-
rowej V jest to przypisanie kazdemu elementowi u € U w sposdb jednoznaczny
elementu v € V| co zapisujemy v =TulubT: U — V.

Transformacja T': U — V nazywa sie liniowa wtedy i tylko wtedy, gdy

T(auy + fug) = oT'(u1) + BT (u2) (2.1)

dla kazdych ui,us € Ui «,8 € R. W przeciwnym przypadku transformacja
jest nieliniowa.
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Przyktad 2.4. Niech U = C?[a,b] bedzie zbiorem funkcji dwukrotnie r6z-
niczkowalnych w [a,b] 1 V = Cla, b] bedzie zbiorem funkcji ciagtych w [a, b].
Wykazemy, ze transformacja

5 b
d“u
Tu = clu—l—@@ +c3/K(m,y) u(y) dy

gdzie c1,co 1 c3 sg funkcjami x, jest liniowa.
Dla dowolnych uy,us € U i liczb rzeczywistych «,  mamy
d2

T(au; + /B’LLQ) = ci(au; + ﬁUQ) + CQ@ (ouy + ﬁUQ)-i-

b
+as [ K(wy)lou () + Fua(y)ldy =

b
d?u
= crau; + 02(1?21 + 0304/K(96,y)u1(y)dy+
a

2

b
d“u
F e+ b+ esf [ K(oyualy)dy =

dx
= aT'(u1) + BT (uz)

Zauwazmy, ze operator T' jest sumg trzech operatoréw liniowych

2,, b
T =ew  Tw=cGy T =e [ Ky

W metodach przyblizonego rozwiazywania probleméw brzegowych wyko-
rzystujemy transformacje liniowg w przestrzeni skonczenie wymiarowej. Taka
transformacja jest wowczas reprezentowana przez macierze.

Niech U i V beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi
i niech T: U — V bedzie operatorem liniowym. Przez {®, ®o,..., P, } oraz
{U1, Vs, ..., ¥,,} oznaczymy bazy przestrzeni U i V. Elementy tych przestrze-
niw € U iv &€V mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

n m

u = Zaifbi v = Zﬁj\llj (2.2)

i=1 j=1
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W ten sposéb, dla dowolnego u € U, transformacja T(u) = v moze by¢
przedstawiona jako

n m
i=1 j=1
Poniewaz T'(®;) € V, to mozemy napisaé

m
T(®;) =Y t;9; (2.4)
j=1
Wykorzystujac (2.4) w (2.3), mamy

m
A TR
7=1 7

n

al(i t]‘i\pj) =0 (2.5)
1 j=1

lub dla kazdego wektora bazy ¥; # 0
Z(ﬁj - Z tjia;) =0 (2.6)
j i=1

Powyzsze réwnanie ma nastepujaca posta¢ macierzowa:

gl tin tiz ...t | |
2 t t R (6%)
2| 2 |t fe2 2 . (2.7)
ﬁm tml th . tmn ap

Macierz [ti;] reprezentuje tranformacje liniowa w relacji do baz {®;}"
i{w,;}m.

Przyktad 2.5. Rozwazmy transformacje T bedaca obrotem plaszczyzny
(x,y) wokoét osi z o kat 6.

Punkt (x,y,z) jest odwzorowany w punkt (z/,4',z). Transformacje T :
R? — R? wyraza zaleznoéé

T(z,y,z) = (xcosh —ysinb, xsinh + ycosb, z)



2.3. Formy: liniowa, dwuliniowa i kwadratowa 25

Mozemy tez napisaé, ze

T(e;) =T(1,0,0) = (cosf, sinf, 0) =cosf & +sinf e + 0 €3
T(e2) =T(0,1,0) = (—sinf, cosf, 0) = —sinfh & + cosh e + 0 &3
T(ég) = T(0,0, 1) = (0,0,1) =0e;1+0e+1e€;
Stad macierz T w relacji do bazy (€1, €2, €3) jest dana wzorem

cosf sinf 0

T=| —sinf cosf O
0 01

2.3. Formy: liniowa, dwuliniowa i kwadratowa

Formg liniowg lub funkcjonatem liniowym nazwiemy transformacje liniowsa [
z liniowej przestrzeni wektorowej U do przestrzeni liczb rzeczywistych R .

Przyktad 2.6. Przykladem funkcjonatu liniowego w R™ jest
n
fx) =" fixi
i=1

gdzie z; sa wspdlrzednymi wektora x € R", a f; wspélrzednymi wektora f.
Oczywiscie, iloczyn skalarny zwyktych wektoréw jest tylko przypadkiem szcze-
gblnym powyzszego wyrazenia. Kazdy bowiem funkcjonat liniowy w R mozna
zapisa¢ w formie iloczynu skalarnego

f(X) = (f, X)

Przyktad 2.7. 1. Niech V = L5[0, 1]? i funkcjonat liniowy w V' zdefiniowany
bedzie wzorem

1
I(v) = / Flz)o(z)dz
0

2L2(Q) jest przestrzenia wektorows wszystkich funkcji v € L2(2) catkowalnych z kwa-
dratem w obszarze Q: f |o(z)]2dz < oco.
Q
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gdzie f jest dowolna funkcja.
Funkcjonal [ jest liniowy, poniewaz jest jednorodny

1

1
l(aw) = /f(w)ow(x)dx = a/f(x)v(w)dx = al(v)
0

i addytywny

Innymi przyktadami funkcjonatu liniowego sa

b
o) = [ f@p@da+aqod). o) = [()u+ gy

Q
Zauwazmy, ze funkcjonaly

b b

d
l(v) = /Ud—id% l(v) = /f(x)vdw +c, c jest stalg

a a
nie sa funkcjonatami liniowymi.

2. Niech S bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia Ls[0, 1] z baza {®;}!" , oraz
niech [ bedzie funkcjonalem liniowym, zdefiniowanym jak w punkcie 1. Wéw-
czas, dla v € S, mozemy napisaé
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gdzie

:/lf(:c)q)Z x)dz
0

Roéwnanie to jest reprezentantem funkcjonatu liniowego [(e) na zbiorze S.

W mechanice szczegélna role spelnia forma kwadratowa, jaka jest wyraze-
nie na catkowitg energie potencjalna, odwzorowujace przestrzen przemieszczen
w skalar bedacy miara energii uktadu. Pierwsza wariacja formy kwadratowej
jest przyktadem formy dwuliniowej. Formalna definicja formy dwuliniowej jest
nastepujaca:

Niech U i V beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym ciatem
liczb rzeczywistych R . Forma dwuliniowa, oznaczong jako B(u,v), nazywamy
operator B : U xV3 — R , ktéry odwzorowuje pary (u,v), u € U, v € V wR
i spelnia warunek analogiczny do (2.1)

B(ouy + fug, pvp + Avg) =
= apB(ui,v1) + aAB(u1,v2) + BuB(ug,v1) + BAB(ug,v2) (2.8)

dla wszystkich ui,us € U, v1,v9 € V i skalarow «, 3, pu, A

Podobnie do transformacji liniowej, forme dwuliniowg mozna réwniez przed-
stawi¢ w przestrzeni skoniczenie wymiarowej w postaci macierzowej. Wykorzy-
stujac (2.2), mozemy napisaé

3

B(u,v) = B (Z P, Zﬁj ) :iiaiﬁjB(@u‘I’j) =

i=1 i=1j=1 (2.9)

3

Z Z a;Bibij = oTBS  gdze bij = B(®;,¥;)

.

Macierz B przedstawia forme dwuliniowa ze wzgledu na bazy {®;} i {V;}.

Forme dwuliniowa B(e,e) : U x U — R nazywamy symetryczng, jesli
B(u,v) = B(v,u) dla wszystkich u,v € U (czyli, ze b;; = bj;). Jesli B(u,u) =0
dla kazdego u € U, to taka forme dwuliniowa nazywamy skosnie symetryczng
(i wowczas b;j = —bj;). Kazda forme dwuliniowa mozna jednoznacznie przed-
stawi¢ jako sume formy dwuliniowej symetrycznej i formy dwuliniowej skosnie
symetrycznej.

3Zbiér U x V nazywamy iloczynem kartezjanskim zbioréw U i V.
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Przyklad 2.8. Rozwazmy réwnanie operatorowe
Au= —V?u=f w Q€ R? (2.10)

gdzie A : C?(Q) — Ly(). Forme dwuliniowa B(u,v), u,v € C?(Q), zdefiniu-
jemy wzorem

B(u,v) :/Auvdx:—/VZUde:
Q Q

= !(VU)TVQ} dx — ﬁ(Vu)Tnv ds

gdzie wprowadzono zapis macierzowy

V= : ’ ’ t kt dientu.4
= 95, 01 07 operator wektora gradientu,

n — wektor jednostkowy, normalny do brzegu I,

T — jest oznaczeniem transpozycji.

Forma B(u,v) jest liniowa ze wzgledu na u i v, lecz w ogélnosci nie jest
symetryczna. Jesli jednakze A : S C C%(Q) — La(Q), gdzie S zawiera funkcje,
ktére znikaja na brzegu I' obszaru €2, to wowczas

B(u,v) = / (V)T Vodz (2.11)
Q
jest symetryczng forma dwuliniowa. Stwierdzamy wiec, ze dwuliniowy funkcjo-
nal B(u,v) jest symetryczny ze wzgledu na swoje argumenty, jesli B(u,v) =
B(v,u) dla wszystkich v i v. Zauwazmy, ze funkcjonal

B(u,v) = /b(p(x)u-v—i-q(x)j—;-v)dx

a

jest dwuliniowy, lecz nie jest symetryczny.

"W nawiasach klamrowych {---} bedziemy pisaé¢ poziomo wektor kolumnowy.



2.3. Formy: liniowa, dwuliniowa i kwadratowa 29

Jedli S jest podprzestrzeniag skonczenie wymiarows z baza {‘I)i}fip to mo-
zemy napisaé¢ wzory u = Zf\il a;®;, v = Zévzl B;j®; oraz

N N
B(u, ?)) = Z Z bijaiﬂj (2.12&)

i=1j=1

gdzie
bij = B(®;, ®;) (2.12b)

Zauwazmy, ze aby B(u,v) moglo byé wyrazone przez réwnanie (2.11), to
wszystkie funkcje ®; powinny znikaé na brzegu I.

Przenoszac f w réwnaniu (2.10) na lewa strone i mnozac wynik przez
®; € S oraz calkujac po obszarze (), otrzymamy

/(vq%-)Tvu dz — /(I)if dz =0
Q Q

lub
N
Z bz‘jOéj — fZ =0 (2.13)
j=1

gdzie b;; jest dane wzorem (2.12b), a f; wyraza wzér

fizglf@idx

W ten sposéb rozwiazanie réwnania (2.10) z warunkiem, ze © = 0 na brzegu
I', w skonczenie wymiarowej podprzestrzeni S, wynosi

N
u = ZO[]' ‘1)]' (214)
7=1

gdzie o otrzymamy, rozwiazujac ukltad réwnan algebraicznych (2.13). Przy-
ktad ten prezentuje idee metod wariacyjnych rozwigzan przyblizonych, oma-
wianych w rozdziale 4.

Niech U bedzie przestrzenia wektorowa, a B(e,e) forma dwuliniowa w U.
Formg kwadratowq nazwiemy funkcjonal Q(u) zdefiniowany w U i taki, ze

Q(au) = a*Q(u) (2.15)
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Dla przykladu Q(u) otrzymamy, podstawiajac v = u w (2.11): Q(u) =
B(u,u). W ogdlnodci, jesli B(e,e) jest suma czesci symetrycznej i czedci skosnie
symetrycznej, to Q(u) = B(u,u) oznacza, ze Q(u) jest calkowicie okreslone
przez czes¢ symetryczng formy dwuliniowej. W ten sposob stwierdzamy, ze
dwie rézne formy dwuliniowe z ta sama czescia symetryczng generujg ta sama
forme kwadratowa.

2.4. Normy w przestrzeni wektorowej

W analizie probleméw inzynierskich przestrzeniami wektorowymi sg przewaz-
nie przestrzenie funkcyjne. W celu badania istnienia i jednoznacznosci roz-
wigzania probleméw brzegowych i ich aproksymacji musimy okresli¢c w tej
przestrzeni miare diugosci wektora, odleglosci pomiedzy dwoma wektorami
i #loczyn skalarny dwbéch wektorow. Sa to pojecia analogiczne do tych, ktore
wystepuja przy rozwazaniu wektoréw geometrycznych.

Przestrzen wektorowa, w ktorej jest zdefiniowana norma nazywa sie prze-
strzenig wektorowq unormowang. Kazda przestrzen unormowana to przestrzen,
metryczna, w ktorej jest zdefiniowane odwzorowanie nazywane metrykg lub
odleglosciag. Wazna wtlasnoscia przestrzeni unormowanej jest jej zupelnosc.
Formalna definicja przestrzeni zupelnej wymaga wprowadzenia pojecia ciggu
Cauchy’go.

Cigg Cauchy’ego elementéw przestrzeni unormowanej V jest ciagiem {u,}
takim, ze dla dowolnego € > 0 istnieje liczba N > 0 taka, ze

|un —um ||< € dla wszystkich n,m > N (2.16)

gdzie ||e|| jest oznaczeniem normy.

Nie wszystkie ciagi Cauchy’ego sa zbiezne, mozna jednak udowodnié¢, ze
kazdy ciag zbiezny w przestrzeni unormowanej jest ciagiem Cauchy’ego.

Przestrzen unormowana nazywamy zupeing, jesli kaZdy ciag Cauchy’ego
jest w niej zbiezny (do punktu, ktéry nazywamy punktem granicznym). Prze-
strzen unormowang zupelna nazywamy przestrzeniq Banacha.

Zupelnosé przestrzeni wektorowej jest wykorzystywana w teorii aproksy-
macji do dowodzenia zbieznosci rozwiazania przyblizonego, tatwiej bowiem
udowodnié, ze dany cigg jest ciggiem Cauchy’ego niz ze jest zbiezny. Rozwia-
zujac wiec dane réwnanie, konstruujemy ciag rozwiazan aproksymacyjnych
i wykazujemy, ze jest to ciag Cauchy’ego. Nastepnie, poniewaz przestrzen jest
zupelna, wnioskujemy, ze ciag ten jest zbiezny do elementu tej przestrzeni.
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Przyjmiemy nastepujaca definicje normy w przestrzeni wektorowej:

Niech V bedzie liniowa przestrzenia wektorowa nad cialem liczb rzeczywi-
stych R. Norma w przestrzeni wektorowej V jest to funkcja, ktora transformuje
kazdy element u € V' w liczbe rzeczywista |||, taka ze ||| spelnia nastepu-
jace warunki:

(1) Jlull=0 i ||ul|=0 wtedy i tylko wtedy u =0 (dodatnio$¢)
(2)  Jau||=| a||ul, a€R (jednorodnosé) (2.17)
3) fu+ov|<|ul| +|v], wu,veV (nieréwnosé trojkata)

Z kazda norma jest zwiazana metryka (lub odlegtosc)
d(u,v) =[ju—v]| (2.18)

Tak zdefiniowana metryka nazywa sie metrykq naturalng indukowang przez
norme.

Zauwazmy, ze norma || e || w przestrzeni wektorowej V jest specjalnym
funkcjonatem, ktéry odwzorowuje przestrzen iloczynu kartezjanskiego V x V
w przestrzen liczb rzeczywistych

s :VxV =R

Oczywiscie aksjomaty normy sg spetnione przez dtugoéé¢ wektora geometrycz-
nego, x € R"

n
Ixll= el = VX = | > a2
i=1
W tym przypadku dlugo$é wektora x jest dana przez d(x,0) =||x||= |x]|.

Mozemy wiec precyzyjnie powiedzieé, ze przestrzen metryczna jest to para
zlozona z pewnego zbioru V i funkcji d(u,v) o wartodciach rzeczywistych,
okreslonej na produkcie V' x V' i spelniajacej warunki (2.17).

Przyktad 2.9. Niech V = C]0,ty] bedzie zbiorem funkcji rzeczywistych,
ciaglych w przedziale [0, o).
Przyktadami norm sa:

norma L @ || 2 ||co= sup{|z(t)] : 0 <t < to}

to
norma Lg : ||z o= [/ 2 (t)[2d]
0
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Jesli u(z,y) = sinmz sinmy jest zdefiniowana w C(2), gdzie Q jest kwa-
dratem jednostkowym

Q={x=(z,y), 0<zr <l 0<y<1}
to norma Lo wynosi

11 /2

1

|ullo= [//sin%r:c sinmy dz dy =3
00

natomiast norma L., jest rowna

|u]loo= sup {|sinmz sinmy|} = u(1/2, 1/2) =1
0<z<1

0<y<!

Odleglo$é pomiedzy dwiema funkcjami u = sin7z sin7y i v = 2 w sensie

2
normy Lo wynosi

11 1N\ 2 1/2 1 1 472
|u—vllo= [O/O/(Sinwx sinmy — 5) dxdy] = [Z—i— 1 F} = 0.3077

natomiast w sensie normy L,

. . 1
|lu—v|lw= sup {|sinmz sinTy — 5|} =3

TS

0<y<1

Wartosé || u—v ||eo= 1/2 wystepuje w punktach (z,y) = (0,y), (z,0), (1/2,1/2).

Podzbior S przestrzeni unormowanej nazywamy domknietym, jesli zawiera
wszystkie swoje punkty graniczne. Podzbiér domkniety jest wykorzystywany
przy rozwigzywaniu réwnan metodami polegajacymi na konstruowaniu roz-
wigzan przyblizonych, z ktorych kazde nalezy do zbioru funkcji S posiadaja-
cych pewne wtasnosci. Jesli S jest zbiorem domknietym i je$li udowodnimy,
ze sekwencja tych rozwiazan jest zbiezna, to jej granica takze nalezy do S.

Niech S7 1 55 beda dwoma podzbiorami przestrzeni unormowanej V' takimi,
ze S1 C So. Méwimy, ze S1 jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety
i ograniczony, to znaczy, jesli dla kazdego v € Ss i kazdego € > 0 istnieje u € S
takie, ze

[u—vlv<e
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Przestrzen unormowang V nazywamy rozlgczng, jesli istnieje w niej zbidr
przeliczalny (tzn. z elementami, ktére mozna ulozyé sekwencyjnie), ktéry jest
zwarty w V. Przestrzen Lo(€2) stanowi przyktad podprzestrzeni roztacznej, po-
niewaz w przestrzeni tej zbiér wszystkich wielomianéw z wymiernymi wspot-
czynnikami jest zwarty i przeliczalny.

2.5. lloczyn skalarny

Wprowadzona w poprzednim punkcie definicja normy umozliwia okreslenie
réznicy pomiedzy dwoma wektorami w przestrzeni wektorowej, w sensie ich
dtugosci lub odlegtosci pomiedzy nimi. Teraz, dla okreslenia ,kata” lub ,orien-
tacji” pomiedzy dwoma wektorami, wprowadzimy koncepcje iloczynu skalar-
nego w przestrzeni wektorowej, analogicznie do iloczynu skalarnego, definio-
wanego dla wektoréw geometrycznych.

Lloczyn skalarny w liniowej przestrzeni wektorowej V jest forma dwuliniowa
okresélong na iloczynie kartezjanskim V x V', ktéra z kazda para wektorow
u,v € V wiaze skalar, oznaczony (u,v), i spelnia nastepujace warunki:

(1) (u,v) = (v,u) (symetria)
(2) (au,v) = a(u,v) (jednorodnosé) (2.19)
(8) (w1 +u,0) = (u1,0) + (us,0)  (addytywnosc) |
4) (u,u)>01i (u,u) =0, <= u =0 (dodatnia okreslonos¢)
dla kazdego u,uj,us, v € ViaeR.
Tloczyn skalarny jest zwiazany z norma wzorem
=/ (u,u) (2.20)

Tak obliczona norma nosi nazwe metryki naturalnej generowanej przez iloczyn
skalarny.
Wazna wtasnoscia iloczynu skalarnego jest tzw. nieréwnosé¢ Cauchy’ego-

-Schwarza
[(u, 0)] </ (u,w)(v,0) =[[ull|[v]| (2.21)

Znak réwnosci ma miejsce tylko wtedy, jesli u i v sg liniowo zalezne.
Przestrzen wektorowa, w ktorej jest zdefiniowany iloczyn skalarny nazywa
sie przestrzeniq iloczynu skalarnego (lub przestrzenig unitarng).
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Przyklad 2.10. Niech V =R" i x,y € R". lloczyn skalarny

n
(xy)=x-y=Y il (2.22)
i=1
spelnia aksjomaty (2.19), x i y sa wektorami w n-wymiarowej przestrzeni
Euklidesa i stad wynikiem jest liczba.

Przyktad 2.11. Tloczyn skalarny Ly (Q). Niech V = Ly(Q), Q C R3.
Definiujemy

(u,v)p = /uvdx (2.23)
Q
dla wszystkich u,v € Ly(€2). Jest widoczne, ze iloczyn skalarny (u,v)o spelnia
wlasnosci (1),(2) 1 (3) w (2.19). Dla sprawdzenia wlasnosci (4) podstawimy
v =u do (2.23)

(u,u)p = /qux >0
Q
Ro6wnosé ma miejsce tylko wtedy, jesli w = 0. Tak wiec (u,v)q jest ilo-
czynem skalarnym i nazywamy go iloczynem skalarnym Lo. Norma naturalng
generowana przez iloczyn skalarny jest norma Lo, ||u||o.
Dla przyktadu — iloczyn skalarny Lo funkcji u = sinwx sinwy i v = x
w kwadracie jednostkowym wynosi

11
12
(u,v)o ://sinwx sinmy - xdaedy = —— = 0.2026
T
0 0

2.6. Przestrzen Hilberta

Przestrzeniq Hilberta nazywamy przestrzen zupelng z metryka naturalna ge-
nerowang przez iloczyn skalarny:.

Przyklad 2.12. Przestrzen euklidesowa R™

Przestrzen euklidesowa n—wymiarowa jest przestrzenig Hilberta. Iloczyn
skalarny w R zostal zdefiniowany przez (2.22). Wykorzystujac, ze R jest
zupelna, mozna udowodnié, ze R™ tez jest zupelna. Zupetnosé R™ impliku-
je z kolei zupelnosdé¢ wszystkich skonczenie wymiarowych liniowych przestrzeni
wektorowych.
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Przyktad 2.13. Przestrzen Hilberta H™(Q2), m =0, 1, 2, ...

Najwazniejszym przykladem przestrzeni Hilberta jest przestrzen HY(Q)
z iloczynem skalarnym Lo((2). Przestrzen Hilberta pierwszego rzedu H'(Q)
jest specjalnym przypadkiem tzw. przestrzeni Sobolewa z iloczynem skalarnym
uwzgledniajacym takze pochodne pierwszego rzedu

B ou Ov ou Ov ou Ov de dipad
(u’v)l_/<uv+8—m8—m+8—m8—w2+8—ma—m> @1 dy des

Przez analogie do powyzszego wzoru bedziemy definiowali i rozumieli prze-
strzen Hilberta m rzedu, wlaczajac do definicji iloczynu skalarnego pochodne
do rzedu m wtacznie. Dodatkowo wprowadzimy oznaczenie przestrzeni Hj"(12)
dla przestrzeni Hilberta, bedacej liniowa podprzestrzenia funkcji z H™(Q),
ktore znikaja razem ze swoimi pochodnymi az do rzedu m — 1 na granicy
obszaru ).

2.7. Uogdlnione catkowanie przez czesci

Calkowanie przez czesci jest czesto wykorzystywane przy budowaniu sformuto-
wania catkowego dla réwnan rézniczkowych. Ponizej podamy stosowne wzory,
ktére czesto bedziemy wykorzystywali.

Calkowanie przez czesci funkcji jednej zmiennej

Przyjmijmy, ze u i v sg wystarczajaco ciagtymi funkcjami zmiennej x. Wzér
catkowania przez czesci ma postaé

b b b

/w%dx = /wdv = —/vi—:dx + w(b)v(b) — w(a)v(a) (2.24)

a a a

co bezposrednio wynika ze scatkowania w przedziale (a,b) identycznosci

d dw dv
dm(w'v) N dxv+wdm
Rozwazajac wyrazenie catkowe
[odu d(du)d o
/wde x_/wdx az) " T ) Ve

a a
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gdzie v = du/dz, otrzymamy po wykorzystaniu (2.24) identycznosé

b2 .
/w%dx = —/vi—xdx +w(b)v(b) — w(a)v(a) =

“ (2.25)

B bdudwd bdu
~ ) dr dz v+ w(b)

Podobnie, stosujac dwukrotnie catkowanie przez czesci, dostaniemy

b

d4wd B d?w d?v d?w | do d%w | dv
Yt T / PEZEr TR Poll B el i el R e
a a a a b b (226)
3w 3w
+U(b)@ b—v(a)@ i

Uogéblnione catkowanie przez czesci funkcji dwoéch zmiennych

Calkowanie przez czesci w dwoch i trzech wymiarach wykonuje sie, wy-
korzystujac twierdzenie Gaussa o dywergencji. Pokazemy to dla przypadku
dwuwymiarowego.

Twierdzenie 1 (Gaussa o dywergencji)
/ divqdQ = 7{ q'ndl (2.27)
Q r

gdzie div q jest dywergencjqg wektora q zdefiniowang wzorem

0qz O
divq:i—i-ﬂ

2.2
ox oy (2.28)

oraz §) jest oznaczeniem obszaru o powierzchni €2, a I' — jego brzegiem o nor-
malnej zewnetrznej do brzegu n. T oznacza transpozycje.

Twierdzenie 2 (Greena-Gaussa — uogdélnione catkowanie przez czesci)

/¢diqu9 = f¢andr — /(W)qua (2.29)
Q T Q
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gdzie ¢(x,y) jest funkcjq, a Vo wektorem gradientu

Vo= (2.30)

Przyklad 2.14. Dany jest problem brzegowy w formie

d?u d%u

X
29— —3— Z=0
2 dy2+(ac+y)u+y

z odpowiednimi warunkami brzegowymi, zdefiniowany na prostokacie Q(z,y),
l<zr <3, 1<y <2,
Calkowanie przez czesci réwnania catkowego

2d2u 3 “u Va0 =0
/¢< dz? dy2+(x+y)u+y) a
Q

prowadzi do wyniku

ar— 22492 40— [32% 40 ar
/ oz O /8:6 ox _/ 8y¢ny *

/3‘;;‘ g‘jd9+/<x+y)u+ >¢dQ_0

dzie n,, n, sa wspolrzednymi wersora n.
zy Ty



Rozdziat 3

Modele matematyczne
w mechanice

3.1. Twierdzenie Frecheta-Riesza

W rozdziale tym bedziemy rozwazali sformulowania wariacyjne réwnan ope-
ratorowych w formie

Au=f w () (3.1)

gdzie A jest operatorem liniowym lub nieliniowym z przestrzeni unitarnej U
do innej przestrzeni unitarnej V. Réwnanie (3.1) jest abstrakcyjna postacia
wielu réwnan wystepujacych przy rozwiazywaniu probleméw inzynierskich.

Jest to model matematyczny w sformutowaniu lokalnym i na przyktad
w teorii sprezystoéci réwnania takiego modelu otrzymujemy w rezultacie roz-
patrzenia wlasnosci ciala sprezystego w punkcie materialnym.

Przykltad 3.1. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

9 Pu  0%u

u=0 na I’ (3.2b)

gdzie Q C R? jest plaszczyzna, a I’ — brzegiem obszaru Q. Jest to tzw. problem
Dirichleta dla réwnania Poissona.

Zatozymy, ze f € C(Q), Q2 = Q + I'. Klasycznym rozwiazaniem problemu
(3.2) jest funkcja u(z,y), ktéra jest ciagta w obszarze domknietym Q, spetnia
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réwnanie (3.2a) w obszarze otwartym € i jest réwna zeru na brzegu I'. Przez
zalozenie, ze f € C(Q), rozwigzanie u(z, y) nalezy do C%(Q) przestrzeni funkcji
ciaglych, wraz z pochodnymi az do drugiego rzedu, oraz réwnych zeru na
brzegu I'. Zbiér tych funkcji dopuszczalnych

Dy ={u(x) € C*Q), xc QCR?* u=0naT}

tworzy przestrzen liniowa, poniewaz jesli u; i ug sa dowolnymi funkcjami z D 4,
to wéwczas ich kombinacja liniowa auy + Bue, dla dowolnych skalarow a i 3,
rowniez nalezy do Dy. Nalezy zwroécié uwage, ze dla niejednorodnych wa-
runkéw brzegowych, np. 4 = ¢g na I' zbior D4 nie jest przestrzenia liniowa,
poniewaz dla ui,us € Dy mamy uy + us = 2g na brzegu I' tak, ze warunek
u1 + uo = g na brzegu I nie jest spelniony.

Powyzszy problem mozna sformutowaé nastepujaco: nalezy znalezé u € D 4
takie, ktére spelnia réwnanie (3.2a). Zauwazmy, ze warunek brzegowy (3.2b)
jest wlaczony do specyfikacji przestrzeni D 4.

Przestrzen D, nazywamy dziedzing (domeng) operatora A. Operator

A = —V? przypisuje do kazdej funkcji v € Dy funkcje v = —V?2u ciagla
w . Zbiér wszystkich funkcji v = —V?2u jest réwniez przestrzenig liniowa
i nazwiemy go zakresem operatora A = —V? oraz oznaczymy przez R(A).

Oprécz operatoréw rozniczkowych rozwazaé bedziemy réwniez operatory
macierzowe. Na przyktad rozwiazanie réwnania rézniczkowego metoda waria-
cyjng prowadzi do koniecznoéci rozwigzywania uktadu réwnan algebraicznych,
przedstawionego w formie macierzowej. Dlatego tez zainteresowani jesteSmy
podaniem warunkéw, pod ktérymi réwnanie operatorowe (3.1) ma rozwia-
zanie, przy czym zalozymy, ze dokladne metody rozwiazania nie moga by¢
zastosowane i musimy skorzystaé¢ z metod przyblizonych. Takimi metodami sa
metody wariacyjne, oméwione w rozdziale 4, ktore wykorzystuja sformutowa-
nia wariacyjne réwnain.

Funkcjonal liniowy zdefiniowany w punkcie 2.3 jest specjalnym rodzajem
operatora liniowego i wprowadzone tam definicje sa réwniez wazne dla opera-
toréow liniowych. W podobny sposéb definiuje si¢ funkcjonaly liniowe w prze-
strzeni Hilberta.

Rozwazmy przestrzen unitarng V i niech vy bedzie ustalonym elementem
w V.

Operator [ zdefiniowany jako

l(u) = (vo,u) dla kazdego u € V'
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jest funkcjonatem liniowym, poniewaz
l(au + ﬁv) = (’U(], au + ﬂ’[)) = a(vo’ u) + ﬂ(vo’ U) = al(u) + ﬁl(v)

Operator [(u) jest tez ograniczony, poniewaz z nieréwnosci Cauchy’ego-
-Schwarza mamy, ze

[H(w)| = [(vo, w)| <[lwo [ lull= M [[u]

gdzie M =||vg || jest stala.

Z powyzszych wywodéw wynika, ze liniowy funkcjonal ograniczony moz-
na zwigza¢ z kazdym elementem przestrzeni iloczynu skalarnego. Odwrotne
stwierdzenie jest prawdziwe tylko w przestrzeni Hilberta. Rozstrzyga o tym
twierdzenie o przedstawialnosci kazdego funkcjonatu liniowego i ciaglego w prze-
strzeni Hilberta w postaci iloczynu skalarnego.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Frecheta-Riesza) Niech | bedzie liniowym
funkcjonatem ograniczonym, zdefiniowanym w przestrzeni Hilberta H. Wow-
czas istnieje wektor vg w H taki, Ze

Hw) = (vo, w) (3.3)
dla wszystkich w z przestrzeni H.

Wektor vy € H nazywa si¢ reprezentacja funkcjonatu I.

W dalszym ciagu podamy wazne pojecia operatora sprzezonego i samo-
sprzezonego. Rozwazmy w tym celu operator ograniczony T w przestrzeni
Hilberta H (to znaczy taki, ze T : H — H). Dla ustalonego elementu v z H
iloczyn skalarny (T'u, v) w H moze by¢ traktowany jako liczba zmieniajaca
si¢ z u. Stad (Tu, v) = l(u) jest funkcjonalem liniowym w H. Poniewaz T
jest ograniczony, to mozna wykazaé, ze [(u) jest ograniczony. Z twierdzenia
Frecheta-Riesza wnioskujemy wiec, ze istnieje element vy € H spelniajacy
rownosé

(T'u, v) = (u, vo)
dla wszystkich v € H. To z kolei implikuje, ze dla danego v € H istnieje
jednoznaczny element vy zwigzany z elementem v. Innymi stowy mozemy po-
wiedzieé, ze istnieje odwzorowanie T™ przestrzeni H samej w siebie takie, ze
vg = T™v. Operator T nazywamy operatorem sprzeZonym z operatorem T’

i wéwczas
(T'u, v) = (u, T*v)
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Liniowy operator T jest samosprzezony, jesli T = T%, czyli
(Tu, v) = (u, Tv)
Zauwazmy, ze dowolny operator ograniczony A: H — H postaci
A=T*T
jest samosprzezony, poniewaz
(Au, v) = (T* Tu, v) = (Tu, Tv) = (u, T*Tv) = (u, Av)

W koncu liniowy operator T' nazywamy normalnym, jesli T*T =T T*. Oczy-
wiscie kazdy operator samosprzezony jest normalny.

Przyklad 3.2. Niech Dr bedzie podprzestrzenia w Lo[0,1] = H°[0,1], za-
wierajaca ciagle i rézniczkowalne funkcje u(z) w 0 < x < 1 z warunkiem
u(0) = 0 i niech T bedzie operatorem rézniczkowym rzedu pierwszego, Tu =
du
P Obliczymy operator T*.

T

Wykonajmy catkowanie

Tu) = [Tuvde= [ oar— [uf—)a
( u,v)—o/ uw x—o/av x—o/u(—a) z+ (uv)

Pierwszy warunek brzegowy znika, poniewaz w(0) = 0. Drugi warunek
brzegowy zniknie, jedli przyjmiemy, ze D7, jest podzbiorem w L50, 1] zawiera-
jacym ciagle i rézniczkowalne funkcje v(z) w 0 < z < 1, spelniajace warunek

1

0

d
v(1) = 0. Otrzymujemy stad, ze T* = I Poniewaz T # T i D% # Dr, to

operator 1" nie jest operatorem samosprzezonym.

Przyktad 3.3. Niech D bedzie podprzestrzenia w H'[0,1] funkeji u(x),
z ciagla pierwsza pochodna w 0 < z < 1, z warunkami «(0) = u(1) = 0, i niech
2

T = P Operator sprzezony 1™ obliczymy podobnie jak w poprzednim
X
przyktadzie
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B d du dv !
—/u( ) x—i—[—@v—i-ua]
0 0

Jesli przyjmiemy, ze D’ jest podprzestrzenia w H'[0, 1] funkeji v(x) z cia-
glymi pierwszymi pochodnymi w 0 < z < 1, z warunkami v(0) = v(1) = 0, to
mamy

(Tu, v):/1u< ji2>dx—(u T*v)
0

2
lub T* = —— = T. Oznacza to, ze T jest operatorem samosprzezonym.

dz?
3.2. Operatory: symetryczny, dodatni i dodatnio
okreslony
Operator A, liniowy w D4, nazywamy symetrycznym w D4 C H, jedli jest

gesto okreslony (tj. domkniecie jego dziedziny réwna sie calej przestrzeni) oraz
gdy dla kazdej pary elementéw u, v z D4 zachodzi réwnosé

(Au, v) = (u, Av) (3.4)

Oczywiscie kazdy operator samosprzezony (A = A*) jest zawsze operatorem
symetrycznym.

Operator symetryczny nazywamy dodatnim w D4, jesli dla wszystkich u
w D4 spelnione sa relacje

(Au, u) >0 1 (Au, u) =0, co oznacza, ze u=0w Dy (3.5)

Jedli jeszcze mozemy dobraé stata v > 0 taka, ze dla wszystkich u w Dy
zachodzi relacja
(Au, uw) > 7 [ull? (3.6)

to méwimy, ze operator A jest dodatnio okreslony w D 4.
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d2
Przyktad 3.4. Operator A = 12 jest réwniez dodatni. Jesli bowiem
x
w pierwszym catkowaniu przez czeéci w przykladzie 3.3 przyjmiemy u = v
oraz v(0) = v(1) = 0, to otrzymamy

1 2
du )
(Au,u):/(a) dz >0 i (Au, u) =0 dla v=0
0

2

Mozna tez wykazaé, ze A = 12 jest dodatnio okreslony.
x

Innym przykladem operatora dodatnio okreslonego jest operator o postaci

0? 0?
A=—| =5 + == | = —V? z dziedzing D4 bedacy zbiorem funkcji naleza-
or? = 0y

cych do C2%(Q) i znikajacych na brzegu I'.

3.3. Sformulowanie stabe (wariacyjne)
Rozwazmy problem Dirichleta dla réwnania Poissona

—Viu=f w Q C R? (3.7a)
z warunkami brzegowymi

u=g na brzegu I' (3.7b)

Dla f € C(Q) rozwigzanie tego problemu u € C?(f2) i spelnia niejedno-
rodny warunek brzegowy (3.7b). Jesli f ¢ C?(9), to réwnanie (3.7a) nie ma
rozwiazania klasycznego (tzn. u ¢ C%(Q)) i wéwczas mozliwe jest poszukiwanie
rozwigzania w sensie uogélnionym.

W tym celu przemnozymy réwnanie (3.7a) przez funkcje wagowa v(x),
wystarczajaco gladka i spelniajacg jednorodny warunek brzegowy v = 0 na
brzegu I', v € H(Q), i nastepnie przecatkujemy wynik, otrzymujac tzw. wa-
zong forme catkowq réwnania rozniczkowego

—/UVQUdX:/’deX (3.8)

Q Q
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Calkujac teraz przez czesci lewa strone réwnania (3.8), otrzymamy réwna-
nie, ktore w zapisie macierzowym ma postac

- fvwnods+ [(vo) Vadx = [vfax (39)
r Q Q

gdzie n jest wersorem normalnej zewnetrznej do brzegu I' w punkcie x.
Uwzgledniajac, ze v = 0 na brzegu I', dostaniemy

/(VU)T Vudx = /vfdx (3.10)
Q Q
3. 0v Ou
: Tx7, —
gdzie (Vv)' Vu = Zgl 9z, oz

Definiujac nastepnie przestrzen funkcji dopuszczalnych
Da={u:Q—R> we H(Q)iVxe T, u(x) = g(x)} (3.11)

sformutowanie stabe (lub wariacyjne) problemu brzegowego (3.7) mozna przed-
stawi¢ w nastepujacej formie:

nalezy znalezZé funkcje u € D 4 takq, zZe (3.12)
dla Vv € H}(x) spelnione bedzie réwnanie (3.10). .

Konkluzja koficows jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4 . Jesli u € H?(S)), to u(x) jest rozwigzaniem problemu brze-
gowego (3.7) wtedy i tylko wtedy, jesli u(x) jest rozwigzaniem problemu waria-
cyjnego (3.12).

Zauwazmy, ze rozwiazanie (3.7) spelnia oczywiscie réwnanie catkowe (3.10),
natomiast nie mozna wykluczy¢ innych funkcji u(x), ktére nie spelniajac réw-
nan problemu brzegowego (3.7) beda spelniaé (3.10). Stanowi to kolejne uza-
sadnienie dla nazwy: sformulowanie stabe. Jeli warunek brzegowy (3.7b) jest
jednorodny: u = 0 na brzegu I', to wéwczas w sformulowaniu wariacyjnym
u € HY(Q).

Wykorzystujac definicje iloczynu skalarnego L2 (€2), réwnanie (3.10) moze-
my napisa¢ w postaci

(Vv,Vu)o = (v, fo dla kazdego v € Hy () (3.13)
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Na koniec par¢ uwag. Terminy: sformutowanie stabe i sformutowanie wa-
riacyjne beda uzywane zamiennie. Ta druga nazwa jest uzasadniona tym, ze
funkcja wagowa ma znaczenie zmiany wirtualnej (albo wariacji) funkcji pier-
wotnej v ~ du. Jesli wiec mamy warunek brzegowy uw = ¢ na brzegu I', to
naklada to na ten brzeg wymog, aby funkcja wagowa v = 0. Podkreslmy, ze
forma staba istnieje dla wszystkich probleméw — liniowych lub nieliniowych —
ktére sa okreslone przez réwnania rézniczkowe rzedu drugiego lub wyzszego.
Jesli réwnanie rézniczkowe jest liniowe i parzystego rzedu, to jego staba for-
ma bedzie symetryczng forma dwuliniowa ze wzgledu na funkcje v i funkcje
wagows, v.

Przyktad 3.5. Wyprowadzi¢ sformutowanie stabe dla jednowymiarowego
problemu brzegowego

220 + 220 +u+1=0 lub

d(z2u)
q +u+1=0dlal<z<2 (3.14a)
x

z warunkami brzegowymi
u(l) =1, u'(2) =1 (3.14b)

Zwrbémy uwage, ze warunki brzegowe sa niejednorodne i zadane dla funkcji
i jej pierwszej pochodnej. Wyprzedzajac uzasadnienie (patrz p.3.6), pierwszy
typ warunkow brzegowych nazwiemy podstawowym warunkiem brzegowym,
natomiast drugi typ naturalnym warunkiem brzegowym.

Mnozac réwnanie rézniczkowe (3.14a) przez funkcje wagowa v(x) i catkujac
po obszarze rozwigzania, dostaniemy

’ d(z?u)
/v( +u + 1) de =0
1

dx
Nastepnym krokiem jest wykonanie catkowania przez czesci w celu zrow-
nania rzedu pochodnych funkcji pierwotnej u(z) i funkeji wagowej v(x)

2
—i—/(—v’x%'—i—vu—i—v)dm =0
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lub
2

1o(2)d (2) — v(1)! (1) + / (/e +vu+v)de =0  (3.15)
1
Wprowadzajac do (3.15) warunki brzegowe v(1) = 0 i v/(2) = 1, otrzyma-
my koncowa postaé¢ sformutowania stabego

2
/ —v'2%u 4 vu + v)dz + 4v(2) = 0 (3.16)
1

z podstawowym warunkiem brzegowym w(1) = 1. Naturalny warunek brzego-
wy zostal wprowadzony do réwnania (3.16).

Jesli utozsamimy v = du, to réwnanie (3.15) bedziemy mogli napisa¢ w for-
mie

46u(2)u’ (2) — +/( z? '2 +5( )+5u) dz =0

a po uwzglednieniu warunku brzegowego u/(2) = 1 otrzymamy
2
l 1 2,12
40u(2) — du(1)u' (1) + 0 ( ST U + u + u) dz| =0 (3.17)
1

Uwzgledniajac teraz, ze funkcja pierwotna w(z) musi spelnia¢ warunek
brzegowy u(1) = 1, réwnanie (3.17) przyjmie postaé

2
{/ x2ul2—|— u —|—u)dx]:0
1
Iub

{4u —|—/ x2u’2—|— U —i—u)dm] =0

Oznacza to, ze rozwiazaniem (3.14) jest funkcja wu(z), dla ktérej znika
pierwsza wariacja 0Q(u) = 0, gdzie funkcjonal

2
Qu +/ xQu'Q + u —i—u) dz (3.18)
1
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Konkludujac mozemy powiedzieé, ze rozwazany problem (3.14) jest pro-
blemem samosprzezonym; funkcja u(x), ktéra jest rozwiazaniem (3.14), mini-
malizuje funkcjonal (3.18).

Przyktad 3.6. Wyprowadzi¢ sformulowanie stabe dla dwuwymiarowego pro-
blemu brzegowego

9 _82u 0%u ) :
\% u:w—i—a—y2 =sinx wQCR (3.19a)

gdzie Q(z,y) jest prostokatem: 0 < x < w, —7/2 < y < 7/2, z warunkami
brzegowymi na brzegu I'

u=0 na brzegach (x =0,y) i (zv =m,y)
ou (3.19b)
£ = z(x — 7) na brzegach (z,y = —7/2) i (z,y =7/2)
Y

Wazone réwnanie catkowe ma postaé

u  0%*u
!U(Bﬂ 82)dxdy—0

Wykorzystanie uogélnionego catkowania przez czeéci prowadzi do réwnania

ou ou dr ou Ov 8u ov dedu = 0
!(vaxnm—{—vayny) _Q/<(9:U oz ay (9 —i—vsmx) ray =

ktére, z kolei, po wprowadzeniu warunku v = 0 na brzegach, gdzie wyspecyfi-
kowane sg warunki dla funkcji u, przyjmuje forme

[(Ginrigom) | aes [(Gnrgin)
J vamngg vayny x — Ny vyny

ou Ov  Ou Ov dedu = 0
_/<ax 9z oy oy ”“”) vdy =

v=r/2 o (3.20)

Podstawiajac teraz do (3.20) n, = 0, n, = 1 — dla gérnej krawedzi y = /2
ing, =0, ny, = —1 — dla dolnej krawedzi y = —m/2, oraz wprowadzajac
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naturalne warunki brzegowe, otrzymamy nastepujace réwnanie sformutowania

stabego:
x(x — 7T)v<x, g) dz — /x(az - w)v(m, —g) dz+
0

(3.21)
(Vo) Vudz dy — /v sinzdrdy =0

‘o\ St~

gdzie wykorzystano definicje gradientéw funkcji v i u. Przyjmujac, ze v = du
réwnanie (3.21) mozemy napisa¢ w postaci

O/xx—w 51;( )deO/x(xﬂ)éu(x ——)dx—i—
!5( ( ) 2(2—;) —i—usinx)dxdy:O

lub
5{ x(x —m) < ,g)dx—/x(:ﬂ—w)u<x,—g>dx—|—
0
ouN? 1/0u\? . dedu] =0
-JGGE) +alGy) +wnn)ann] =
Q
Stad funkcjonal Q(u) w réwnaniu wariacyjnym 6Q(u) = 0 wynosi
x(x —m) ( )dx—/x(m—ﬂ)u(m ——)dx—i—
0
2 ou 2
( ( ) (—) —|—usinx)dxdy
dy

Roéwniez i w tym przykladzie stwierdzamy, ze rozwazany problem brzegowy
jest problemem samosprzezonym.

O\:\

(3.22)
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3.4. Minimum funkcjonalu kwadratowego

Jesli operator A w réwnaniu (3.1) z jednorodnymi warunkami brzegowymi jest
dodatni (czyli réwniez symetryczny) w przestrzeni funkcji dopuszczalnych D 4
i f € H, to mozna wykazaé, ze rozwiazaniem réwnania (3.1) jest funkcja, ktéra
minimalizuje pewien funkcjonal kwadratowy Q(u). Odwrotnie, jesli potrafimy
wyznaczy¢ funkcje w, ktéra minimalizuje Q(u) w przestrzeni Hilberta H, to
funkcja ta jest rozwiazaniem réwnania (3.1).

Ponizsze twierdzenie ustala rownowaznosé pomiedzy réwnaniem operato-
rowym (3.1) i stowarzyszonym z nim funkcjonalem kwadratowym.

Twierdzenie 5 (Twierdzenie o minimum funkcjonatu) Niech operator
A: Dy C H— H, gdzie H jest przestrzeniq Hilberta, bedzie operatorem linio-
wym t© dodatnim w D 4 i niech f € H. Wowczas funkcjonal kwadratowy

Qu) = (Au, u) — 2(f, u) (3.23)

gdzie (e,0) jest iloczynem skalarnym w H, przyjmuje dla uy € Dy wartosé
minimalng wtedy i tylko wtedy, jesli ug jest takze rozwigzaniem réwnania (3.1).

W dalszym ciggu dla identyfikacji przestrzeni D4 funkcji dopuszczalnych
bedziemy przyjmowad, ze rozwazane problemy brzegowe majg jednorodne wa-
runki brzegowe. Niejednorodne warunki brzegowe zostana rozpatrzone oddziel-
nie w punkcie 3.7.

Przyklad 3.7. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
Sl PR L 3.24
_dx<adx)_f <z< (3.24a)

z warunkami brzegowymi
u(0) =u(L)=0 (3.24b)

Przyjmiemy, ze funkcja a(x) i jej pierwsza pochodna sa ciagle w [0, L] i ze
a(xz) > 0w [0, L].
. - : . d fd .
W tym przykladzie przyjmiemy, ze H = L9[0, L] 1 A = eyl Kl B Wow-
x x
czas D4 jest zwarta przestrzenia liniows funkeji dopuszcezalnych, ktére sa cia-

gle i dwukrotnie rézniczkowalne w przedziale [0, L] oraz spelniaja warunki
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3 T
S T

L L

Rys.3.1. Funkcje dopuszczalne i niedopuszczalne dla problemu (3.24)

brzegowe (3.24b). Na rys.3.1 pokazano dla przykladu funkcje dopuszczalne
(a) 1 niedopuszczalne (b).

Funkcja u = L — 2, mimo ze nalezy do przestrzeni C?[0, L], nie jest dopusz-
czalna, poniewaz nie znika dla z = 0. Druga z funkcji (b) na rys.3.1 spelnia
warunki u(0) = u(L) = 0, ale nie nalezy do przestrzeni C2[0, L] (nie nalezy

du
nawet do C*[0, L], poniewaz o jest nieciaglta w punkcie x = L/2). Jest wiec
x

rowniez funkcja niedopuszczalna.

Wykorzystujac przyklady 3.3 i 3.4 mozna wykazaé, ze operator A jest
symetryczny ((Au, v)o = (u, Av)g)) i dodatni w D4, co oznacza, ze funkcjonal
kwadratowy @Q(u), po wycatkowaniu przez czesci, mozna napisa¢ w postaci
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Dla problemu deformacji podtuznej preta pierwsza czesé catki jest podwo-
jona energia sprezysta preta, a druga cze$é¢ przedstawia podwojona prace ob-
ciazenia f. Jest to bardzo wazne spostrzezenie majace charakter ogdlny, kto-
re wielokrotnie bedziemy wykorzystywali, formutujac funkcjonaly kwadratowe
dla réznych zagadnien inzynierskich. Twierdzenie 5 wyraza bowiem zasade
minimum catkowitej energii potencjalnej, znana w teorii sprezystosci. Z funk-
cjonalem calkowitej energii potencjalnej jest zwiazane réwnanie operatorowe
znane w rachunku wariacyjnym jako réwnanie Eulera (lub réwnanie Ostro-
gradzkiego dla probleméw dwuwymiarowych).

Utozsamienie réwnania (3.23) z catkowita energia potencjalng uzasadnia sto-
sowang czesto nazwe sformulowanie globalne do modelu matematycznego zbu-
dowanego na podstawie rozwazenia energii uktadu.

3.5. Przestrzen energii

Twierdzenie 5 nie rozstrzyga, czy réwnanie (3.1) ma rozwiazanie lub czy Q(u)
ma minimum w D4, podaje tylko relacje pomiedzy réwnaniem operatorowym
i stowarzyszonym z nim funkcjonatem kwadratowym. Innymi stowy twierdze-
nie 5 jest wazne przy zalozeniach, ze réwnanie operatorowe (3.1) ma rozwia-
zanie ug w D4 lub ze funkcjonal kwadratowy (3.23) ma minimum w D 4.
Zalozenia te nie zawsze sg spelnione. Jesli w przyktadzie 3.7 funkcja f nie
bylaby ciagta w [0, L], powiedzmy réwna pewnej statej w (0, a) i zeru w (a, L),
to wéwczas rozwiazanie réwnania (3.24) nie bedzie nalezalo do zdefiniowane;
w tym przykladzie przestrzeni D 4, poniewaz dla kazdego u € Dy Au jest
funkcja ciagta w [0, L]. Stad funkcjonal Q(u) nie przyjmie swojego minimum
w Dy. Opisang trudnosé pokonuje sie, identyfikujac nowa przestrzen, taka
aby mogta ona objaé¢ réwniez funkcje nieciagle z Lo[0, L], przy zachowaniu
w tej przestrzeni warunku minimum Q(u) . Ogdlnie mozna powiedzieé, ze
przestrzen ta, bedaca nowa domeng operatora A, powinna byé wystarczajaco
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duza, tak aby mozna bylo nia obja¢ rozwigzania probleméw z ,pewnymi”
nieciagtosciami w danych. Sposéb budowy takiej przestrzeni wyjasnimy na
przyktadzie.

Rozwazajac przykilad 3.7 stwierdziliSmy, ze operator A jest symetryczny
i dodatni, zatem

(A B dudvd 0
(u, v)a4 = ( u,v)—/aaa x, a>

0

jest iloczynem skalarnym w D 4.
Norme naturalna generowana przez iloczyn skalarny (e, ®) 4 wyraza w tym
przypadku wzoér

Julla= (u, u)a = /La(j—Z)de (3.26)
0

Powyzsze wzory definiuja nowa liniows przestrzen wektorowa z iloczynem
skalarnym. Ta nowa przestrzen, oznaczona przez H 4, jest réwniez przestrzenia
Hilberta i nazywa si¢ przestrzeniqg energii. Nazwa ta jest specjalnie uzasadnio-
na w mechanice, poniewaz, jak juz wiemy, norma (3.26) w H 4 jest podwojona
energia sprezysta problemu fizycznego, okreslonego przez rownanie operatoro-
we Au = f.

Przestrzen energii H 4 jest znacznie ,szersza” niz przestrzen D 4. Elementy
przestrzeni H 4, razem z ich pochodnymi az do rzedu m, gdzie 2m jest rze-
dem dodatnio okreslonego operatora A, sg ciagle i calkowalne z kwadratem,
podczas gdy elementy D 4 sa ciaglte wraz z pochodnymi az do rzedu 2m.

Rozwazmy dalej operator A z przyktadu 3.7. Obecnie H = L3[0, L] i Dy
zawiera funkcje u(z), ktore sa ciagle wraz z pierwszymi i drugimi pochodny-
mi w przedziale domknietym [0, L] oraz spelniaja warunki brzegowe u(0) =
u(L) =0.

Funkcjonal kwadratowy Q(u) ma postaé

Q(u) = (u, u)a — 2(f, u) :/L[(—dix) (a%)u—?fu} dz ue Dy
0

Przestrzen energii H4 natomiast zawiera funkcje z H = L3[0, L] nie na-
lezace do Dy, lecz do szerszej przestrzeni funkcji u, ktérych pierwsze po-
chodne sa catkowalne z kwadratem w (0,L) i spelniaja warunki brzegowe
u(0) = u(L) = 0; to znaczy Ha = H}(0, L).



3.6. Naturalne i podstawowe warunki brzegowe 53

Poniewaz (e, @) 4 1 (e, @) sa zdefiniowane dla wszystkich u € Hy C H, to
mozemy rozszerzy¢ definicje Q(u) na cala przestrzen H 4, piszac

dr we Hy

r: du\ 2
Qu) = (u, u)a — 2(f, u) = / [(a) _ofu
0

Nie bedziemy tego robié¢, ale mozna udowodnié, ze funkcjonal rozszerzony
w ten sposéb ma swoje minimum w H 4 i funkcja ug, dla ktérej ma miejsce to
minimum, jest okreélona w sposéb jednoznaczny przez f € H.

Wazne jest rowniez i to, ze rozwiazanie ug zalezy w sposéb ciagly od danej
funkcji f. Oznacza to, ze jesli f jest dane w postaci przyblizonej (na przy-
ktad na skutek aproksymacji obszaru ) i zmiana ta jest ,mala” w sensie
normy w H, to réwniez i rozwigzanie uogélnione réznié sie bedzie ,mato” od
rozwigzania $cistego, w sensie normy w H 4.

3.6. Naturalne i podstawowe warunki brzegowe

W poprzednich punktach podrecznika intuicyjnie rozréznialiSmy podstawowe
i naturalne warunki brzegowe. Obecnie takie rozréznienie warunkéw brzego-
wych uzasadnimy matematycznie. Rozwazmy w tym celu problem minimali-
zacji funkcjonatu

du

- (3.27)

b
Qu) = /F(w,u,u')dx, u =

w liniowej przestrzeni wektorowej D funkcji cigglych wraz z drugimi pochod-
nymi w przedziale [a,b] i spelniajacych jednorodne warunki brzegowe

u(a) =u(b) =0 (3.28)

7 rachunku wariacyjnego wiadomo, ze funkcja ug € D, ktéra minimalizuje

funkcjonatl (3.27) jest rozwigzaniem réwnania Eulera
OF d(@F)_O (3.20)
Jug dz BuE] N ’

Przyjmijmy teraz alternatywny warunek brzegowy tylko w postaci

u(a) =0 (3.30)



54 3. Modele matematyczne w mechanice

W tym przypadku dziedzina D funkcjonatu @@ zawiera funkcje u z drugimi
pochodnymi ciaglymi w [a, b] i spelniajacymi warunek (3.30).
Zalézmy, ze Q(u) przyjmuje swoje minimum dla ug € D. Wéwczas dla
dowolnego u € D mamy
Q(u) > Q(uo) (3.31)
W szczegdlnosci nier6wnosé (3.31) jest stuszna dla u = wy + av,v € §
przestrzeni dopuszczalnych wariacji

8§ ={ve H*a,b): va)=0}=D

Warunkiem koniecznym minimum funkcjonatu I(u) dla ug € D jest zero-
wanie si¢ pierwszej wariacji @ dla u = g

d
0Q(ug;v) = [El(uo + ow)] =0
a=0

Powyzszy warunek dla rozwazanego problemu prowadzi do réwnania

(3.32)

B [aF <8F>}5 1 J{ aF]b_
N Ooug dz 8u0 war Buo a N

_/[auo dx(gi)} 5“dx+5U(b)gi ()

Poniewaz wariacja ou jest dowolna zaréwno w (a,b), jak i dla x = b i du
w (a,b) jest niezalezna od du(b) (mozna powiedzieé, ze du spelnia rézne wa-
runki wewnatrz obszaru i na brzegu), to z (3.32) wynika, ze wspo6lczynniki
przy du w (a,b) i dla z = b powinny by¢ oddzielnie réwne zeru

oF d (oF =0 dl b 3.33
8u0_dx<3u/0)_ aa<x< (3.33a)
OF
~(b) =0 (3.33b)

Ouy
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Warunek brzegowy (3.33b) jest drugim réwnaniem Eulera, otrzymanym
z warunku minimalizacji funkcjonatu i nazywa sie naturalnym warunkiem brze-
gowym. Warunek brzegowy (3.30), ktéry jest wlaczony do wyspecyfikowania
przestrzeni D, nazywamy podstawowym warunkiem brzegowym. Naturalne wa-
runki brzegowe natomiast, jesli wystepuja, to sa zawsze wlaczone do funkcjo-
nalu kwadratowego (lub sformutowania wariacyjnego) rozpatrywanego proble-
mu.

Podstawowe warunki brzegowe sa tez nazywane warunkami brzegowymi
Dirichleta (w mechanice: kinematycznymi warunkami brzegowymi), a natu-
ralne warunki brzegowe — warunkami brzegowymi Neumanna (w mechanice:
statycznymi warunkami brzegowymi).

Przyktad 3.8. Rozwazmy problem minimalizacji catkowitej energii poten-
cjalnej belki wspornikowej (rys.3.2).

Rys.3.2. Belka wspornikowa z obcigzeniem f, F'i M

Funkcjonal energii ma postac

Qw) = 2 \da? dz

Ot~

EI(dQ_w)de — (/L Jwdz +w(L)F + d—w(L)M) (3.34)
0

Zgodnie z zasadg minimum calkowitej energii potencjalnej sposréd wszyst-
kich dopuszczalnych stanéw przemieszczen belki w stanie réwnowagi trwatej
maja miejsce tylko te przemieszczenia, dla ktérych catkowita energia poten-
cjalna belki osiaga minimum.
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Przestrzen energii H 4 jest w tym przypadku zdefiniowana jako

dw  d%w . . .
Hy={w: w,—1 — sa ciagle w [0, L] i naleza do Ly(0, L)
dz -~ dz? (3.35)
dw

oraz w(0) = dm(o) =0}

i jest ona przestrzenia funkcji dopuszczalnych. Warunek zerowania si¢ pierw-
szej wariacji 0Q) = 0 daje rownanie

/L[ xwd%w 5wf}d:c—6w( VF — 5(3?( )>M
0

Réwnanie powyzsze przecatkujemy dwukrotnie przez czesci

O/L[dﬂ( Y owaos

Eld2w5 dw d EIde 5 L
+[ W(a)‘a( @) “)L*

— Sw(L)F — 5<3—:(L))M (3.36)

Réwnanie Eulera otrzymamy, przyréwnujac do zera wyrazenie przy dw pod
catka

S AN 0 L 3.37

ktére jest réwnaniem rézniczkowym dla belki zginanej. Operator A ma postaé

d? d?
A=—|FEl—
dz? ( dz? >
i jest on dodatni w Hy (dla ET > 0). Iloczyn skalarny dla tego problemu jest
zdefiniowany wzorem

B 7 d?w d%v
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Rozpiszemy i uporzadkujemy teraz wyrazenia brzegowe w (3.36), otrzymu-
jac rownanie

0 = dw(0) {E(E[%)L:o + dw(L) [—F — %(E[%)L:L—i-

5( 20 [ pr Y (e [ar 4 mrEY
- <dm( )>[_ dx2L0+ (dx( )>[_ - dm2LL

d
Poniewaz dw(0) = ¢ —w(O) = 0, to przyréwnujac oddzielnie do zera

dx

dw
wyrazenia przy dw(L) 1§ (d—(L)>, otrzymamy dodatkowe réwnania Eulera
T

Sw(L): — F — [%(EI%)LL:O (3.39)

5<i—:(]:)) M+ <Ef%”> | -0 (3.39D)

W rozwazanym problemie podstawowe warunki brzegowe (wynikajace z wie-
zOw geometrycznych) sa nastepujace:

w(0) = i—i(o) =0

natomiast naturalne warunki brzegowe (wynikajace z dzialania uogélnionych
sit F'1i M, przylozonych w x = L) sa dane réwnaniami (3.39).

Reasumujac, w analizie dowolnych probleméw mozliwe sg nastepujace trzy
kombinacje warunkéw brzegowych:

(a) wszystkie sa typu podstawowego (problemy Dirichleta lub warunki brze-
gowe pierwszego rodzaju),

(b) wszystkie sa typu naturalnego (problemy Neumanna lub warunki brze-
gowe drugiego rodzaju),

¢) cze$é warunkéw jest podstawowych, a cze$é naturalnych (problemy mie-
esé kéw jest podst h eS¢ naturalnych bl '
szane lub warunki brzegowe trzeciego rodzaju).
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3.7. Niejednorodne warunki brzegowe

W dotychczas przeprowadzanych rozwazaniach przyjmowaliSmy, ze warunki
brzegowe sg jednorodne, co pozwalalo nam tatwo identyfikowaé liniowa prze-
strzen wektorowa (patrz przyklady 3.1 i 3.7) zapewniajaca jednoznacznosé
rozwiazania. Konsekwencje analizy problemu z niejednorodnymi warunkami
brzegowymi przesledzimy na przyktadzie.

Przyktad 3.9. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe Poissona

0*u  0*u B Q 3,40
(G ap)=r (A0
u=0 na brzegu I' (3.40b)

gdzie Q C R?, a T jest brzegiem obszaru €.
Zalozymy, ze f € C(Q). Rozwigzaniem problemu brzegowego (3.40) jest
funkcja u € C2(£2), ktéra spelnia (3.40a) i jest réwna zeru na brzegu I
Przestrzen funkcji dopuszczalnych

Da={u(x) €C?*Q), x € QCR?* u=0 naT} (3.41)

tworzy przestrzen liniows, poniewaz spelnia aksjomaty dodatniosci i mnozenia
przez skalar (jest domknieta). Jesli bowiem wuj i uy sa dowolnymi funkcjami
z Dy, to wowcezas ich kombinacja liniowa au; + Bue, dla dowolnych « i 3,
rowniez nalezy do D 4. Jesli natomiast warunki brzegowe sa niejednorodne, np.
u = g na brzegu I', to rozwiazania musimy poszukiwa¢ w innej przestrzeni,
poniewaz dla ui,us € Dy mamy uy + ug = 2g na brzegu, tak ze warunek
u1 + ug = g na brzegu I' nie jest spelniony.

Najbardziej oczywistym sposobem postepowania w przypadku rozwiazy-
wania probleméw z niejednorodnymi warunkami brzegowymi jest przetrans-
formowanie problemu do problemu z jednorodnymi warunkami brzegowymi.
Procedura postepowania jest nastepujaca:

Rozwazmy liniowe réwnanie operatorowe

Au=f w Q (3.42a)
z liniowymi, niejednorodnymi, warunkami brzegowymi

Bu=g na brzegu I' (3.42b)
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gdzie f € Lo(2) i g € Lo(T"). Zalézmy, ze znana jest funkcja w, ktéra spelnia
warunek brzegowy Bw = g na brzegu I' i jest wystarczajaco gladka tak, ze
Aw € Ly(9). Funkcja z = v — w spelnia réwnanie

Az = f — Aw w Q (3.43a)
Bz=0 na brzegu I' (3.43b)

Rozwiazanie réwnania (3.43) daje rozwiazanie problemu wyj$ciowego (3.42)
w postaci u = z + w.

Jak to wczedniej stwierdzilidmy, w takim przypadku, w stabym sformuto-
waniu wariacyjnym problemu brzegowego, naturalne warunki brzegowe sa wta-
czone do funkcjonatu, a tylko podstawowe warunki brzegowe sa wilaczone do
definicji przestrzeni rozwiazania. Stad wystarczajaca jest tylko transformacja
problemu brzegowego z niejednorodnymi warunkami brzegowymi do proble-
mu z jednorodnymi, podstawowymi, warunkami brzegowymi (patrz przyktad
4.2).

Przyktad 3.10. Rozwazmy problem Dirichleta dla rownania Laplace’a, zde-
finiowanego na prostokacie Q = {(z,y): 0 <z < a, 0 <y < b}
~Vu=0 wQ

z warunkami brzegowymi
. 7Tx .
u = bsin — dlay=bi0<z<a
a

u =0 na pozostalych krawedziach prostokata

W tym przypadku funkcja w jest dana wzorem
. X
w = ysin —
a

i jest ona rézniczkowalna ze wzgledu na x i y oraz spelnia warunki brzegowe.
Problem wyjéciowy po transformacji ma postaé

—V2z =V?w
2
—V?z = —(z) ysimE w
a a

z=0 na brzegu T’
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3.8. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania waria-
cyjnego

Obecnie krotko oméwimy warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzania wa-
riacyjnego (slabego) probleméw opisanych przez réwnanie operatorowe (3.1),
ktore przepiszemy

Au=f w Q (3.44)

gdzie A jest liniowym operatorem rézniczkowym, ktéry odwzorowywuje ele-
menty przestrzeni liniowej D 4 z przestrzeni Hilberta H w elementy tej prze-
strzeni, oraz f € Lo(2). W ogdlnosci, réwnanie (3.44) jest rozwiazywane razem
z odpowiednimi warunkami brzegowymi, zadanymi dla funkcji « i jej pochod-
nych na brzegu I' obszaru €.

Ogdblna posta¢ sformutowania stabego réwnania (3.44) (i jego warunkéw
brzegowych) jest nastepujaca:
wyznaczy¢ u € H takie, ze

B(v,u) =1(v) jest spelnione dla kazdego v € H (3.45)

gdzie B(e, o) jest forma dwuliniowa z elementami zdefiniowanymi w zbiorze
H x H, a (o) — forma liniowa okreslona w H. W przypadku niejednorodnych
warunkéw brzegowych oraz dla probleméw Neumanna B(u, v) jest definiowana
w Hy x Ho, gdzie H, C H».

Jedli forma dwuliniowa jest symetryczna, to z podstawowego twierdzenia
Laxa-Milgrama (patrz szczegbly w podrecznikach z analizy funkcjonalnej) wy-
nika, ze warunkami koniecznymi dla istnienia i jednoznacznosci rozwigzania
réwnania wariacyjnego (3.45) sa ciaglto$é i dodatnia okreslonosé tej formy dwu-
liniowej.

Twierdzenie Laxa-Milgrama jest takze wykorzystywane przy formulowaniu
probleméw w przestrzeni skonczenie wymiarowej, stad jego duza uzytecznos$é
w teorii aproksymacji.

Podkredlmy jednak wyraznie, ze twierdzenie Laxa-Milgrama w sformuto-
waniu podstawowym jest stuszne tylko woéwczas, gdy podstawowe warunki
brzegowe rozwazanego problemu sg jednorodne. Tylko bowiem wéwczas mo-
zemy utozsamiaé przestrzen rozwiazania H z liniowa przestrzenig funkcji do-
puszczalnych Dy. Jesli podstawowe warunki brzegowe sa niejednorodne, to
wtedy D4 # H i twierdzenie Laxa-Milgrama musi by¢ przedstawione w innej,
rozszerzonej, postaci.
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Oddzielnym problemem jest kwestia regularnosci rozwigzania u, zagadnie-
nia bardzo waznego z punktu widzenia oceny rzedu zbieznosci metod przybli-
zonych. Najogélniej mowigc, regularnosé rozwigzania jest funkcja:

(1) regularnosci obszaru,

(2) regularnosci parametréw problemu (na przyklad w mechanice stalych
materialowych i obciazenia).

3.9. Rozwigzanie przyblizone

W podreczniku zajmowaé sie bedziemy metodami przyblizonymi rozwiazywa-
nia probleméw opisywanych przez swoje modele matematyczne. Przyjmijmy,
dla skupienia uwagi, ze dany jest problem, dla ktérego model matematyczny
ma posta¢ rownania operatorowego okreslonego w obszarze ) z warunkami
brzegowymi danymi na brzegu I'

Au=f w Q (3.46a)
Bu=g na brzegu I' (3.46b)

gdzie f i g sa znanymi funkcjami odpowiedniej klasy ciggtodci.
Kiedy podstawimy rozwiazanie przyblizone uy do (3.46a), to oczywiscie
roéwnanie to nie zostanie spetnione i btad, albo residuum, bedzie wynosit

R1 = AuN — f (3.47)

Dodatkowo prawdopodobnie nie zostana rowniez spetnione warunki brzegowe
(3.46b) i btad dla nich bedzie wynosit

Ry =Bun — ¢ (3.48)
Celem obliczen przyblizonych bedzie otrzymanie rozwiazania, ktére zmi-
nimalizuje btedy R; i Ry. Dokona sie to przez zredukowanie btedéw do zera

w pewnych punktach, lub podobszarach obszaru Q = Q + I', albo przez zmi-
nimalizowanie odpowiednio zdefiniowanego btadu Sredniego.

W ogdélnosci mamy do wyboru trzy metody postepowania:
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1. Wyznaczenie rozwiazania przyblizonego, ktére tozsamosciowo spelnia

wszystkie warunki brzegowe i minimalizuje btad Rj, nie spelniajac réw-
nan modelu matematycznego (ang. domain methods).

Przyktadami takich metod sa omawiane w rozdziale czwartym: metoda
Rayleigha-Ritza i metody residuéw wazonych oraz metoda elementéw
skonczonych i metody bezsiatkowe, opisane w rozdziatach piatym i siéd-
mym.

. Wyznaczenie rozwiazania przyblizonego, ktére tozsamosciowo spelnia

réwnania modelu matematycznego i minimalizuje btad R, nie spelnia-
jac warunkéw brzegowych (ang. boundary methods).

Przyktadem takiej metody jest omawiana w rozdziale czwartym: meto-
da Trefftza i metoda elementéw brzegowych, przedstawiona w rozdziale
szostym.

. Wyznaczenie rozwigzania przyblizonego z warunkéw minimalizacji ble-

dow R; i R, spowodowanych niespelnieniem zaréwno réwnan modelu
matematycznego, jak i warunkéw brzegowych (ang. mized methods). Sa
to metody wykorzystujace, na przyktad, metody z punktéw 1 i 2. Nie
beda one rozwazane w podreczniku.



Rozdziat 4

Metody wariacyjne rozwigzan
przyblizonych

4.1. Uwagi wstepne

W tym rozdziale wykorzystamy sformutowanie wariacyjne do wyznaczenia roz-
wigzania problemu brzegowego. Rozwiazania tego bedziemy poszukiwaé w for-
mie skonczonej kombinacji liniowej funkcji z odpowiedniej podprzestrzeni Viy
przestrzeni rozwigzania V. Niewiadomymi beda parametry tej kombinacji, kto-
re bedziemy obliczaé¢, minimalizujac funkcjonal lub rozwigzujac réwnania sta-
bego sformutowania problemu. Sposréd wielu metod otrzymywania rozwigza-
nia przyblizonego przedstawimy blizej metody Rayleigha-Ritza oraz residuéw
wazonych w réznych sformutowaniach.

Poniewaz sformutowanie problemu ciaglego znajduje si¢ w przestrzeni nie-
skoniczonej, to nie moze ono by¢ dokladnie przedstawione przez skonczony
zbiér funkcji i otrzymany wynik bedzie rozwigzaniem przyblizonym. Jedli wy-
miar przestrzeni Vi bedziemy powiekszaé (co oznacza zwiekszenie liczby nie-
zaleznych parametréow w rozwiazaniu przyblizonym), to btad aproksymacji be-
dzie si¢ zmniejszal i rozwigzanie przyblizone bedzie zmierza¢ do rozwigzania
doktadnego. Jesli ponadto zatozymy, ze sformulowanie zachowuje wszystkie
cechy problemu oryginalnego (na przyklad symetrie), to zapewniona zostanie
rowniez jednoznaczno$¢ i istnienie rozwiazania przyblizonego. Dodatkowym
elementem, ktéry jednakze musi by¢ zawsze rozwazony, jest numeryczna sta-
bilnosé otrzymanego rozwigzania.
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4.2. Metoda Rayleigha-Ritza
Rozwazmy réwnanie operatorowe
Au = f (4.1a)
z warunkiem brzegowym
u=20 na brzegu I' (4.1b)

gdzie A jest liniowym i dodatnio okreslonym operatorem w zbiorze D 4 prze-
strzeni H i f € H. Z rozdziatu trzeciego wiemy, ze rozwigzaniem u rownania
(4.1a) jest element przestrzeni energii H 4, ktéry minimalizuje funkcjonat

lulld = (f,w)n (4.2)

DO =

T(u) = %B(u,u) ~(fru)y =

Réwnowaznosé rozwiazywania (4.1) i minimalizacji funkcjonatu J(u) (4.2) by-
ta rozwazana w rozdziale 3. Oczywiscie zachodzi ona tylko przy zachowaniu
pewnych warunkéw regularnoéci, natozonych na przyktad na funkcje f.

Uwzgledniajac te réwnowaznosé, korzystniej jest rozwiazywaé nie (4.1),
tylko (4.2) z dwéch gltéwnych powodéw. Pierwszy to ten, ze rozwigzanie do-
kladne (4.1) jest na og6!l trudno uzyskaé. Drugim powodem jest to, ze problem
wariacyjny poszukiwania takiego u, ktére spelnia warunek J(u) < J(v) dla
wszystkich v € H 4, umozliwia niejako w sposéb naturalny sformutowanie me-
tody aproksymacyjnego rozwiazywania rownan sformutowania stabego. Taka
wladnie metoda jest metoda Rayleigha-Ritza, kt6ra opiszemy ponizej (autorem
metody byt W.Ritz, 1908 r.).

Przyjmiemy w przestrzeni energii H4 baze

By, Dy, ..., Dy, ...

gdzie N jest stala dodatnia i poszukiwaé bedziemy rozwigzania aproksyma-
cyjnego uy w postaci

N
uUuN = ZCJ"I)]' (43)
7j=1

gdzie ¢; sg nieznanymi parametrami, podlegajacymi wyznaczeniu. Parametry
te okreslone sg przez warunek

J(un) < J(vy) (4.4a)
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lub réwnowaznie
B(vn,un) = (vn, f)u (4.4Db)

dla wszystkich vy o postaci vy = Z@']L b; ®;, gdzie b; sa dowolnymi parametra-
mi. Takie postepowanie jest rownowazne poszukiwaniu uy w N wymiarowej
podprzestrzeni Sy generowanej przez skonczony zbiér {®, ®o, ..., Px}. Po-
niewaz z zalozenia {®1,Pq,..., PN} jest baza w Hy, to rozwiazanie stabe
moze by¢ aproksymowane z dowolng doktadnoscia przez stosowng kombinacje
liniowa tych elementéw. Przy wlasciwych warunkach nalozonych na zbiér {®;}
rozwigzanie aproksymacyjne uy powinno by¢ zbiezne do rozwiazania doktad-
nego, jesli N — oo.

Jesli zbiér {®;} zostal wybrany, to wyznaczenie parametréw ¢; w réwnaniu
(4.3) jest juz proste. Mianowicie funkcjonal J(upy), po wykonaniu operacji
iloczynu skalarnego (tzn. wycalkowaniu w obszarze), staje sie zwykla funkcja
parametréw ci,co,...,cy 1 parametry te obliczymy z warunku koniecznego
minimum funkcji

oJ
8—(61,62,...,61\[):0 i=1,2,...,N
Ci

lub

0

1 N N N
0= e B> ci®;, > a®y | - (f,ch¢k> =
Ci j=1 k=1 k=1

[\

N N

1

=3 > B(®;, ®p)cr + Y B(®), ®i)ej| — (f, Pi)u
k=1 j=1

Wykorzystujac symetrie operatora B, mozemy ze sobg polaczyé¢ pierwsze
dwa sktadniki, otrzymujac

N
0=> B(®,®)c; — (f,®)z  i=12,...,N (4.5)
j=1

Jest to uktad N liniowych réwnan algebraicznych z nieznanymi N wspo6l-
czynnikami ci,cg,...,cy. Poniewaz B(®;, ®;) i ®; sa liniowo niezalezne, to
macierz wspoélczynnikéw przy niewiadomych

bij = B(®;, ®;) = (@i, ®5)a
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jest nieosobliwa i réwnanie (4.5) ma rozwiazanie jednoznaczne.
Roéwnanie (4.5) moze byé takze otrzymane bezposrednio z problemu sla-

bego (4.4b)
N
B(vy, Zc]@j) = (vn, f)u
j=1

lub
N
ZB(UN, ®i)e; — (vN, f)E =0
j=1

Poniewaz v jest dowolnym elementem Sy, to powyzsze rownanie jest stuszne
dlavy =®;,1=1,2,...,N. W ten sposéb otrzymamy réwnanie (4.5).
Réwnanie (4.5) w zapisie macierzowym ma forme

Bc=F (4.6)

gdzie macierz B i wektor F definiuja wzory B = [b;;], F = [f;] = [f, ®;] oraz
c = [¢].
Funkcje bazowe ®; powinny spetniaé¢ nastepujace warunki:

1. &, C Hy,
2. Dla dowolnego N powinny by¢ liniowo niezalezne,
3. Powinny by¢ kompletne w przestrzeni H,4 (patrz p.4.4).

Zauwazmy, ze H 4 zawiera elementy, ktorych m-te pochodne sa catkowal-
ne z kwadratem, gdzie 2m jest rzedem operatora rézniczkowego A, i ktére
spelniaja zadane (przyjeliSmy, ze jednorodne) podstawowe warunki brzegowe.
Jesdli podstawowe warunki brzegowe bylyby niejednorodne, to albo mozemy
przetransformowaé¢ wyjsciowy problem brzegowy do problemu z jednorodny-
mi warunkami brzegowymi, albo tez poszukiwaé rozwiazania Rayleigha-Ritza
w alternatywnej postaci

N
uy =Y c;®;+ P (4.7)

j=1
gdzie ®g jest funkcja, ktéra spetnia niejednorodne podstawowe warunki brzego-

we. W takim przypadku elementy wektora F w réwnaniu (4.6) nalezy obliczaé
wedlug wzoru

fi=(f, ;) — B(®o, ®:) (4.8)
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2
Dla przyktadu rozwazmy réwnanie —% = f z warunkami brzegowymi
2
u(0) =01 u(1) = h. Problem ten moze by¢ zmieniony do postaci —d—; =f
z warunkami z(0) = 0 i 2(1) = 0, gdzie u = z + hx. Rozwiazujac problem
oryginalny metoda Rayleigha-Ritza, wykorzystamy (4.7), przyjmujac ®¢ = hz
i®; =2/(1— ).

Metoda Rayleigha-Ritza ma bardziej ogblne zastosowanie niz przedstawio-
ne w tym punkcie i ograniczone do przypadku probleméw liniowych, dla kté-
rych jest mozliwe skonstruowanie funkcjonatu kwadratowego typu (4.2). Jesli
problem jest nieliniowy, to uktad réwnan metody Rayleigha-Ritza jest takze
nieliniowy; jesli z kolei forma dwuliniowa B(v,u) jest niesymetryczna, to li-
niowe réwnania Rayleigha-Ritza sa niesymetryczne i w koncu, jesli problem
oryginalny zawiera naturalne warunki brzegowe, to metode Rayleigha-Ritza
stosujemy do funkcjonatu rozszerzonego, dotaczajac do funkcjonatu wyjscio-
wego te warunki brzegowe.

Przyklad 4.1. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

d?u
Qg2 — cosTE 0<z<l1 (4.9)
dla ktérego A = —d?/dz?. Poszukiwaé bedziemy rozwiazania tego réwnania

metoda Rayleigha-Ritza dla trzech typoéw warunkéw brzegowych.
Warunki brzegowe Dirichleta
u(0) =u(l) =0 (4.10)
W tym przypadku dziedzina D4 dla operatora A zawiera funkcje dwu-
krotnie rézniczkowalne w przedziale (0,1), ktére spelniaja warunki brzegowe
(4.10). Operator A jest symetryczny i dodatni w D4 C H = Ly(0,1). Mozna

wykazaé, ze problem brzegowy (4.9),(4.10) ma rozwiazanie jednoznaczne.
Doktadne rozwigzanie ma postaé

1
uo(x) = ﬁ(cos x4+ 2z — 1) (4.11)
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Funkcjonal dla rozwazanego problemu ma forme

1
J(u) = (Au u) — —%/l——u—Qucoswx dx =
0

1
1 du 9 d
= 5/ | ~2ucosmz|dz
0
dla wszystkich u € D 4. Przestrzenia energii jest Hq = {u € H}(0,1) : u(0) =

u(1) = 0}.
Przyjmiemy baze {®;} = {sinimz} dla N-parametrowej aproksymacji Rayleigha-
-Ritza

(4.12)

N
uy = Z cjsinjmx (4.13)
j=1
Zbiér {®;} = {sin iwz} tworzy podprzestrzen Sy w przestrzeni energii,
Sy C HE(0,1).
Wykorzystujac (4.13) w (4.5), otrzymamy réwnanie

N
> bijej— fi =0
j=1

gdzie

1
bij = B(®4, @) / )cos itz - (jm)cos jrx dr = (im)?
0

fi = (®4,cosmz)y =
1

DO =

= / cosx sinirxdr =
0

_ LDt -1 (=) _
__2[ (i +1) -+ (i — 1) ]_

0 dla ¢ nieparzystych

1
/ [sin7(i + 1)z +sinw(i — 1)z]dz =
0

m dla 7 parzystych
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Na przyklad, dla N = 2, uktad réwnan B ¢ = F jest nastepujacy:

0 22 Co ?jiﬂ
- 2. Jak widaé¢ macierz B ma postaé
diagonalna i rozwigzanie dla N-funkcji bazowych daje wynik

i jego rozwigzanie wynosi ¢c; =01 ¢y =

4 1

ST (i=2,4,6,...)

C; =

Rozwiazanie Rayleigha-Ritza ma ogoélna postac

4 X sinirx .
un(z) = 3 Z -1 (dla i parzystych) =
N (4.14)
2 Z sin 2j7rx
T (452 1))
Mieszane warunki brzegowe
w0)=0 4 (1)=0 (4.15)
Rozwiazanie doktadne wynosi
1
uy = — (cosmz — 1) (4.16)

T2

Zbiér D 4 dla symetrycznego i dodatnio okreslonego operatora A zawiera
funkcje dwukrotnie rézniczkowalne, ktore spelniaja warunki brzegowe (4.15).
Przestrzenia energii jest Ha = {u € H*(0,1) : u(0) = 0}.

Dla rozwiazania przyblizonego Rayleigha-Ritza przyjmiemy baze, ktora
spelnia tylko podstawowe warunki brzegowe 1(0) = 0. Tym razem nie mozemy
przyja¢ bazy {sinimz}, poniewaz nie jest ona kompletna — nie moze bowiem
generowa¢ w przestrzeni H,y funkcji, ktore sa niezerowe dla x = 1. Dla takiej
bazy rozwiazanie byloby powtdrzeniem obliczen z punktu 1 i nie jest ono
zbiezne do rozwiazania dokladnego (4.16). Nie mozna, na przyklad, przyjaé
®y = 1, bo funkcja ta nie spelnia warunku ®¢(0) = 0. Baza kompletna jest
natomiast baza z dodana funkcja ®g = x : {z,sinirz}.
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Wykorzystujac obliczenia b;; i f; z punktu 1, obliczymy tylko b;; dla i =
Oaj :051,25"' ’Nifo

0 ol i £ 0
boj = B(®o, ®;) = /q);»dx = { Josli j #

5 1 jesli 7 =0
(4.17)
; 2
fo=(®g, f) = /xcoswxdx =—=
T
0
W szczegblnosei, dla bazy {z,sinnz,sin 27z}, uklad réwnan Bec = F
przyjmuje postac
02 0f |al=]0
0 0 27‘1’2 (6] %
z rozwiazaniem co = —%, c1=01icy = 3%

Rozwiazanie Rayleigha-Ritza problemu brzegowego (4.9) i (4.15) ma ogdl-
ng postaé

N sin 2imx
Z — (4.18)

i jest zbiezne do rozwiazania doktadnego.
Warunki brzegowe Neumanna

'(0) =4 (1) =0 (4.19)

Zbior D 4 zawiera funkcje dwukrotnie rézniczkowalne, ktére spelniaja wa-
runki brzegowe (4.19). Operator A nie jest dodatnio okreslony w D 4. Roz-
wigzanie, chociaz istnieje, nie jest jednakze jednoznaczne, poniewaz jesli u(x)
jest rozwiazaniem problemu (4.9),(4.19) to réwniez rozwiazaniem jest v(x) =
u(x) + ¢, gdzie ¢ — dowolna stata. Dla znalezienia rozwiazania jednoznacznego
natozymy dodatkowy warunek

1
/u(x)dx =0 (4.20)
0
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Rozwiazaniem problemu (4.9), (4.19) z warunkiem (4.20) jest funkcja

COS T
2

ug =

7'('

Chcac wykorzysta¢ metode Rayleigha-Ritza do otrzymania rozwiazania

przyblizonego, musimy wybra¢ inng baze niz bazy uzyte w punktach 1 i 2

— zadna nie jest bowiem kompletna dla tego zadania. Do zbioru {sinirz}

musimy dodaé funkcje, ktéra nie znika dla © = 0 i z = 1 i jednoczesnie

spelniony jest warunek uy(0) # un(1). Wybieramy funkcje ug = x — ¢, gdzie

stala ¢ # 1. W podobny sposéb, jak to bylo w przypadku (4.18), obliczamy
bo; i fo. Koncowe rozwigzanie ma ogélng postac

(4.21)

Stala ¢ obliczymy z warunku (4.20), otrzymujac ¢ = %

Rozwazymy teraz przyktad mieszanego problemu brzegowego dla zilustro-
wania doktadnos$ci rozwigzania otrzymanego przy uzyciu ®; z D4 i &; z H 4.

Przyklad 4.2. Rozwazmy problem brzegowy

& +22=0 O0<z<l1 (4.22a)
—q ute = <z .22a
z warunkami brzegowymi
w0)=0 J(1)=1 (4.22Db)
2
W tym problemie operator A = i 1 i przestrzen funkcji dopuszczal-
T

nych D 4 przedstawia si¢ nastepujaco:
Da = {u(x) € C*(0,1), 0 <z <1, u(0) =0, u'(1) =1}

Wyjéciowy problem zamienimy na problem z jednorodnymi warunkami
brzegowymi, podstawiajac

u() = y(a) + uol2) (4.23)
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gdzie, przyjmujac ug(z) = a + bx, tatwo obliczymy, ze ug(x) = .
Nowy problem brzegowy ma postac

d?y 2

z jednorodnymi warunkami brzegowymi
y(0)=0 ¢ (1)=0 (4.24b)
Dla tego problemu przestrzen funkcji dopuszczalnych jest nastepujaca:
Da = {y(z) € C*0,1), 0 <z <1, y(0) =0, y'(1) =0}

Funkcjonal kwadratowy (3.23) przyjmie forme

1
1 d2
0

1 d 1
J(y) —§yd—i +§/ dx— / / (2% — z)dz =
0 0 0
1 . s . (4.25)
Y
_5/[(5) dm—i—/ym —x)dx
0 0
Przestrzenia energii jest
Ha={y(z) € C*(0,1), 0 <z <1, y(0) =0} (4.26)
Dla tréjparametrowego rozwiazania funkcjami bazowymi ®;, ¢ = 1,2,3
moga by¢ funkcje
‘1)1—56 ‘1)2—562 (1)32563
Poszukiwane rozwigzanie ma forme
3
=Y Pici=Pc=c'®" (4.27)

gdzie oznaczono
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® = [P; Py P3] — macierz jednowierszowa funkcji bazowych,
c = [c1 ¢z c3]" — wektor nieznanych parametréw.

Podstawiajac (4.27) do (4.25) i stosujac konsekwentnie zapis macierzowy,

otrzymamy
1
1 7 d®\Td® T
== —) — — PP
J(c) 5C 0/<(dm) = dz| c+
. 1 (4.28)
+ct / &L (2% - z)de = §CTBC —c'F
0
gdzie oznaczono macierz B i wektor F
P ([ d®\Td®
B = —) — -2T® 4.2
/<(dm) dzx ) de (4.292)
0
1
F=— / @1 (22 — z)da (4.29b)
0

Parametry ¢;, i = 1,2, 3, obliczymy z warunku koniecznego minimum funk-
cji (4.28), co prowadzi do réwnania macierzowego w formie

Bc=F (4.30)

Obliczajac B i F wedlug wzoréw (4.29), otrzymamy

2 3 4
L 1 @ 5 1 5
_ 2 2 2 3 |3 11 4
B—/ 20 | [12232%] — | x [xz® 2] |de = | 3 % 3
0 322 z? 4 4 58
5 3 35

1 1 1

Ll =z 1 3 12

_ 2 2 _ 1 1] | L

F——/ 2 | (" —z)dz=—| 5 |+| 7 |=]|

o | 23 1 1 1

6 5 30

Rozwiazanie réwnania (4.30) daje wynik

c1 =0.279, ¢ =-0.106, c3=—0.0290
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Konicowe rozwigzanie przyblizone Rayleigha-Ritza ma postaé
uz(z) = 1.279z — 0.106z% — 0.02902°

Wyjsciowy problem brzegowy (4.22) mozna tez rozwiaza¢ metoda Rayleigha~
-Ritza, budujac dla niego funkcjonal rozszerzony, ktéry ma forme

1 1
J(u) = %0/ [(3—2)2 - UZ] dz + O/ux2 dz — v/ (1)u(1) (4.31)

Zgodnie z wczeSniejszym stwierdzeniem w funkcjonale tym pojawil sie
sktadnik wynikajacy z niejednorodnego, naturalnego warunku brzegowego
w'(1) = 1, ktéry jednak dla czytelnoSci zapisu nie zostal wprowadzony
explicite.

Rozwiazania poszukiwaé bedziemy w przestrzeni energii H 4

Hy = {u(z) € C1(0,1), 0 <z < 1, u(0) = 0}

Przyjmujac rozwiazanie w postaci (4.27), odpowiednikiem funkcji (4.28)
bedzie

1
J(c) = gcTBc —c'F-clo®(1)d/(1) (4.32)
gdzie obecnie
1 1 i
F:—/q)Txde:—/ 2?2 | 2?de = — %
0 o | 2 %

Warunek konieczny minimum funkeji J(c) (4.32) prowadzi do réwnania

macierzowego
Bc—F -1 (1) (1)=0 (4.33)

lub w postaci rozwinietej

2 3 4 1
3 4 5 c1 1 1
3 17 4 _ 1
115 3 o |=—135|*+]|1
4 4 58 c3 1 1
5 3 35 6

gdzie wykorzystano warunek brzegowy u'(1) = 1.



4.2. Metoda Rayleigha-Ritza 75

Rozwiazanie przyblizone Rayleigha-Ritza wynosi
uz(z) = 1.283x — 0.11422% — 0.0246223

Obydwa rozwiazania sa podobne do rozwigzan z dokladnoscig obliczen
numerycznych. Mozna je poréwnaé z rozwiazaniem dokladnym réwnym

sinx 9

ug(z) = 2(cosx + tglsinz — 1) — p—
co prowadzi do wniosku, ze rozwiazanie przyblizone dobrze aproksymuje roz-
wiazanie doktadne.

Na zakoniczenie tego przyktadu mozna jeszcze sprébowaé¢ odpowiedzie¢ na
pytanie, jak konstruowaé funkcjonal rozszerzony. Jest to trudny problem wy-
magajacy zaréwno dodatkowej wiedzy, jak i do$wiadczenia. W naszym przy-
padku jednakze tatwo jest uzasadnié¢ postaé¢ funkcjonalu rozszerzonego, jesli
tylko odniesiemy sie¢ do interpretacji fizykalnej problemu brzegowego (4.22).
Przyjmujac na przyklad, Zze opisuje on znowu pewien problem rozciggania
preta, funkcjonal rozszerzony bedzie wowczas suma energii potencjalnej preta

i pracy sity podiuznej na koncu preta x = 1, reprezentowanej przez pochodna
du

—, na przemieszczeniu u(1) = 1.

dx

Przyktad 4.3. Rozwazmy powtérnie problem brzegowy (4.22) dla zilustro-
wania dokladno$ci rozwiazania otrzymanego przy uzyciu ®; z D4 i ®; z Hy.
Przyjmiemy trojparametrowe rozwiazanie Rayleigha-Ritza.

Najpierw dobierzemy z D 4 baze {®;}, i = 1,2, 3 oraz funkcje ®q (to znaczy
taka funkcje @, ktora spelnia wszystkie zadane warunki brzegowe (4.22b), a
takze takie funkcje ®;, ktore spelniaja jednorodne warunki brzegowe)

D(0) =0 dy(1) =1 ®,(0)=0 P (1) =0 dla:=1,2,3

Przyjmujac ®o(z) = a + bz, tatwo obliczymy, ze ®¢ = .

Funkcjami ®;,7 = 1, 2,3 moga by¢ funkcje

1 1 1
Py=zx(1-= Py =z (1— =22 Py =2 (1—-2°
1 1‘( 21‘) 2 1‘( 3.%') 3 1‘( 4.%')

ktére sa réwniez liniowo niezalezne.
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Poszukiwane rozwiazanie ma forme
3
U3($) = dy+ ZCZ‘I)Z
i=1

Pomijajac proste, lecz zmudne obliczenia macierzy B(®;, ®;) oraz wektora
1(®;), napiszemy od razu uklad réwnan Bec = F w postaci

7

2016 2492 2676| [c; 120
—— 12492 3200 3507 = |13
10080 C2 180
2676 3507 3890 |cs3 13

168

gdzie dla przykitadu obliczymy
1

b = /((I)/l 1= ®1Pq)dr = /1 <(1 —z)? - <:c - %x2>2> dz = %
0

0

Rozwiazaniem tego ukladu réwnan jest ¢y = —0.00410981, co = 0.656125
oraz c3=—0.388184.
Koncowe rozwiazanie przyblizone Rayleigha-Ritza ma postaé

uz(z) = 1.26383z + 0.00206x2 — 0.2187123 + 0.097052"

Teraz rozwazymy aproksymacje Rayleigha-Ritza wyrazona przez funkcje
z przestrzeni H 4, to znaczy z ®; nie spelniajacymi naturalnych warunkéw
brzegowych oraz ®; = 0 (poniewaz podstawowe warunki brzegowe sa jedno-
rodne), woéwczas otrzymamy dla

(131:1' (132:1'2 @3:1'3
uklad réwnan -~ - o
2 3 4 1
3 4 5 1 4 1
SRR ot R L B
4 15 3 5
4 4 58 | L 1 1
L5 3 35 L6




4.2. Metoda Rayleigha-Ritza s

gdzie dla przyktadu obliczymy

1 1

b11 = /(‘I)/lq)ll — <I>1<I>1)dm = /(1 — 1’2)(1.%' =
0 0

2
3
1 1 1
f1:—/<I>1fdx+(1>1(1):—/x3dx+1:—1+1
0 0

Rozwiazanie przyblizone Rayleigha-Ritza wynosi
uz(x) = 1.283x — 0.114242° — 0.024622°

W tab.4.1 poréwnano wyniki obliczen przyblizonych z rozwigzaniem do-
ktadnym réwnym

u(z) = 2(cosx +tglsinz — 1) — ST | 2

cos 1

x | P, € Hy | ©; € Dy | Wynik doktadny
0.1 0.1271 0.1262 0.1262
0.3 | 0.3740 0.3742 0.3742
0.5 | 0.6099 0.6112 0.6112
0.8 | 0.9407 0.9402 0.9401
1.0 1.1442 1.1442 1.1442

Tabela 4.1. Wyniki liczbowe dla przyktadu 4.3

Chociaz réznice w rozwiazaniach dla u(x) sa nieznaczne, to jednak przyje-
cie funkcji bazowych, ktore nie spelniaja naturalnych warunkéw brzegowych
ma duze konsekwencje przy rozwiazywaniu probleméw z mechaniki. Budowa-
nie w taki spos6b modelu numerycznego metoda elementéw skonczonych ozna-
czaé bedzie, ze wyniki dla naprezen uogdlnionych (sit przekrojowych) moga by¢
obarczone duzym bledem.

Przyktad 4.4. Metoda Rayleigha-Ritza wyznaczymy funkcje przemieszcze-
nia osi preta o dhugosci L, stalej sztywnosci na rozcigganie £ A = const i ob-
ciazeniu pokazanym na rys. 4.1.
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q(z) = fa P
/_»JJ —_— = = = = = = —’—»
EA I f — stala

Rys.4.1. Pret obciazony osiowo

Sformutowanie silne zadania ma posta¢ problemu brzegowego

d?u
du
u(0)=0  BAT(L)=P (4.34D)

Sformutowaniem globalnym jest wyrazenie na calkowita energie potencjal-
ng dla preta w formie

1 7 du 2 7
Qu) = §EA/(£) dz — f/xudx — Pu(L) (4.35)
0 0

z podstawowym warunkiem brzegowym u(0) = 0. Naturalny warunek brzego-
du
wy FA d—(L) = P zostal wlaczony do funkcjonatu energii.
x

Rozwigzanie liniowe

Przyjmiemy rozwiazanie u(x) = ag + a1x. Rozwiazanie dopuszczalne musi
spelnia¢ warunek u(0) = 0, stad mamy ag = 0, czyli u(z) = a;z. Podstawiajac
to rozwiazanie do (4.35), dostaniemy

1 1
Qar) = —3fm L? + 5EAa%L — PayL

Warunek zerowania si¢ pierwszej pochodnej energii sprowadza sie do réw-

nania 5
d L
@_, L — PL+ EAq1L =0
da1 3

stad otrzymamy
(fL?/3)+ P
EA

al =
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Rozwigzaniem koncowym jest funkcja

L?4+3P)x
) = 4 3;/31 )

Rozwigzanie kwadratowe

Funkcja kwadratowa ma postaé¢ u(z) = ag + a1 + asz?. Rozwiazanie do-
puszczalne musi spelniaé¢ warunek brzegowy w(0) = 0, co oznacza, ze ag = 0.
Podstawiajac rozwiazanie dopuszczalne u(x) = ajx + asz? do (4.35), otrzy-
mamy

1 1
Q(ar,a2) = =7 fasl* + 5(2E4 a3 — fay) L* + EAay ap L+
1
+5EA a?L — P(ayL* 4 a1 L)

Znikanie pierwszej pochodnej funkcji @ (a1, az2) daje réwnania

0 L3
DO o I pawr? - PLyEAGL =0
aal 3
0 L* 4
99 o I A - PI2 4 BAL? —0
8@2 4 3
ktérych rozwigzanie wynosi
_ —TfL*—12P fL
“= 12EA 27 T4EaA

Rozwigzaniem jest funkcja
(12P + fL(7L — 3z))x

u@) = 12EA

Rozwigzaniem dokladnym jest wielomian stopnia trzeciego w formie

z(3fL? — fa?® 4 6P)

u(z) =

6FA
o czym latwo sie przekonaé, przyjmujac funkcje dopuszczalna u(z) = ayx +
asr? + azx®. Rozwigzanie uktadu trzech réwnan 0Q(ai,as,a3)/da; =0, i =
1,2, 3, daje wynik

(4.36)

fL? —2P 0 f
al = ——F—r— as = a3 = ———
! 2FA 2 3 T6EA

co prowadzi do wzoru (4.36). Poniewaz jest to rozwiazanie dokladne, to przyj-
mowanie wielomiandéw stopnia wyzszego nie moze juz zmieni¢ rozwiazania.
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Przyklad 4.5. Zastosujemy metode Rayleigha-Ritza do obliczenia ugiecia
belki wspornikowej, pokazanej na rys.3.2, do ktérej przylozone jest obciaze-
nie ciagle o intensywnosci f i obciazenie momentem skupionym M (F = 0).
Problem brzegowy dla tego zadania ma postaé

d—z(EIdz—w):f 0<z<L EI>0 (4.37a)
da? da? ’
w(O):d—w(O):O (Eldz—w) =M {i(EIdQ—w)] =F=0
dz da? J|,_, dz de? J]|,_;
(4.37b)
d?u du . .
W tym przypadku mamy A = EI . Do rozwiazania wykorzysta-

dz?2 \ 7 da?
my konwencjonalng forme funkcjonatu oraz forme rozszerzona, z naturalnymi
warunkami brzegowymi wprowadzonymi do funkcjonatu.

Sformulowanie konwencjonalne funkcjonatu
Wyjsciowy problem (4.37) przetransformujemy do problemu z jednorodnymi
warunkami brzegowymi przez podstawienie

w(z) = u(x) + wy (4.38)

Podstawiajac (4.38)do (4.37a), otrzymamy

Fp (Eldzu) +d_2(EI@) _ (4.39)

dz? dz? da? da?

Wprowadzajac oznaczenie

Ty d? <E1d2w0>
T daz da?

réwnanie (4.39) przyjmie postaé

@ oY 2 L 4.40
d:r:z( dx2>_f SEs (4.40)

Funkcje wg wyznaczymy z warunku spelnienia niejednorodnego warunku
brzegowego w (4.37b), co daje wynik

wo = M— (4.41)



4.2. Metoda Rayleigha-Ritza 81

Wykorzystujac (4.41), otrzymamy warunki brzegowe dla réwnania (4.40)
w formie

= (4.42)

u(0) = S—Z(O) = E[%(L) - [%(E[%)] o=L

Przyjecie wy w postaci (4.41) daje wynik

F=r o (pr ) =

W dalszym ciagu rozwaza¢ juz bedziemy problem brzegowy zdefiniowany
réwnaniami (4.40) i (4.42). Przestrzen energii H4 jest zdefiniowana w naste-
pujacy sposob:

du
@(0) =0}

Mozna wykazaé, ze operator A jest samosprzezony i dodatnio okreslony
w przestrzeni H4 tak, ze funkcjonal kwadratowy dla problemu (4.40), (4.42)

jest dany wzorem
L
EI (d%u)\?

W N-parametrowej metodzie Rayleigha-Ritza funkcje bazowe ®; € Hy,
tzn. spelniaja jednorodne podstawowe warunki brzegowe ®;(0) = <I>;» (0) =0.

Hy={u:uec H*0,L),u(0) =

Przyjmiemy, ze zbiér {®;} = {2771} jest baza w H 4. Rozwiazanie przyblizone
otrzymamy, przyjmujac

N
uy =Y ¢;®; (4.44)
j=1

Podstawiajac (4.44) do (4.43), otrzymamy z warunku minimalizacji funk-
cjonatu wzory

bij = B(®;, ®;) /Eu+1 LG+ 12/t =

ERj + ) + )@
(i+j-1)
L
fi= (@) = [ o far = I
0
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oraz oznaczymy B = [bj;] 1 F = [f;].

Obliczenie B i F mozna réwniez przedstawi¢ w sposéb macierzowy, defi-
niujac wektor wierszowy funkcji bazowych ® = [®1, o, ..., Py]|. Wzory ma-
cierzowe maja postaé

L L
B = / (®"TEI®"dz F= / & fdx (4.45)
0 0

Przyjmujac rozwiazanie dwuparametrowe we = ug +wq, otrzymamy uktad
rownan Bc = F w formie

fL?
4L L2cy = = —
c1+6L%c Yohi
L4

L2, 4 12L3, = 12
6L°c1 + Co 1Bl
5fL? fL

kté . . . Y e el
torego rozwigzaniem jest c; UET Co OF]

Rozwiazanie przyblizone wyjéciowego problemu (4.37) ma postaé

12M +5fL? o, fL 4
wy = ———IT — —T
2 UFET 12E1

Rozwiazanie dokladne otrzymamy, przyjmujac N = 3 (w(x) jest dokladnie
funkcja czwartego stopnia, patrz p.2).

Funkcjonal rozszerzony — metoda mnoznikéw Lagrange’a
Zamiast rozwiazywaé¢ réwnanie (4.37) w metodzie tej minimalizujemy funk-
cjonat

L
EI (d¥?
T(W,w) = / [7 (5) _ fw] dz + MU(L) (4.462)
0
: . dw
z rébwnaniem wiezow G(V,w) =V + - 0 (4.46Db)

Zauwazmy, ze podstawienie za ¥ (4.46b) do (4.46a) prowadzi do funk-
cjonalu catkowitej energii potencjalnej belki, zwigzanej ze sformutowaniem
konwencjonalnym metody Rayleigha-Ritza.
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Rozszerzony funkcjonat dany jest wzorem

LW, w, \) = /L[% (%’)2 - fw} dr + /LA<\II 4 i—:) dz+ MU(L) (4.47)
0 0

gdzie A\ jest nazywane mnoznikiem Lagrange’a, majacym w tym przyktadzie
interpretacje sily poprzecznej. Podstawowe warunki brzegowe sa obecnie na-
stepujace: ¥(0) = w(0) = 0.

Stabe sformutowanie otrzymamy, przyréownujac do zera pierwsza wariacje

0L =0

Y Audsw 7
_ / (EI—— + )\5\11) dz + M6U(L) + / ()\— _ f5w> da+
/ dx dx /

/5 (44 2)0s

Przyjmujac rozwiazanie jednoparametrowe mamy

(4.48)

U(z) = a ] w(zx) = by ®? MNz) = 03

gdzie ®¢, a = 1, 2, 3 sa funkcjami aproksymacyjnymi. Zaktadajac nastepnie, ze
¢l = 2,82 = v i ®} = 1, otrzymamy po podstawieniu do (4.48) trzy réwnania
(dla niezaleznych wariacji daq, by i d¢q)

L? fL AML + fL3
EIL —c1=—-ML == b = — 2 T I
ap + 5 ¢l 1 5 1 REI
Rozwiazanie jednoparametrowe ma postaé
4M + fL? (4M + fL*)L
\\ = — - 7  J7F
@) < AET >x w(@) SEI

podczas gdy rozwiazanie doktadne wynosi

—(2M + fLYx  fLa*  fa?

¥(z) = 2ET 9ET  6EI
A= f(L—x)
(2M + fL?)x®>  fLa® fat
w(z) = —

4ET1 6E1  24ET1
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4.3. Metoda residuéw wazonych

Przyjmiemy, ze S jest zwarta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Jesli dla
elementu v € H

(u,w) =0  jest prawdziwe dla kazdego w € §

gdzie, powtérzymy, (e,e) jest iloczynem skalarnym w H, to wynika z tego, ze
u=0w H.
Jesli natomiast {¥;} sa funkcjami bazowymi w H, to wéwczas

(u, V) =0 implikuje u =0 w H dla wszystkich k
Rozwazmy teraz réwnanie operatorowe
Au=f w () (4.49)

z operatorem A : D,y C H — H oraz odpowiednimi, jednorodnymi, warunka-
mi brzegowymi. Elementy zbioru D 4 z definicji spelniaja te warunki brzegowe.
Jesli u € D 4 jest takie, ze

(Au— f,Ur) =0 dla kazdego k =1,2,... (4.50)

gdzie {U;} sa funkcjami bazowymi w H, wéwczas oznacza to, ze Au — f =0
w H, czyli u jest rozwiazaniem problemu (4.49). Innymi stowy, znalezienie
rozwiazania (4.49) jest réwnowazne poszukiwaniu rozwiazania (4.50). Ta réw-
nowazno$¢ tworzy baze metody residuéw wazonych.

W metodzie tej dla reprezentacji u wybieramy dowolna baze {®;} z D4
(nie jest wymagane, aby byla to baza {V;}) z warunkiem, ze tzw. residuum
Ry

Ry =Auny — f

jest ortogonalne do podprzestrzeni utworzonej z funkcji bazowych {¥}
(Auy — f,¥g) =0 k=1,2,...,N (4.51)

W literaturze metoda residuéw wazonych, wyrazona przez réwnanie (4.51),
znana jest pod réznymi nazwami, zaleznie od wyboru bazy {¥;}. Ogdlny przy-
padek Wy # @ nazywany jest metodg Petrowa-Galerkina (autorem metody
byt B.G.Galerkin, 1915r.) .
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W metodzie residuéw wazonych poszukujemy rozwiazania przyblizonego
upy réwnania (4.49) w formie

N
i=1

gdzie N jest catkowita liczba dodatnia, a c¢; sa stalymi, podlegajacymi wy-
znaczeniu. Jesli operator A jest liniowy, to wéwczas, podstawiajac (4.52) do
(4.51), obliczymy c¢;, rozwiazujac uktad réwnan

N
> (A®;, Vp)e; = (f, V)  k=1,2,...,N (4.53a)

i=1

ktory w zapisie macierzowym przyjmuje postac
(BT A®)c = (P7, f) (4.53b)

Wymaganie, ze ®; € Dy oznacza, ze jeSli A jest operatorem rézniczko-
wym rzedu 2m, to ®; musza by¢ rézniczkowalne 2m razy i spelnia¢ zadane
warunki brzegowe (przyjelidmy, ze sa one jednorodne). Funkcje bazowe {Uy}
nazywamy funkcjami wagowymsi, a funkcje z bazy {®r} funkcjami prébnymi
(lub testowymi).

Metoda residuéw wazonych moze by¢ stosowana do rozwigzywania znacz-
nie szerszej klasy rownan operatorowych niz réwnania operatorowe, w ktorych
mozliwe jest wlaczenie naturalnych warunkéw brzegowych do sformutowania
stabego, jak wymaga tego metoda Rayleigha-Ritza. W najbardziej ogélnym
sformutowaniu (4.51) operator A nie musi by¢ dodatnio okreslony ani liniowy.

Takie same réwnania koncowe otrzymamy, jesli przyjmiemy

N
wy =Y dp¥y,  k=12,...,N (4.54)
k=1

gdzie dj, sa dowolnymi stalymi. Woéwczas réwnanie (4.51) przyjmie forme
(Auy — f,wny) =0 (4.55)

Podstawiajac teraz zwiazki (4.52) i (4.54) do (4.55) oraz wykorzystujac wa-
runki di # 0,k =1,2,..., N, otrzymamy z powrotem uklad réwnan (4.53).
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4.3.1. Metoda Bubnowa-Galerkina

W tej metodzie (autorstwo ktorej przypisuje sie I.G.Bubnowowi, 1913 r.) po-
szukujemy rozwiazania przyblizonego réwnania (4.49) w formie kombinacji
liniowej (4.52) 1 wspélezynniki ¢; obliczamy z warunku, ze residuum Ry jest
ortogonalne do funkcji wagowej Zé\;l dp®r, k = 1,2,..., N, co oznacza, ze
jest ortogonalne do funkcji bazowych @1, ®o, ..., @y, spelniajacych wszystkie
warunki brzegowe problemu

(Ry,®,) =0 k=1,2,...,N (4.56)

Jedli A jest operatorem liniowym, to wéwczas niewiadome ¢; wyznaczamy
rozwigzujac uklad rownan algebraicznych w postaci

N
D (AD;, Bp)e; = (f,®)  k=1,2,...,N (4.57a)
=1

dla kazdej funkcji @5 € D 4. Réwnania te w postaci macierzowej mozna zapisaé
jako

(@1, A®)c = (@1, f) (4.57b)

Jedli A jest operatorem dodatnio okreslonym, to woéwczas A =T*T. W ta-
kim przypadku iloczyn skalarny (A®;, ®;) mozna wyrazi¢ poprzez forme dwu-
liniowa: (A®;, @) = (T'P;, TPy) = B(P;, Py) 1 woéwezas réwnanie (4.57) jest
identyczne z réwnaniem (4.5) metody Rayleigha-Ritza (w tym sensie méwimy,
ze metoda Bubnowa-Galerkina jest uogélnieniem metody Rayleigha-Ritza).
Wynika stad, ze metody Bubnowa-Galerkina i Rayleigha-Ritza sa identyczne,
jesli operator A jest symetryczny i dodatnio okreslony. W tym przypadku me-
toda Bubnowa-Galerkina moze by¢ sformulowana przy wykorzystaniu funkcji
®; z przestrzeni energii H4 , ktéra jest duzo wigksza przestrzeniag niz D4,
poniewaz elementy H 4 spelniaja tylko jednorodne podstawowe warunki brze-
gowe i wystarczy, aby funkcje z tej przestrzeni byty rézniczkowalne do rzedu
m dla operatora rézniczkowego A rzedu 2m.

Wykorzystujac, ze A = T*T oraz ®; € Hy, réwnanie (4.57) przyjmie

postaé
N

> (T®;, T®y)ci = (f, k) + Z hj, B;®y) (4.58)
7j=1

i=1
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gdzie B; sa operatorami brzegowymi pojawiajacymi si¢ w podstawowych wa-
runkach brzegowych, h; — okreslonymi wielko$ciami pojawiajacymi si¢ w natu-
ralnych warunkach brzegowych, a n — liczba wyspecyfikowanych podstawowych
warunkéw brzegowych.

Podsumowujac, jesli A jest operatorem dodatnio okreslonym, to w meto-
dzie Bubnowa-Galerkina mozemy skorzysta¢ z réwnan (4.57) lub z réwnan
(4.58), ktére w przypadku jednorodnych warunkéw brzegowych redukuja sie
do réwnan (4.5). W pierwszym przypadku bedziemy dalej méwili po prostu
o metodzie Bubnowa-Galerkina, natomiast drugi przypadek nazwiemy meto-
dg Bubnowa-Galerkina w sformulowaniu stabym (w literaturze nazywana tez
sformulowaniem wariacyjnym).

Przyklad 4.6. Rozwiazmy réwnanie rézniczkowe metoda Bubnowa-Galerkina

d%u
@—i-u—i—xzo <<l

w(0)=0 wu(l)=0

sin x

Rozwiazanie dokladne wynosi u = — .

sin1
Problem z jednym stopniem swobody, N =1
Przyjmiemy ®; = sin7z, ®1(0) = 0, ®1(1) = 0 tak, ze rozwiazanie przyblizone
ma postaé
u] = ¢ sinnwx

Skorzystamy z réwnania (4.57) i obliczymy

d2®,

A1 =42

+ &y = (—n*sinmx + sin wx)

1
(AD,, &) = /A(u1)<1>1dx _ %(1 — 2
0

1
(faq)l) = /(—x) sin rxdr = —%
0

Rozwiazujac réwnanie

(A®y, @1)c1 = (f, 1)
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czyli
1 1
5(1 — 7T2)Cl = —;
mamy
= 2 = 0.0718
61_77(772—1)_ '

Rozwiazaniem przyblizonym jest funkcja
up = 0.0718 sin mx

Problem z dwoma stopniami swobody, N = 2
Funkcje bazowe przyjmiemy w postaci wielomianéw

di(z) =z(l —z) Po(x) =21 —2) &;(0)=0 &;(1)=0 i=1,2
Rozwiazanie przyblizone ma forme
uy = c1x(1 — z) + 2 (1 — z) = Pc
gdzie zdefiniowane sa macierze

D =[D; Dy — macierz jednowierszowa funkcji bazowych

c={c ¢} — wektor kolumnowy niewiadomych parametréw

Skorzystamy z réwnania (4.57), obliczajac

2
AP = (%—1—1)[@1@2]:[—2—1—90—352 2 — 6z + 2% — 27|
_ | 2?(1-w)
jet = l —z3(1 — ) 1

i nastepnie macierz wspotczynnikéw przy niewiadomych
1
K= (&1, 4®) = /«I:TAq:dx =

0
1
z(l—x) 2 2 3
/l$2(1—$)][2+m z° 2—-6zx+ux x}dx
0
3 _15
_ 10 100
100 105
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oraz wektor prawej strony
1 1
2 _1
o Ty —X (1 — CC) . 12
F_(f’(I,)_/[—x‘?(l—x)]d:ﬂ_l_il
0 20

Rozwiazanie uktadu réwnan Kc = F
3 15 1
10 T00| |c1| _ |12
15 13 | |eo| | L
100 105 20

71 7
daje wynik ¢; = 360 =~ 0.1924 i ¢ = a = 0.1707. Rozwigzaniem przyblizo-

nym jest funkcja
ug(x) = z(1 — 2)(0.1924 4 0.1707x)

1
Przyjmujac x = > otrzymamy wu; = 0.0718 i ug = 0.0694.

W tab.4.2 poréwnano rozwiazanie ug z rozwiazaniem doktadnym oraz ob-
liczono residuum Ro. Wyniki obliczen przedstawiono rowniez na rys. 4.6.

T Rozw. dokl. | Rozw. przybl. us | Residuum Ry

0.10 0.0186 0.0189 —0.0269
0.50 0.0697 0.0694 0.0139
0.90 0.0309 0.0311 —0.0342

Tabela 4.2. Poréwnanie liczbowe obliczen w przykladzie 4.6

Przyktad 4.7. Rozwigzemy problem brzegowy z przyktadu 4.4 metoda Bub-
nowa-Galerkina w sformutowaniu stabym.
Rozwazany problem brzegowy ma postaé

d%u

EA— +fe=0 0<z<L (4.59a)

u(0) =0 EA%(L) e (4.59b)
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i jego rozwiazaniem jest funkcja

u(z) = (3 fL? —(ngQJrGP)

Sformulowanie wariacyjne przyjmuje prosta postaé¢ réwnania catkowego

/ apndw dz + Pw(L) = 0 4.60
J(FAB ot Fau@) ) do+ PulL) = (4.60)
0

z podstawowym warunkiem brzegowym u(a) = 0, gdzie w(x) jest funkcja

Wagows.

Rozwigzanie liniowe
Podstawiajac do (4.60) aproksymacje liniowe

ui(z) = wi(z) = dix (4.61)

(w tym przypadku ®(z) = x i spelnia podstawowy warunek brzegowy), otrzy-
mamy dla d; # 0 réwnanie

L
/(—EAQ + f2?)dz+ PL=0
0

ktérego rozwigzanie wynosi

—fL? - 3P
3EA

Cc1 =

Aproksymacja liniowa funkcji u(x) jest nastepujaca:

(fL? +3P)x

ui(z) = = SEA

Rozwigzanie kwadratowe
Poprawe rozwiazania otrzymamy, przyjmujac dwie funkcje bazowe, spetniajace
warunek ®;(x) =0, i =1,2

® = [z 27
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co odpowiada aproksymacji kwadratowej
ug(x) = ®c wa(z) = ®d (4.62)

gdzie
c={c1 o} oraz d={d; do}

Podstawiajac (4.62) do (4.60), otrzymamy z warunku d # O réwnanie

(/Ll;x] EA[L Qx]dﬂ:) c:/Lflﬁ] dHPlLLQ]

0 0

macierzowe

ktére po wykonaniu koniecznych catkowan przyjmuje forme

L3
EALc; + EAL?cy = fT + PL

4 A
EAL%c; + gEAL%2 = fT + PIL?

i jego rozwiazanie wynosi

| -TfL* —12P
12FEA

JL

‘= T 1EA

Cy =

Aproksymacja kwadratowa funkcji u(z) przedstawia sie¢ nastepujaco:

_ o (12P+ fL(TL — 3x)) x
u(x) = 1z + cox® = oA

Przyjmujac w koncu aproksymacje sze$cienna, otrzymamy rozwiazanie doktad-
ne. Zgodnie z oczekiwaniem rozwiazanie metoda Bubnowa-Galerkina w sfor-
mutowaniu stabym jest identyczne z rozwigzaniem metoda Rayleigha-Ritza.

Przyktad 4.8. Rozwazmy nieliniowe rownanie rézniczkowe

d?u du
a2 <d:r3

W'(0)=0 wu(l)=v2 (4.63D)

2
) 1 0<a<l1 (4.63a)
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dz? dz
D4 funkeji dwukrotnie rézniczkowalnych, ktére spetniaja warunki brzegowe
(4.63b). Jest ona nieliniowa, poniewaz warunki brzegowe sa niejednorodne.
Podstawiajac u = v + v/2, przetransformujemy ten problem do problemu z
jednorodnymi warunkami brzegowymi, otrzymujac

- - ) | fdu\® ,
Obszarem definicji operatora Au = u|—= | + | =— | jest przestrzen

(u+\f)dv (32)2:1 O<z<1 (4.64a)

V(0)=0 wv(1)=0 (4.64Db)
Teraz v nalezy do przestrzeni liniowej funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
i spetniajacych jednorodne warunki brzegowe D4 C H?(0,1), gdzie H?(0,1)
jest przestrzenig liniowa. Przestrzen energii Ha zawiera elementy z H'(0,1),
ktére znikaja dla x = 1.
Problem (4.63) ma rozwiazanie doktadne w formie

uw(z) = V1422

Rozwiazanie przyblizone mozna otrzymaé, korzystajac z réwnania (4.57)
lub z réwnania (4.56) w stabym sformulowaniu. Zauwazmy najpierw, ze réw-
nanie (4.64) moze by¢ przepisane w formie

—%[(v + \/5)%} ==

V(0)=0  v(1)=0

Réwnanie (4.56) przyjmie teraz postacé

j{—di[(vN-l-\/_) }—l—l}@kdm—o k=1,2,...,N  (4.65)
0

dla kazdego ®j € D 4. Sformulowanie stabe otrzymamy, catkujac przez czesci
sktadnik w nawiasie kwadratowym

1
duy A
/[UN+\/_ N Tk (I)k}d —0 k=12,...,N (4.66)
/ dr dx
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dla kazdego ®; € H 4. Wyrazy brzegowe wynikajace z catkowania przez czesci
zniknely, poniewaz v'(0) = 0 i ®x(1) = 0.

Zastosowanie metody Bubnowa-Galerkina oznacza skorzystanie z (4.65) i
przyjecie funkcji ®; z przestrzeni D 4. Przyjmiemy, Ze sa nimi wielomiany

N
UN = Z Ci(I)i (I)z =1- CEZJFI
i=1

oraz ze N = 1, co prowadzi do wzoréw

) = = [0+ VY] = - e = 4 V) 20 =

= —[e1(1 = 22) + V2] (=2¢1) — (2zc1)? = V22¢1 + 268 — 62%¢3

1
(A(v1), @1) = O/A(vl)(l —2%)dx = g\/ﬁcl + %c?
1
(f,@1) = /(—1)(1 —z%)dz = —§
0

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe

(A(v1), ®1) = (f, ®1)

dostaniemy
—5vV2++v30
o = ff ~ _(.39846
—5vV2—-+30
o) = ff ~ 313707

Wyboru wtasciwego c¢; dokonamy, korzystajac z kryterium minimum re-
siduum. Wybieramy to c¢;, dla ktérego mniejsza bedzie norma Lo residuum

Ry = A(v1) — f. Z obliczen wynika, ze tym ¢; jest cgl). W efekcie jednopara-

metrowe rozwiazanie problemu (4.63) ma postaé
up = vy + V2 = 1.01575 + 0.39846:> (4.67)

Rozwijajac w szereg potegowy rozwigzanie doktadne v/1 + 2, otrzymuje-

my
V14222140522 +...
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co oznacza, ze rozwigzanie przyblizone jest dos¢ dobre.
Jesli rozwiazywaliby$my réwnanie (4.63a) z niejednorodnymi warunkami
brzegowymi, to nalezatloby przyja¢ rozwiazanie przyblizone w formie

N
uy = o+ ®;
i=1

gdzie funkcje ®( nalezaloby tak dobraé, aby spelniata warunki brzegowe (4.63b).
Przyjmujac & = /2 tak, ze ®o(1) = /2 i ®'(0) = 0 oraz N = 1, znowu
otrzymamy rozwiazanie (4.67). Do rozwiazania metoda Bubnowa-Galerkina
w sformulowaniu stabym nalezy wykorzystaé¢ réwnanie (4.66). Poniewaz ®; €
Ha={uec H(0,1) : u(1) =0}, to wybierzemy ®; = 1 — . Przyjmiemy

N
UN(m') :Zciq)i CI)Z'Zl—.%'i
i=1

Podstawiajac ten wzér do (4.66) i wykonujac nakazane catkowanie, otrzy-
mamy (dla N =1)

A +2vV2¢,+1=0
cgl)zl—\/i 052):—1—\/5

Korzystajac powtérnie z kryterium minimum residuum w sensie normy Lo

(1)

ustalimy, ze wlasciwym rozwigzaniem jest ¢; ’. Rozwigzanie ma postac
w=v+v2=(1-2)(1-V2) +v2 = (1-2)+2a (4.68)

Nie jest to rozwiazanie satysfakcjonujace (specjalnie dla wigkszych wartosci
x 0 < x < 1), ale mozna je znacznie poprawi¢, przyjmujac wiecej parametrow
¢; w aproksymacji. W takim jednakze przypadku otrzymamy nieliniowy uktad
réwnan algebraicznych, ktéry wymaga rozwiazania metodami numerycznymi.
W koncu rozwigzemy zadanie metodg Petrowa-Galerkina, w ktérej funkcje
wagowe Uy w réwnaniu (A(vy) — f, Ux) = 0 sa rézne od funkeji prébnych @y.
Przyjmujac

X
\Iflzcos% mamy y(1)=0 i W, (0)=0
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W tym przypadku, dla ®; = 1 — 2**!, otrzymamy rozwiazanie w postaci

(Alwr). #) = [mcl . <_8+ g) C%]

vy 2
(f7 1) - _;
(12— 2V2E VB 2[(96/7%) — §
- (96/72) — 8
V= —040317 P = —2.87268

(1)

Z warunku minimum residuum wybieramy c;’ tak, zZe rozwigzaniem jest
funkcja
uy = vy + V2 = 1.01104 + 0.4031722

co daje troche lepszy wynik niz rozwiazanie metoda Bubnowa-Galerkina.

Przykltad 4.9. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

d?u
z warunkami brzegowymi
du
1) = ——(0)=h 4.69b
ul)=gq  —3H0) (4.69b)

oraz znang funkcja f = f(x) i danymi ¢ i h. Przestrzen funkcji dopuszczalnych
jest nastepujaca:

Da = {u(z) € C*(0,1), 0 <z <1, u(l) =g, —%(0) = h}

Problem rozwiazemy metoda Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu sta-
bym. Zalozymy, w przeciwienstwie do poprzednich przyktadoéw, ze poszukuje-
my rozwigzania odcinkowo-liniowego w podprzedziatach [0, ] i [3, 1]. Przy-
ktad jest dobrym wprowadzeniem do metody elementéw skonczonych.

Rozwiazania przyblizonego poszukujemy w postaci (4.7)

N
uyN = Z @Z(m) ¢ + @O(m)q (4.70)
=1
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gdzie ®g(x)q jest funkcja spelniajaca niejednorodny podstawowy warunek
brzegowy (4.69b).

Przyjmujac N = 2, wybieramy funkcje ®;,7 = 0,1, 2, w postaci kombinacji
liniowych funkcji Lagrange’a

0 0<z<i

(I)O(x) = 1 2

2x — 1 ;<2<

1-2 0<z<i

(1)1(56) = ! 1 STS 2

0 b) <z < 1

2 0<z<i

(1)2(56) = v 1 STS 2

2(1 —z) <zl

W ten sposdb mozemy napisaé, ze
ug = P1c; + Pocy + Pgg = Pc + Ppq (471&)
oraz

wy = ®P1d; + Pody = Pd (4.71b)

Przyjecie takich odcinkowo-liniowych funkcji bazowych spelnia warunek
ciggloéci C! w przedziatach (0, %) i (%, 1) (powiemy, ze w tych podprzedzia-
tach funkcje bazowe sa z przestrzeni energii H4). Jednakze dla z = % nie be-
dzie spelniony warunek ciagtosci pochodnej rozwiazania przyblizonego. Rys.
4.2 przedstawia wykresy funkcji bazowych, natomiast na rys. 4.3 pokazano

wykresy funkcji us i wo oraz ich pochodnych.

Rys.4.2. Funkcje bazowe w przyktadzie 4.9
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A A 0.5 1
di 0 ! : ;:c
oy —
W,z
d2 T _2(d2 - dl) ——
0

! T i T
0 0.5 1 0 0.5 1
Rys.4.3. Funkcje us i we oraz ich pochodne w przykltadzie 4.9

Réwnanie stabego sformutowania wariacyjnego ma postaé

co po wykorzystaniu (4.71) daje réwnanie
ad\ T dd,

dT{ j(g)ngx c+ 1(5) —qu—/(I)dem &7 (0 )h}:O
0 0

Wykorzystanie warunku d # 0 prowadzi w koficu do rownania macierzo-
wego

Bec=F
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gdzie zdefiniowano

1
B = 0/< ) dx

= x 1 d(I)O:U
F_0/<I>de +®T(0)h — q/< )

0

Elementy b;;, ¢,j = 1,2, macierzy B obliczymy ze wzoru
1 1
/ d®; d@ d@ d®; de; | d®; do;

/ dx dx dr dx T dr dz

1 -1
B_Q[_l 2]

Z kolei elementy f;, i = 1,2, wektora F wyznaczymy ze wzoru

X

otrzymujac

b dd; ddb,
704

dx dzx v

1
fi :/@ifdx—irfbi(o)h—
0

=

co prowadzi do wynikdw

flz/(l—Qa:)f(:c)dx+h
0

1

f2:2/xf(:v)dx+2/(1—:U)f(ﬂ:)dx+2q
0

=

Zauwazmy, ze brak ciagtosci funkcji bazowych nie sprawit ktopotu w obli-
czeniach, poniewaz catkowanie zostato rozdzielone na dwa przedzialty [O, %} i

3.1

W dalszym ciagu rozwazymy 3 przypadki okreslenia funkcji f.



4.3. Metoda residuéw wazonych 99

Przypadek f =0

h
P 2q]
1
1 = h q+h
c=BlF = 2 = h
L] gy
2 2

Rozwiazanie ma forme
h 1
u=(q+h)®1+ (q+5) ®3 + ¢ :q(¢1+¢2+@0)+h(¢>1+5¢2)

u=q+h(l—x)
Otrzymane rozwigzanie jest liniowe i jest ono doktadne, co stanowi rezultat
przyjecia liniowych funkcji bazowych.

Przypadek f(x) = f = const

f1=£+h
ﬁ=£+ﬂq
1
1 = i%—h £+q+h
c— 2 4 _| 2
11 f 5 3f+ h
5 21Lla"% g 7973
Rozwiazanie ma postac
3
u:q—|—h(1—x)—|—g<1>1—i—§f<1>2

Na rys. 4.4 poréwnano wynik dokladny z obliczeniami.

Przypadek f(x) = px, p = const

2o —+q+h
F=| 24 c—=1| 6

P 5 ’ p h

1 s T1ty

Poréwnanie wynikéw obliczen doktadnych i przyblizonych przedstawiono
na rys. 4.5.
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T
L4+q+h 0 >
L _p 3 SR
%+q+%— rill 7] : :
\ Udokl sz
U,z . .
- A N \
4
T
B f R )

0

Rys.4.4. Porownanie rozwiazania dokladnego z rozwiazaniem wariacyjnym dla
przypadku f(xz) = f = const w przykladzie 4.9

A A 0.5 1

E+q+h

7 _
wmraty

0

Rys.4.5. Poréwnanie rozwiazania dokladnego z rozwiazaniem wariacyjnym dla
przypadku f(z) = px, p = const w przykladzie 4.9

4.3.2. Metoda najmniejszych kwadratéow
Rozwazmy réwnanie operatorowe

Au=f w Q (4.72)
gdzie A: Dy — H inie musi to byé operator symetryczny. Przyjmiemy, ze

zbiér funkcji liniowych D 4 jest zwarty w przestrzeni H.
W metodzie najmniejszych kwadratéw rozwiagzanie réwnania (4.72) jest
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konstruowane w formie funkcji uy € D4

N
uy =Y ¥
i=1

ktora minimalizuje residuum

N

> Al ®;) — fHH

=1

I BN = Aun — flla=

Warunek powyzszy prowadzi do uktadu réwnan z nieznanymi parametrami

Cc1,C2,...,CN
ey, | Bl Ocy, (B, Bv) < N oe )HHRNHH )

Poniewaz Ry # 0, to oznacza, ze rownanie (4.73) jest rownowazne réwna-
niu
OR
(RN, —N) =0 (4.74)
oci )y

W ten sposéb stwierdzamy, ze metoda najmniejszych kwadratéw to taki
wariant metody residuéw wazonych, w ktérym funkcja wagowa ma postaé

_ ORy
Bck

Réwnanie (4.74) w rozwinigtej formie ma postaé

<AuN - f, %(AUN)>H =0 (4.75)

Jesli A jest operatorem liniowym, to prowadzi to do liniowego uktadu réw-
nan algebraicznych w formie

N
> (A®;, A®y) o = (f, A®p)y k=1,2,...,N (4.76)
i=1

Macierz wspoétczynnikéw przy niewiadomych B;;j = (A®;, AD;) g jest sy-
metryczna dla dowolnego operatora A. Jest ona nieosobliwa, jesli zbiér { A®,}
jest liniowo niezalezny (czyli jesli A jest liniowy i {®;} jest zbiorem funkcji
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liniowo niezaleznych). Mozna udowodnié, ze uy = S| ¢;®; ze wspolczynni-
kami ¢;, obliczonymi z (4.76), jest zbiezne w przestrzeni energii H 4, zwiazanej
z dodatnio okreslonym operatorem A, do rozwigzania doktadnego u réwnania
(4.72).

Zauwazmy, ze jesli operator A i baza {®;} sa takie, ze APy = P, ap —
stala (bez sumowania), to réwnanie (4.76) sprowadza sie do réwnania

N

> (A®;, ®p)ei = (f, @) k=12,....N
=1

co oznacza, ze w tym przypadku metoda Bubnowa-Galerkina i metoda naj-
mniejszych kwadratow daja to samo rozwiazanie.

Przyktad 4.10. Rozwazmy ten sam problem brzegowy co w przyktadzie
4.6, przyjmujac N =11 ®; = sinnz.
Korzystajac z réwnania (4.76) obliczymy

(A®)) = —n*sinwz + sinmz
1 1 .
(ADy, ADy) = /[A@l]Qdm = /(—712 sin 7z + sinz)?dz = 5(1 —7%)?
0 0
1
(f,A®q) = /(—CE)(—W2 sinmz + sinwz)dx = —%(1 —7?)
0

Rozwiazujac réwnanie

(A‘I)l, A<I>1)cl = (f, Aq)l)

lub

1 1
21— 2220 — (] — 2
5( ™) e 7T( )

mamy ¢y = ﬁ 2~ 0.0718. Wyniki otrzymane z metody Bubnowa-Galerkina
i z metody najmniejszych kwadratéow sg takie same, poniewaz APy = a1 P =

(1—a¥)sinme, a; =1 — 72
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Przyktad 4.11. Rozwiazmy nieliniowe réwnanie rézniczkowe (4.63), rozwia-
zywane w przyktadzie 4.8 metoda Bubnowa-Galerkina.
Przyjmiemy rozwigzanie przyblizone w formie

uy(x) = ®g + 181 = V222 + ¢ (1 — 2?) (4.77)

gdzie ®o(1) = V2 i ®4(0) = 0, co oznacza, ze ®o(r) spelnia warunki brzegowe
zadania. Funkcja ®1 spelnia jednorodne warunki brzegowe.

Powtarzajac metode rozwiazania z przyktadu 4.8, otrzymamy réwnanie dla
metody Bubnowa-Galerkina

43 +2V2¢1 —T=0

z rozwigzaniem cgl) = 1.012575 i ch) = —1.72289. Mniejsze residuum jest dla
(1)

¢, ’ 1stad rozwigzanie ma postac
uy = 1.01575 + 0.398462>

to znaczy jest takie samo jak (4.67).
Zastosowanie aproksymacji (4.77) do réwnania (4.75) daje wyniki

Aup = (12 — 12v2¢; + 6c%):c2 +2V2¢; — 20%

0
5o Au = 12(c1 — V2)a? — dei 4 2V2
C1

1
(Aul, AU1> / ) c1+ 601} ° + 2\/—01 — 2c1} .
0

S 12(e1 — V2)a? —401—|—2\/§} dz =

232 104
G- ViGNV

—

w
l\?

3¢
(f,aiclflul) 20/1[12 (01 —\/5)::32 —4cy +2\/§] dz = —2v/2

A 814 814 =0
(s g m) = (5.5 4m) -



104 4. Metody wariacyjne rozwigzan przyblizonych

lub
232 47
3 2
—3v2 —caq—-——=V2=0
& \/_Cl + 32 C1 16 \/_
7 trzech pierwiastkow tylko jeden jest rzeczywisty cgl) = 1.0256 i rozwia-

zanie metoda najmniejszych kwadratéw ma postaé
uy = 1.0256 + 0.32572> (4.78)
T
Zastosowanie metody Petrowa-Galerkina z W, = cos -5 +/2 i ta sama
aproksymacja (4.77) daje wynik
uy = 1.01104 + 0.4031722 (4.79)

W tab.4.3 poréwnano rozwiazania wariacyjne z rozwiazaniem doktadnym.

x | Rozw. dokl. | (4.68) | (4.67) | (4.78) | (4.79)
0.0 1.000 1.000 | 1.016 | 1.089 | 1.011
0.2 1.020 1.083 | 1.033 | 1.102 | 1.027
0.4 1.077 1.166 | 1.080 | 1.141 | 1.076
0.6 1.662 1.249 | 1.159 | 1.206 | 1.156
0.8 1.281 1.331 | 1.271 | 1.297 | 1.260
1.0 1.414 1.414 | 1.414 | 1.414 | 1.414

Tabela 4.3. Poréwnanie liczbowe réznych rozwiazan problemu (4.63)

4.3.3. Metoda kollokacji punktowej

W metodzie kollokacji punktowej parametry ¢; w aproksymacji uy = Zf\il c;P;
sg wyznaczane z warunku zerowania si¢ residuum w N wybranych punktach
x* (k=1,2,...,N), w obszarze Q

Ry(xF,c;,®;,f)=0 k=1,2,...,N (4.80)

Dla liniowego réwnania operatorowego Au = f otrzymamy réwnanie

%A(cbj(x’“))cj —f»=0 k=1,2...,N (4.81)
j=1



4.3. Metoda residuéw wazonych 105

Réwnanie (4.81) moze by¢ zinterpretowane w formalizmie metody residuéw
wazonych w nastepujacy sposob:
Niech §(x — x*) oznacza funkcje Diraca o whasnosci

[ 8= %) 1 60dx = £
Q
woéwezas réwnanie (4.81) moze by¢ przedstawione w formie alternatywnej jako
> { / A(®(x))5(x — xk)dx] - / Fx)3(x — xF)dx = 0 (4.82)
=1 9 Q

Poréwnujac réwnanie (4.82) z réwnaniem (4.53) staje sie widoczne (dla
H = L5(R)), ze funkcja wagowa w tej metodzie jest dana wzorem

T (x) = 6(x — x¥) (4.83)

Wiasciwy wybér punktéw kollokacji x* decyduje o dobrym uwarunkowaniu
uktadu réwnan (4.81) i zbieznosci rozwiazania aproksymacyjnego (na pewno
powinny by¢ réwnomiernie roztozone w obszarze rozwiazania).

Przyklad 4.12. Rozwiazemy ten sam problem brzegowy, ktéry byl juz roz-

wigzywany w przykltadach 4.6 i 4.10, przyjmujac punkt kollokacji x1 = %

Rozwiazujac réwnanie (4.81) obliczamy kolejno

A(®y(21)) = —m?sinmay 4 sinwr; = —72 4 1
() 1
(21) = —21=—5

A(®1(z1))er — f(x1) =0

Iub

1 1
2 (&)
(—m* + )C1+2 ‘=)
Na rys. 4.6 przedstawiono graficznie wyniki obliczen doktadnych oraz me-
todami: Bubnowa-Galerkina, najmniejszych kwadratow i kollokacji punktowe;j.

Jak widaé, w tym przykladzie metoda kollokacji punktowej jest najmniej do-
ktadna.
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0.10 — Metoda najmniejszych
kwadratéw i metoda )
Bubnowa-Galerkina / Wynik doktadny
0.08 —
. - -
0.06 . N
. 7 -~ T~ . \
o Y/ N .
0.0 N \ N \
. 77 Metoda kollokacji N \
0.02 - 4 N
A\ "
T T T | -
0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Rys.4.6. Poréwnanie réznych metod residuéw wazonych

Przyktad 4.13. Rozwazmy powtdérnie problem brzegowy, ktéry byt rozwia-
zywany w przykladzie 4.6 metodg Bubnowa-Galerkina.

Przyjmiemy dwa punkty kollokacji, N = 2,21 = % ixg = %, oraz funkcje
bazowe jak w przykladzie 4.6 przy rozwigzaniu problemu z dwoma stopniami
swobody

Qi(z) =2(1 —x) Dy(x) = (1 — x)

Rozwiazujemy uktad réwnan (4.81), korzystajac z zapisu macierzowego

K — A(®(z1)) A(P2(21))| _ |2+ 21 — 22— 611 + 22 — 23
A(‘I’l(l'g)) A((I)Q(I'Q)) —24x9 — 1’% 2 —6xo + .%'% — 1’%

[ 29 35

| 16 64

7 7

L4 8

d2
gdzie A = 12 + 1 oraz
x
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Rozwiazanie uktadu réwnan Kc = F

29 35 1
16 6 H _ |1
7 7 Co 1
4 8 2
ma postaé
6 40
€= 37 =~ (0.1935 2 =57 >~ (.1843

Rozwigzaniem przyblizonym jest funkcja
ug(z) = x(1 — )(0.1935 + 0.1843x)

W tab.4.4 poréwnano rozwiazanie ug z rozwiazaniem dokladnym oraz ob-
liczono residuum Rs.

T Rozw. dokl. | Rozw. przybl. us | Residuum Ry

0.10 0.0186 0.0191 —0.00995
0.50 0.0697 0.0714 0
0.90 0.0309 0.0324 —0.0815

Tabela 4.4. Poréwnanie wynikéw obliczen w przykladzie 4.13

Poréwnujac tablice 4.2 i 4.4 widzimy, ze metoda Bubnowa-Galerkina jest
znowu dokladniejsza (jednak obliczenia sg bardziej pracochlonne, bo wymaga
ona catkowania).

Przyktad 4.14. Rozwiazmy belke wolno podparta z réwnomiernie roztozo-
nym obciazeniem fy, rozwiazywang w przyktadzie 4.5 metoda Rayleigha-Ritza.
Problem jest opisany réwnaniem rézniczkowym (4.37a) z warunkami brze-

gowymi
d?w d?w

Przyjmiemy dwuparametrows aproksymacje

(L) =0 (4.84)

B . T . 3mx 485
’U}Q—Clslnf—‘rCQSIHT (4.85)
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L
z punktami kollokacji x1 = 1 1xo = 7"
Wykorzystanie wzoru (4.81) prowadzi do nastepujacego ukladu: réwnan
macierzowych:

(77)4 T (3%)4 . 3m
K _ |A@i)) A@s(@)] _ . [\Z) ™7 \T) "'
A(P1(x2)) A(Pa(z2)) (77)4 . <37r)4 3
— | sin— [(— ] sin—
L 2 L 2

F- |7

Rozwiazanie uktadu réwnan Kc = F

m\ LT 3m\* . 3
EI[01<E> sin — + ¢ (—) sin Z] = fo

4 L
Bl 2 LT 3m\4 . 3 B
[01<L> sin 5 +02< L) sin 2] = fo
ma postaé
VDRI (VI DL
LT 2RI > T 162EIA"
Rozwiazaniem przyblizonym jest funkcja
fol* . TT . 3z
’U)Q(.’E) == m<19555 S11 f + 0.414 sin T)
. - . . 2L
Zauwazmy, ze jesli przyjeliby$my punkty kollokacji x1 = 3 ixg = = to
L
nie mogliby$my wyznaczy¢ co. Z uwagi na symetrie belki przyjecie x1 = 1

foL*

L L
ixg = 3 jest wystarczajace. Ugiecie maksymalne wo (§> = 1.205 TId
L L
SOJEW jest rézne o 5% od wartosci dokladnej réwnej 7({.08 o
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W innym wariancie metody kollokacji, nazywanej metodq kollokacji w pod-
obszarze, zadamy spelnienia warunku zerowania sie residuéw w N podob-
szarach, na ktore dzielimy obszar 2. W takim postepowaniu bledy ujemne
redukuja sie z btedami dodatnimi, co nie zawsze jest pozadane.

4.3.4. Metoda Trefftza

Charakterystyczng cechg metody Trefftza jest dobdr funkcji bazowych. Dla
réwnania Poissona (1.1) sa nimi funkcje harmoniczne, czyli takie, ktére spel-
niaja odpowiadajace mu réwnanie jednorodne (Laplace’a). Funkcjami harmo-
nicznymi sa np. czesci: rzeczywista u(x,y) i urojona v(z,y) dowolnych anali-
tycznych funkcji zespolonych

2(2,y) = u(z,y) +iv(z,y) (4.86)

gdzie i jest jednostka urojong. Analityczno$é funkcji z, oznacza, ze sg one
rézniczkowalne w pewnym otoczeniu kazdego punktu dziedziny i ze jest ona
rownowazna spelnianiu nastepujacych warunkéow:

Ju  Ov ou ov
or Oy’ oy  Ox
Przyktadem wielomianowych funkcji analitycznych sa elementy ciagu
Zn = (x +1iy)" n=0,1,...
Czesci: rzeczywista i urojona funkcji z, tworza nastepujacy ciag wielomia-
now:
{(pn} - {17 x, Y, .’132 - y27 xy, x3 - 31’:[/2, 31’2y - y37 .. }
ktére moga byé¢ funkcjami bazowymi w metodzie Trefftza.
Otrzymuje sie¢ wtedy T-kompletng baze, czyli ciag funkcji kompletnych,
ktére dodatkowo spelniaja réwnanie Laplace’a. Ciag funkcji {®,,} jest kom-
pletny, gdyz zachodzi dla niego warunek

m
Vu:Viu=0,V¥e>0; ImeN, Ha;},i=1,...,m: ||u—2ai‘1>¢\|<e
i=1
(4.87)

Warunek ten oznacza, ze kazde rozwiazanie zagadnienia Poissona mozna
przyblizy¢ z dowolna doktadnoscig za pomoca kombinacji liniowe;j

Uh(ﬁﬂ,y) = (I)O(xay) + alq)l(xay) + a2q)2(xay) +...+ am@m(ﬂz,y)
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gdzie ®( jest catka szczegbdlna rownania rézniczkowego. Natomiast wspotezyn-
niki ay, as, .. ., ay, obliczy¢ mozna metoda kollokacji punktowej albo Bubnowa-
-Galerkina, tak aby spetni¢ warunki brzegowe.

Przyktadowo biorac cztery pierwsze funkcje bazowe i spetniajac warunki
brzegowe metoda Bubnowa-Galerkina

/U(T—T)ds:O Yoev
I

otrzymujemy dla zadania testowego uklad réwnan algebraicznych

4 2 2 0 1
> 3 1 3| |z
2 1 3 -7 |B
0 5 -5 % 0
ktorego rozwiazanie daje

ai i

a9 . %

as B %

aq 0

Rozwiazanie w $rodku kwadratu, uzyskane w ten sposéb, ma doktadnosé osmiu
cyfr.

W praktyce stosuje sie podzial calego obszaru na mniejsze podobszary
i wtedy nalezy dodatkowo zapewni¢ spetnianianie warunkéw zgodnosci na gra-
nicach podobszaréw.

4.4. Uwagi o kompletnosci funkcji bazowych

Metody wariacyjne Rayleigha-Ritza i Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu
stabym sa najczedciej wykorzystywane dla otrzymania rozwiazan przyblizo-
nych, a w szczegblnosci stanowia baze dla metod komputerowych (MES, MEB,
MB). W metodach tych funkcjami bazowymi sa przewaznie wielomiany i jed-
nym z kryterium doboru jest warunek kompletnosci. Problem ten wystepowal
juz w przykladzie 4.1, ale teraz przedyskutujemy go doktadniej. Bedzie on réw-
niez omawiany w p.5.6.4 w odniesieniu do metody elementéw skoriczonych.
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We wczedniejszych rozwazaniach wielokrotnie zwracaliSmy uwage na to, ze
rozwigzanie dopuszczalne musi spelniaé¢ podstawowe warunki brzegowe. Jest to
proste w przypadku zadan jednowymiarowych, w ktérych przyjmujemy wielo-
mian odpowiedniego stopnia i nastepnie, wykorzystujac podstawowe warunki
brzegowe, ustalamy postaé¢ rozwiazania dopuszczalnego.

Taka procedura postepowania zawodzi w problemach dwu- i tréjwymiaro-
wych. Rozwazmy, na przyktad, ptyte prostokatna utwierdzona na brzegu x = 0
i obciazona sila skupiong na brzegu swobodnym = = L (o$ x jest osia syme-
trii). Przyjmiemy, Zze przemieszczenie poziome plyty u(z,y) aproksymowane
jest wielomianem

w(z,y) = ap + a1z + asy + azr® + agzy + asy® + - -

Spelnienie podstawowego warunku brzegowego u(0,y) = 0 prowadzi do
rownania

u(0,y) = ap + agy + azy* +--- =0

Jest to tylko jedno réwnanie i nie mozna w sposéb jednoznaczny wyzna-
czy¢ wspotczynnikow, ktore by je spelnialy. Jedyna mozliwoscia jest przyjecie
ag = ag = a5 = ... = 0. Co prawda pozwala to otrzymaé rozwiazanie do-
puszczalne, ale eliminacja wszystkich wyrazéw z y na pewno da rozwiazanie
aproksymacyjne ztej jakoSci. Ten prosty przykilad potwierdza fakt, ze zna-
lezienie odpowiednich rozwigzan dopuszczalnych jest najwiekszym klopotem
w klasycznych metodach wariacyjnych.

W szeregu przykladéw, ktére rozwiazywaliSmy w tym rozdziale metoda
Rayleigha-Ritza, lub jedna z metod residuéw wazonych, rozwiazanie byto zbiez-
ne do rozwiazania dokladnego wraz ze zwigkszaniem liczby sktadnikéw roz-
wigzania dopuszczalnego. Jednym z wymagan zbieznosci rozwiazania jest, aby
funkcje bazowe aproksymacji byty kompletne, to znaczy, aby zawieraty wszyst-
kie wyrazy wystepujace w rozwiazaniu dokltadnym. Na przyktad dla preta z
liniowym obciazeniem réwnomiernie roztozonym wzdluz osi preta i z obcia-
zeniem skupionym rozwiazaniem doktadnym jest wielomian stopnia trzeciego.
JeslibySmy pomineli wyraz szeScienny i dodawali nastepne wyrazy wyzszych
stopni, to rozwiazanie moze si¢ polepszy¢, lecz nigdy nie bedzie zbiezne do
rozwigzania doktadnego. PrzesledZzmy to dokladniej na przyktadzie.
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Przyklad 4.15. Rozwigzemy problem brzegowy
u"(z) +2 =0 0<z<l (4.88a)
u(0) =u(l) =0 (4.88b)

Sformutowanie wariacyjne Bubnowa-Galerkina tego problemu ma postaé

1
/(—u/w/ +wz)dr =0 (4.89)
0

Wielomian kompletny stopnia trzeciego

Przyjmujac
u(z) = ag + a1 + asx? + azx®

otrzymamy z warunkéw brzegowych: ag = 0, a; = —ao — a3, co prowadzi do
funkcji dopuszczalnej

u(z) = azz® + asx® — agr — azxr = (2* — x)as + (2° — z) as (4.90)
Funkcja wagowa jest nastepujaca:
w(r) = (2% —x)dy + (23 — ) dy (4.91)
Wykorzystanie (4.90) i (4.91) w (4.89) prowadzi do ukladu dwéch réwnan
—4ay —6ag =1

— 15a9 — 24a3 =4

ktérych rozwigzanie wynosi as = 0, ag = —%.
Rozwigzanie koncowe, ktore jest rozwiazaniem doktadnym, ma forme
1
u(z) = E(x —z3)

Wielomian niekompletny stopnia czwartego
Przyjmujac wielomian stopnia czwartego z pominietym wyrazem liniowym

u(z) = ag + asx? + azz® + agx?
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otrzymamy, po wykorzystaniu warunkéw brzegowych ag = 0, as = —az — a4,
funkcje dopuszczalng w formie

u(z) = agx + azx® — aza® —agx® = (@3 — 2P az + (@t — 2P as  (4.92)
Funkcja wagowa jest nastepujaca:
w(z) = (23 — 22 dy + (2t — 22) dy (4.93)
Wykorzystanie (4.92) i (4.93) w (4.89) daje uklad dwéch réwnan
— 8az — 14a4 = 3

— 98a3 — 176a4 = 35

z rozwiazaniem az = —%, a4 = 1_78'

Rozwiazanie konicowe ma postac

1
2% (72® — 19z + 12)

u(z) = 8

i nie jest oczywiscie rozwiazaniem dokladnym. W tym prostym przykladzie
rozwigzanie doktadne moglibysmy uzyska¢ w prosty sposéb, przyjmujac funk-
cje bazowe (x,z3).



Rozdziat 5

Metoda elementow
skonczonych

5.1. Uwagi wstepne — etapy rozwigzywania proble-
mow za pomocg MES

Klasyczne metody wariacyjne, przedstawione w rozdziale 4, nie sa efektywne
przy rozwiazywaniu probleméw o zlozonej strukturze geometrycznej, z ob-
ciazeniami nieciagtymi, lub tez opisujacych nieciagloéci materiatu badz wta-
snoéci geometryczne. W takich przypadkach dobér funkeji aproksymacyjnych
jest trudnym, jesli w ogéle mozliwym, zadaniem. Jezeli nawet takie funkcje
zostalyby dobrane, to z kolei obliczanie wspélczynnikéw macierzy réwnan al-
gebraicznych rozwiazania przyblizonego nie moze by¢ zautomatyzowane, po-
niewaz funkcje aproksymacyjne zmieniaja sie zaleznie od rozwazanego pro-
blemu. Oznacza to, ze poprawa efektywnosci stosowania metod wariacyjnych
zalezy od tego, czy mozliwe jest przy rozwiazywaniu danej klasy probleméw
konstruowanie funkcji aproksymacyjnych dla dowolnych obszaréw z wariacyj-
nie konsystentnymi warunkami brzegowymi. Takie mozliwosci stwarza metoda
elementéw skonczonych (historia powstania tej metody jest dluga i zaczyna
si¢ od R.Couranta, 1943 r.).

Metoda elementow skoriczonych MES jest procedurg wariacyjng, w ktorej
funkcje aproksymacyjne sq wyznaczane w obszarze zastgpionym przez zbidr
prostych podobszarow, na jakie obszar ten zostal podzielony. Uklad réwnan
algebraicznych problemu jest w tej metodzie generowany w odmienny sposéb
niz to ma miejsce w tradycyjnych metodach wariacyjnych, poniewaz funkcje
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aproksymacyjne sa zwykle wielomianami algebraicznymi, wyznaczonymi we-
dtug zasad aproksymacji interpolacyjnej. Podobszary, nazywane elementami
skoniczonymi, maja zwykle geometrycznie proste ksztalty, co ulatwia budo-
wanie funkcji aproksymacyjnych. Poniewaz funkcje aproksymacyjne sa wielo-
mianami algebraicznymi, to mozliwe jest zautomatyzowanie w maszynie cyfro-
wej (komputerze) obliczania wspélczynnikéw macierzy réwnan algebraicznych.
Jak dalej zobaczymy, proces budowy funkcji aproksymacyjnych jest niezalezny
od danych warunkow brzegowych i innych danych definiujacych rozwiazywa-
ny problem. Zgodnie z teorig interpolacji nieznane parametry, wystepujace
w funkcjach aproksymacyjnych, przedstawiajg wartosci zmiennych, wystepu-
jacych w podstawowych warunkach brzegowych, w skonczonej liczbie wcze-
$niej ustalonych punktéw elementu skonczonego. Liczba tych punktéw i ich
rozmieszczenie w elemencie decyduje o stopniu i postaci funkcji aproksyma-
cyjnych. Wszystko to powoduje, ze metoda elementéow skoniczonych w wyjat-
kowo dobry sposéb nadaje sie do obliczen komputerowych dzieki tatwosci jej
zalgorytmizowania i, w konsekwencji, dzieki mozliwoéci budowania programéw
komputerowych o bardzo ogbélnym przeznaczeniu.

Podsumowujac powyzsze uwagi, rozwiazanie typowego problemu metoda
elementéw skoticzonych jest realizowane w nastepujacych etapach:

1. Podzial obszaru na podobszary. Wynikiem podziatu jest zastapienie
obszaru zbiorem elementow skoniczonych (dyskretyzacja). Liczba, ksztalt
i typ elementu zaleza od obszaru i rozwiazywanego réwnania rézniczko-
wego. Podstawowymi krokami w tym etapie sa:

(a) Ustalenie liczby wezléw i elementéw (patrz p.2a) tworzacych tzw.
statke skorczenie elementowq.

(b) Wygenerowanie wspotrzednych weztéw siatki i utworzenie tablicy
nazywanej tablicg topologii (lub incydencji), ktéra zawiera relacje
pomiedzy numerami elementéw i numerami weztéw siatki (okresle-
nie miejsca elementu w siatce).

2. (a) Wyznaczenie funkcji aproksymacyjnych dla elementu. Dla
kazdego elementu w siatce ustalane sa funkcje aproksymacyjne, ko-
nieczne do wariacyjnego rozwiazania. Funkcje te sa w ogdlnosci in-
terpolacyjnymi wielomianami algebraicznymi wyrazonymi poprzez
warto$ci funkcji interpolowanych (ktére sa nieznane) w wybranych
punktach, nazywanych weztami elementu.
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(b) Wariacyjna aproksymacja réwnan. Przy wykorzystaniu funk-
cji wyznaczonych w p.2a i jedna z metod wariacyjnych (opisanych
w rozdziale 4) zbudowanie dla elementu ukladu réwnan algebraicz-
nych z niewiadomymi weztowymi.

3. Zlozenie (agregacja) elementéw. Budowa ukladu réwnan dla wszyst-
kich elementéw siatki przy wykorzystaniu warunku ciagtosci zmiennych
weztowych oznaczajacego, ze wartosci tych zmiennych w wezle wspol-
nym dla dwéch lub wiecej elementéw sg takie same. Etap ten mozna
interpretowaé jako ,wstawienie” elementow z powrotem do siatki, ktore
w p.2a i p.2b byly traktowane jako wyizolowane. W rezultacie otrzymu-
jemy uktad rownan MES rozwiazania calego problemu.

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Wprowadzenie podstawo-
wych i1 naturalnych warunkéw brzegowych do zagregowanego ukladu
réwnan.

5. Rozwiazanie réwnan. Rozwiazanie uktadu réwnan algebraicznych ze
wzgledu na niewiadome weztowe.

6. Obliczenie dodatkowych wielkosSci. Przy wykorzystaniu wyznaczo-
nych wielkoéci weztowych obliczenie wartosci funkcji rozwiazania i ich
pochodnych w innych niz wezly punktach obszaru.

5.2. Podstawowe etapy procedury MES

5.2.1. Dyskretyzacja obszaru rozwigzania

Jak to stwierdziliémy, jedna z cech odrézniajacych MES od klasycznych me-
tod wariacyjnych jest zastapienie obszaru rozwiazania przez uktad prostych
podobszaréw. W wyniku takiego postepowania mozemy tatwo oblicza¢ po-
chodne funkcji interpolacyjnych dla prostych obszaréw geometrycznych, jak
linia, tréjkat, prostokat, szescian itp. Druga korzyécia jest, ze poniewaz funk-
cje aproksymacyjne sa zdefiniowane w elemencie, to doktadno$¢ aproksymacji
moze by¢ polepszona przez zwiekszenie liczby elementéw (poprawianie siatki
skonczenie elementowej). Zastepowanie obszaru zbiorem elementéw nazywa-
my generowaniem siatki skonczenie elementowej lub dyskretyzacjq skonczenie
elementowg 1 zbiér ten oznaczymy przez 1.
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Powyzszy opis dyskretyzacji moze by¢ zapisany zwiezle w terminach ma-
tematycznych.

Obszar z brzegiem Q = QUT jest podzielony na skoficzong liczbe N pod-
obszaréw Q°, nazywanych elementami skoriczonymi, w sposéb zapewniajacy
spelnienie nastepujacych warunkow:

1. Kazdy obszar Q° jest zwarty i niepusty.

2. Granica I'® kazdego Q€ jest ciagla w sensie Lipschitza (funkcje aproksy-
mujace sa wystarczajaco rézniczkowalne w elemencie z brzegiem wypu-

klym).
3. Czesé¢ wspdlna dowolnych dwoch oddzielnych elementéw jest pusta, tzn.

N =2 e£f

4. Zlozenie Qj, wszystkich elementéw Q° jest réwne (przynajmniej w przy-
blizeniu) obszarowi calkowitemu €2:

N
0~0, =30
e=1

5.2.2. Interpolacja w elemencie skonczonym

W metodzie elementow skonczonych funkcje aproksymacyjne sa wyznaczane
oddzielnie dla kazdego elementu. Jesli na przyktad funkcje takie chcemy zbudo-
waé dla skonczenie elementowej aproksymacji Rayleigha-Ritza lub dla metody
Bubnowa-Galerkina w stabym sformutowaniu (sformutowaniu wariacyjnym),
to musza one spelnia¢ podstawowe warunki brzegowe problemu, co nie jest
jednakze mozliwe, poniewaz brzeg obszaru jest utworzony z wiecej niz z jedne-
go elementu. Trudnosé te pokonujemy przyjmujac, ze kazdy oddzielny element
jest mozliwa reprezentacja catego obszaru z wszystkimi warunkami brzegowy-
mi rownania rézniczkowego. Innymi stowy przyjmujemy, ze dane réwnanie réz-
niczkowe jest sformutowane i aproksymowane w kazdym elemencie za pomoca
jednej z metod wariacyjnych. Obydwa typy warunkéw brzegowych uwzgled-
niamy jednoczesnie w taki sposob, ze podstawowe warunki brzegowe sg wpro-
wadzone do rozwiazania przez zastosowana interpolacje, natomiast naturalne
warunki brzegowe sa wlaczone do wariacyjnej postaci rownania dla elementu.
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Nastepnie, po zagregowaniu elementéw w weztach czesci brzegu, gdzie okreslo-
ne sa podstawowe warunki brzegowe, podstawia si¢ zadane wartosci brzegowe
(tzw. nalozenie warunkéw brzegowych).

W metodzie elementéw skoniczonych funkcjami aproksymacyjnymi sa wie-
lomiany algebraiczne, co ulatwia doktadne numeryczne obliczanie wspotczyn-
nikéw macierzy i dowodzenie zbieznosci aproksymacji skonczenie elementowe;.
Minimalny stopien wielomianu przyjmowany do aproksymacji niewiadomych
funkcji problemu zalezy od rzedu rozwigzywanego réwnania rézniczkowego
i, z kolei, od stopnia wielomianu zalezy liczba punktéw interpolacji (wezlow)
w elemencie.

Liczba weztéw zalezy réwniez od geometrycznego ksztattu elementu. W ogdl-
noéci liczba funkcji aproksymacyjnych n nie jest taka sama jak liczba weztéw
m w elemencie (n > m). Funkcje aproksymacyjne nazywa sie funkcjami in-
terpolacyjnymi, poniewaz sg one wyznaczane z warunkéw interpolacji funkcji,
i ewentualnie ich pochodnych, w weztach elementu. Wezty sa umieszczane na
brzegu elementu tak, aby moglty w jednoznaczny sposob zdefiniowaé¢ geometrie
elementu. Dodatkowo, jesli tego wymaga interpolacja, moga by¢ tez umiesz-
czone w innych punktach brzegu lub we wnetrzu elementu. Wezly brzegowe
umozliwiaja réwniez laczenie ze soba elementéw na podstawie warunku, ze
pierwotne stopnie swobody (tzn. zmienne, ktére wystepuja w podstawowych
warunkach brzegowych) sa takie same we wspélnych weztach dowolnych dwéch
elementow.

Oznaczmy dla kazdego elementu Q€ przez P, przestrzen skonczenie wymia-
rowa liniowo niezaleznych lokalnych funkcji interpolacyjnych dla punktow we-
zlowych {NF}? ;. Te funkcje bazowe nazywamy w metodzie elementéw skon-
czonych funkcjami ksztaltu. W kazdym elemencie Q° C Q, funkcje aproksy-
macyjna u, mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej

n
Ue R Uf, = Zuij (5.1)
j=1

gdzie wspolezynniki uf sa wartosciami funkeji u i ewentualnie jej pochodnych
w wybranych weztach {z$}™, elementu Q° . Wspotezynniki u§ nazywamy
elementowymi (lub lokalnymi) stopniami swobody. W ogélnosci wymagamy,
aby P, zawierala przestrzen wielomianéw Tk(ﬁe) dla z € Q° stopnia < k.
Inaczej moéwiac, funkcje bazowe NF, 1 < i < n, i punkty weztowe 5,1 < i < m,
wybieramy w taki sposéb, aby kombinacja liniowa (5.1) byla wielomianem
stopnia < k w Q°.
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Wyznaczmy teraz dla przykladu liniowe funkcje ksztattu, ktére maja spet-
nia¢ podstawowe warunki brzegowe w dwéoch weztach elementu. Na przyktad,
dla sformulowania stabego réwnania (3.24a) w elemencie, podstawowe warunki
brzegowe przyjmuja postaé

u(ze) = uf u(wess) = us

gdzie x, jest wspoélrzedna wezla elementu 2¢ o numerze globalnym e, ktory
w numeracji lokalnej elementu ma numer 1 (ten sam wezel ma podwdjna
numeracje !).
Funkcja liniowa spelniajaca powyzsze warunki jest nastepujaca:
Tet1 — & T — X

n=2

_ e e _ pnre, e e e __ e nre

Ue = 'U1+ 'U2 :N1u1+N2u2 = ZUZNZ (52)
Te+1 — Te Te+1 — Le i=1

Oczywiscie u, € P1(Q°) C P., gdzie P, jest przestrzenia funkeji {NT, N§}.

Uktad réwnan algebraicznych wiazacych u§ (i = 1,2,...,n) zbudujemy,
formutujac najpierw dla elementu ¢ réwnanie wariacyjne danego roéwnania
rézniczkowego

Be(ve,ue) = le(ve) (5.3)

dla kazdego v, € P., gdzie B, i [ sa odpowiednio forma dwuliniowa i liniowa.
Podstawiajac w réwnaniu (5.3) wzér (5.1) za u. oraz przyjmujac v, = N,
otrzymamy réwnanie dla elementu

K°u® = F° (5.4)

gdzie
Kjj = Be(Nj, Nj)  Ff = le(Nf)

W mechanice macierz K¢ jest nazywana macierzq sztywnosci, a wektor ko-
lumnowy F¢ wektorem obcigzenia. Zauwazmy, ze w przypadku ogdlnym pewne
F¥ nie sa znane, poniewaz [, zawiera nieznane sily wewnetrzne, stad réwnanie
(5.4) nie moze by¢ rozwiazane na poziomie elementu.

5.2.3. Skladanie rozwigzan z elementéw skoniczonych

Wymaganie, aby w weztach wspdlnych dla sasiednich elementéw wartosci we-
ztowych stopni swobody elementéw byly takie same pozwala zdefiniowaé cig-
gle, liniowo niezalezne, globalne funkcje interpolacyjne {¢ J}]}le ze zlokalizowa-
nym i zwartym nosnikiem (tzn. funkcje te sa niezerowe tylko wewnatrz malego
regionu obszaru Q )
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N
umu, =Y Usds (5.5)
J=1

gdzie U oznacza globalny stopien swobody w wezle globalnym J (o numerze
globalnym J). Dla przykladu, jesli obszar Q@ = [0, L] jest podzielony na dziesigé
podprzedzialéw o dtugosci h = L/10, to funkcje ¢; sa dane wzorami (rys.5.1)

u

. W
1—1 1 141

Rys.5.1. Funkcje ksztaltu i funkcja zlokalizowana w aproksymacji skonczenie ele-
mentowej réwnania roézniczkowego rzedu drugiego

L
0 0<e<(i-2)g;
10z 9 Nt coci-nt
bs(x) = T—(Z— ) (- )1—0\35\(1— )1—0
i 10z oL L
T C-Dg<z<Tg
. iL_
10°>°S

Zauwazmy, ze ¢;(x) jest zdefiniowane przez dwie roztaczne lokalne funk-
cje ksztattu Ni~'(z) oraz Nj(z). Przestrzen utworzona przez zbiér liniowo
niezaleznych funkcji zlokalizowanych {¢;}¥_, i oznaczona S"(,) nazywa sie
przestrzenig skonczenie elementowq.

5.2.4. Istnienie i zbieznosé rozwigzania skonczenie elemento-
wego

7 dotychczas przeprowadzonych rozwazan wynika, ze w metodzie elementéw
skonczonych poszukujemy rozwiazania przyblizonego réwnania (4.1a) w formie
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kombinacji liniowych funkeji (5.5), ktére definiuja rodzine skonczenie wymia-
rowych podprzestrzeni S” przestrzeni Hilberta H. Indeks h jest oznaczeniem
pewnego parametru geometrycznego zwiazanego z siatka skonczenie elemen-
towa (zazwyczaj pewnego wymiaru elementu). W modelu skoniczenie elemen-
towym poszukujemy takiej funkcji us, € S*, ze:

B(vp,up) = l(vy) dla kazdego wvj, € S" (5.6)

Ten problem aproksymacyjny ma jednoznaczne rozwiazanie, jesli B(e,e)
spelnia warunki twierdzenia Laxa-Milgrama w przestrzeni S x S". Blad aprok-
symacji € = u — uy, jest ortogonalny do przestrzeni S"® w sensie spelnienia
warunku

B(e,vp) =0 dla kazdego vy, € S" (5.7)

i spelnia nieréwnosé
M . h
lella< [1+ — ) ||lu—vu|lg dla kazdego v, € S (5.8)
ap

gdzie M i oy, sa stalymi wystepujacymi w twierdzeniu Laxa-Milgrama, gdzie
H nalezy zastapi¢ przez S" i u jest rozwiazaniem dokladnym.

Nieréwnosé (5.8) jest wykorzystywana przy dowodzeniu zbieznosci metody
elementéw skonczonych. Z dowodu tego wynika, ze blad aproksymacji skon-
czenie elementowej jest ograniczony przez norme || u — vy ||g. Wielko$¢ tej
normy zalezy od tego jak przestrzen S" jest bliska przestrzeni H. Jesli S*
jest przestrzenig wielomianéw interpolacyjnych funkcji u, to wéwczas wielkosé
|lu — vp || 1 przyrost zbieznosci moga by¢ oszacowane w funkcji stopnia tych
wielomianéw. Przyrost zbieznosci oraz stabilno$é¢ rozwiazania aproksymacyj-
nego sa zalezne od zmiany oy w funkcji parametru h.

Powiemy, ze rodzina probleméw dyskretnych (5.6) jest zbiezna, jesli dla
problemu (5.6) mamy

lim =[lu—up|[r=0 (5.9)

7 kolei powiemy, ze rozwigzanie skonczenie elementowe uy, jest zbiezne w senste
normy energetycznej (tzn. w przestrzeni H,4) do rozwiazania dokladnego u,
jesli

|lu—uplla <ch? p>0 (5.10)

gdzie c jest stalg niezalezng od wu i up, a stata p okresla rzad zbieznosci.
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Zalézmy, ze skonczenie elementowe funkcje interpolacyjne @ 7, gdzie J =
1,2,..., N, sa kompletnymi wielomianami stopnia k, tzn., ze dowolny wie-
lomian az do stopnia k moze byé przedstawiony doktadnie przez te funkcje.
Wéwezas mozna wykazaé, ze blad obliczen w przestrzeni Hy = H™ () spelnia
nier6wnosé

lellm=lu—uplm <ch?  p=k+1-m (5.11)

Powyzsze oszacowanie btedu implikuje, ze btad aproksymacji zmierza do
zera z rzedem zbieznosci k, jak h sie zmniejsza (lub zwigksza si¢ liczba ele-
mentéw). Innymi stowy, log bledu w sensie normy energetycznej wzgledem log
h jest linia prosta o nachyleniu (k 4+ 1 — m). Im wyzszy jest stopien funkcji
interpolacyjnych, tym szybszy przyrost zbieznosci. Zauwazmy rowniez, ze btad
w sensie normy energetycznej zmierza do zera z przyrostem (k + 1 — m), na-
tomiast btad w sensie normy Lo nawet szybciej, bowiem z przyrostem (k + 1)
(innymi stowy, pochodne sa wolniej zbiezne niz samo rozwiazanie). Mozna wy-
kazaé, ze przyjmujac do rozwigzania rownania rézniczkowego drugiego rzedu
(m = 1) liniowe (dwuwezlowe) elementy skoniczone, oszacowanie bledu aprok-
symacji, tzn. (5.11) w sensie normy Lo, wyraza nieréwnosé

lello=llu - wnllo < 1k (5.122)
natomiast w sensie normy energetycznej nieréwnosé
lel=lw— unlly < esh (5.12b)

gdzie ¢1 i ¢ zaleza tylko od dtugosci obszaru rozwigzania L. Oszacowania te
zweryfikujemy na prostym przykiadzie.

Przyklad 5.1. Rozwazymy réwnanie rézniczkowe

Py o 1 5.13
— @ = a <x < ( . a)
z warunkami brzegowymi

u(0) =u(1) =0 (5.13b)

Rozwiazanie doktadne wynosi
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natomiast rozwiazania skonczenie elementowe sa (patrz szczegdly w p.5.3):

dla dyskretyzacji dwoma elementami, h = 3

{hQ%, 0<z<h
R2-%), h <2

Up =

N

x

1
dla dyskretyzacji trzema elementami, h = 3

207 (%), 0<z<h
up = 4 20% (2 — £) +20% (£ —1), h<z<2h
2h* (3— %), 2h <z < 3h
1
dla dyskretyzacji czterema elementami, h = 1
3n% (%), 0<z<h
, 3h2(2— %) +4h* (£ -1), h<z<2h
h =
4h* (83— §) +3h* (£ —2), 2h<z<3h
3% (4—4%), 3h <z <4h
Dla dwoch elementéw (h = 0.5) bledy obliczymy ze wzordw:
norma Lo
h 2h
e l2=llu - up 2= /(x —? — ha)? dx—i—/(ac — 2?2024 2h)? dz = 0.002083
0 h

norma energetyczna

du duy

9 h 2h
= [(1 =22 —h)3d /1—2 h)? dz = 0.08333
& /( z—h) ﬂc—l—h( r+h)*dx

lel3= \

W tab.5.1 zestawiono wyniki takich obliczen dla wszystkich trzech dys-
kretyzacji. Pokazane na rys.5.2 wykresy log || € |o i log || € |1 w funkeji logh
spelniaja rownania prostych

log eg = 2log h + log cq, loge; = logh + log ¢
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hi| logh | lello |logllello | llellr |log el
1| —0.301 | 0.004564 | —1.341 | 0.2887 | —0.5396
1| —0.477 | 0.020280 | —1.693 | 0.1925 | —0.7157
11 —0.601 | 0.011410 | —1.943 | 0.1443 | —0.8406

Tabela 5.1. Bledy w sensie normy Lo i normy energetycznej rozwigzania problemu
(5.13)

co oznacza, ze zbiezno$¢ rozwiazania skonczenie elementowego w sensie normy
Lo (dla rozwiazania) jest rzedu drugiego, a w sensie normy energetycznej (dla
pochodnej) — pierwszego. Rzad zbieznosci okresla nachylenie odpowiednich
prostych co weryfikuje oszacowania (5.12).

log HEHlA
log & lo log || eljo=logc1 + 2log h
log ||e|l1=log ca + log h
2
1 1
/ 1
/
’r
{7
* s
%
log 1
log ¢ log h

-

+

Rys.5.2. Wykresy bledéow w sensie normy Lo i normy energetycznej rozwiazania
problemu (5.13)

Przedstawione powyzej oszacowanie btedu bywa wykorzystywane w obli-
czeniach MES, nie odpowiada jednakze na pytanie, kiedy nalezaloby przerwaé
poprawianie siatki skonczenie elementowej. Jest to decyzja, ktéra powinien
podejmowaé autor obliczen, poniewaz tylko on wie, jaka jest dopuszczalna to-
lerancja dla rozwiazywanego problemu. Poprawianie siatki skoficzenie elemen-
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towej stanowi trudne zadanie, poniewaz w wiekszosci rozwiazywanych proble-
moéw jest to na ogdét konieczne tylko dla pewnych czedci obszaru rozwigzania.
Obszary te sa jednakze a priori nieznane i konieczne jest podejscie adaptacyjne.
Koncowy cel adaptacji to polepszenie doktadnos$ci rozwigzania i przyspiesze-
nie procesu obliczen. Ten ostatni cel jest szczegdlnie istotny w zastosowaniach
MES do analizy probleméw nieliniowych.

Metody adaptacji istniejacej siatki skonczenie elementowej mozna podzieli¢
na pie¢ podstawowych grup, a mianowicie:

1. Adaptacja typu h. Jest to intuicyjnie najprostsza metoda polegajaca na
poprawianiu wymiaréw elementow w czesci obszaru lub w calym ob-
szarze rozwigzania. W rezultacie topologia elementéw i catkowita liczba
stopni swobody moga ulec zmianie, lecz nie zmieni si¢ stopien wielomia-
nu interpolacyjnego funkcji ksztattu.

2. Adaptacja typu p. W tej metodzie liczba elementéw pozostaje niezmie-
niona, lecz zmianie ulega stopien wielomianéw interpolacyjnych funkcji
ksztaltu w elementach.

3. Adaptacja typu r. W tej prostej metodzie siatke skonczenie elemento-
wa adaptujemy, dokonujac odpowiedniej relokacji weztéw. Topologia ele-
mentéw i catkowita liczba stopni swobody pozostaja niezmienione.

4. Adaptacja typu s. Jest to metoda aktualnie rozwijana, w ktorej rozwia-
zanie otrzymuje sie¢ przez zlozenie rozwigzan z oddzielnych podobsza-
row obszaru rozwiazania. W pierwszym kroku wykonuje sie obliczenia,
przyjmujac rzadka siatke. Nastepnie, po rozeznaniu spodziewanego roz-
wiazania, naklada si¢ dodatkowa siatke elementéw w tych podobszarach,
gdzie jest to konieczne dla polepszenia obliczen i wykonuje sie obliczenia
powtornie.

5. Metody mieszane. Przykladem takiej adaptacji moze by¢ adaptacja typu
hp.

W dalszej czesci tego rozdzialu podamy szereg przykladow ilustrujacych
zastosowanie metody elementéw skonczonych w analizie statycznej probleméw
sprezystych mechaniki ciata stalego. Pierwsze przyktady maja charakter bar-
dziej ogdlny i dotyczacy rozwiazywania rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu drugiego i czwartego ze zwrdceniem uwagi na to, ze réwnania te sa mo-
delem matematycznym dla rozwiazania konkretnego problemu mechaniki, np.
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analizy statycznej kratownicy, belki zginanej czy tez ramy. W sformulowaniu
konkretnej procedury metody elementéw skoniczonych ograniczymy sie do mo-
deli skonczenie elementowych w sformutowaniu wariacyjnym (raczej tej nazwy
bedziemy uzywaé, a nie dtuzszej: metody Bubnowa-Galerkina w sformulowa-
niu slabym) i w sformulowaniu Rayleigha-Ritza. W obliczonych przykladach
wykorzystamy, w ograniczonym co prawda zakresie, standardowy algorytm
budowy i rozwigzania problemu metoda elementéw skonczonych. Inne proble-
my, ktére moga by¢ rozwiazywane metoda elementéw skonczonych, i bardziej
zaawansowane algorytmy rozwigzania sa przedmiotem literatury specjalistycz-
nej i wybrane pozycje z tego zakresu zostaly podane w literaturze do dalszego
studiowania przedmiotu.

5.3. Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rze-
du

5.3.1. Model skonczenie elementowy w sformulowaniu waria-
cyjnym

Metode elementéw skoniczonych zastosujemy do rozwiazania réwnania réznicz-

kowego:
d du
=f 0<z<lL (5.14)

T \“dz

gdzie wspotezynniki a = a(x) i f = f(x) sa znanymi funkcjami. Celem naszym
bedzie obliczenie aproksymacji rozwiazania dokladnego u(z), spelniajacego
réwnanie (5.14) i odpowiednie warunki brzegowe. Réwnanie typu (5.14) jest
jednowymiarowym modelem matematycznym wielu probleméw fizycznych, np.
probleméw analizy preta rozciaganego, ustalonego przeplywu ciepta wzdiuz
preta, czy tez przeplywu cieczy w o$rodku porowatym. Jesli analizowanym
problemem jest pret rozciagany, to niewiadoma pierwotna wu(z) bedzie prze-
mieszczenie (wydluzenie) osi preta, niewiadoma wtérna sila osiowa, a funkcje
a(z) i f(z) — odpowiednio sztywnoscia preta na rozciaganie EA (gdzie A
jest powierzchnig przekroju poprzecznego, a F — modutem sprezystosci Youn-
ga) 1 intensywnoscia obciazenia roztozonego wzdluz osi preta. Dla zachowania
pewnej ogélnosci dopuscimy, ze a(x) moze nie byé funkcja ciaglta (np. sko-
kowo zmienny przekrdj poprzeczny) oraz ze f(x) réwniez nie musi byé cia-
gla (w szczegélnym przypadku nawet réwna zeru w pewnej czesci przedziatu
0<z<L).
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Rozwazymy takze dwa typy warunkéw brzegowych:

e podstawowy: dane u

du
e naturalny: dane a <—>
dx

Takie postawienie zadania oznacza poszukiwanie rozwiazania przyblizone-
go réwnania (5.14) dla kazdego podprzedzialu w (0, L), w ktérym réwnanie
ma ciagle wspotezynniki. Liczba tych podprzedzialéw okreéla minimalna liczbe
elementéw skoniczonych, ktére musimy przyjaé¢ do rozwiazania.

Etapy rozwiazania réwnania (5.14) metoda elementéw skoniczonych sa na-

stepujace:

1. Dyskretyzacja obszaru. Obszar Q = (0, L) dzielimy na zbiér liniowych
elementéw skoniczonych, rys.5.3a.

numer
(a) o~ o~ o~ elementu
? 1 ) ( 2 ) 1 e ) N x 0%
1 2 3 e e+l N A g1 globalna

A
globalny

numer wezla

PERNS
(b) e ( € ) e+l =z
0 7777777 —
T Ie-&-l

Rys.5.3. Skoficzenie elementowa dyskretyzacja obszaru liniowego (0,L) (a), ele-
mentami liniowymi (b)

Element Q€ jest zawarty pomiedzy wezlami e i e + 1, co oznacza, ze Q° =
[Te, Tey1], 1y8.5.3b. Diugoéé elementu wynosi I¢ = 26! — 2¢,

2. Wyznaczenie réwnan MES dla elementéw. Réwnanie MES dla ele-
mentu skonczonego wyznaczymy, rozwazajac wariacyjna aproksymacje réw-
nania (5.14) w elemencie e. Otrzymane réwnanie algebraiczne MES bedzie
wyrazato zalezno$¢ pomiedzy weztowymi niewiadomymi pierwotnymi funkcji
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U
u 1 weztowymi niewiadomymi wtérnymi funkcji P = a [ — |. Niewiadomymi

pierwotnymi sa wartosci funkcji wystepujacych w podstawowych warunkach
brzegowych, natomiast niewiadome wtérne wynikaja z postaci naturalnych
warunkow brzegowych.

Dla utatwienia algorytmizacji obliczen wygodnie jest wprowadzi¢ tzw. lo-

kalny uklad wspélrzednych elementu x¢ € (0,1¢) oraz lokalne numery wezldw
112, rys.5.4.

PENY
(a) 1 (e > 2 — lokalny numer wezla
- - - - - - —— = - = ® ~~  ——>
0 X € =0 e € — 0§ lokalna
d° [° . e | e
transformacja: x = z¢ + d
(b) u(z®) = ug u(@th) = ug
o < ° |
( du) pe 1 <e> 2 pe < du)
—|a— =P $=|a—
dz r—xe N dz p—getl

Rys.5.4. Lokalny uktad wspélrzednych elementu (a) i niewiadome pierwotne i wtér-
ne dla elementu (b)

Réwnanie MES bedace modelem numerycznym réwnania (5.14) w elemen-
cie skoficzonym wyznaczymy w trzech krokach.

a. Sformutowanie wariacyjne. Réwnanie (5.14) jest okreslone w przedzia-
le (0, L), jest wiec rowniez stuszne w elemencie Q°. Sformulowanie wariacyjne
réwnania (5.14) w funkcji wspélrzednej lokalnej ¢ przyjmie postaé

d du®
/Ue(xe) [_ dxe (ae dze> - fe (de + xe)‘| dxe =
0
le
dv®du® du®
 (E S N )

gdzie funkcje u(x€) w elemencie oznaczono przez u€(x€) oraz a® = a®(d° + x°),

0

l€

(5.15)

0
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gdzie d¢ okredla poczatek osi lokalnej ¢ dla elementu e!'. W ostatnim sktadniku
po prawej stronie réwnania (5.15) wystepuja podstawowe i naturalne warunki
brzegowe dla wezléw z¢ =0 (z =d°) i 2¢ =1° (x = d° +1°).

Wprowadzimy oznaczenia

u(z =0) = uf u®(z¢ =1°)

edue _ pe edue
—¢ daxe o -1 —a dxe

Wykorzystujac oznaczenia (5.16b), réwnanie (5.15) przyjmie forme waria-
cyjna

us (5.16a)

—ps (5.16b)

re=l[¢

le
ed’[)edue e e e e e e e e e erie
ozo/[a e @)@+ )] dz® — Pfv(0) — Psv(1°)  (5.17)

lub
0= B¢(v%u®) — 1°(v®)
gdzie formy: dwuliniowa i liniowa sa wyrazone wzorami

e

dv®du®
B (v, uf) = /ae dz®

dxedaxe
. (5.18)
1°(v%) = / v° feda® + ¢ (0)PF + ve(I°)PS
0

b. Aproksymacja MES. Przyjmiemy teraz, ze chcemy znalezé rozwiazanie
aproksymacyjne problemu (5.17) z warunkami brzegowymi (5.16a). Aproksy-
macje u®(z®) wyrazimy wzorem

2
u(z®) = u§N§(a¢) = N°(z°)u’ (5.19)
j=1

gdzie:

! Zauwazmy, ze zaleznie od kontekstu z° jest oznaczeniem osi lokalnej lub wspo6irzedna
globalng wezta o numerze globalnym e (wéwczas d® = x°).
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u® = {u§, u$} — wektor kolumnowy stopni swobody elementu (niewiado-
mych pierwotnych),

N€(z€) = [Nf(z¢), N§(z¢)] — macierz jednowierszowa funkeji ksztaltu.

Podstawiajac (5.19) do réwnania (5.17) oraz przyjmujac, ze v¢(z¢) = vf (x¢) =
NE(z€), i = 1,2, otrzymamy réwnanie macierzowe MES w formie

u®+

l€
—{/@Wuﬂf?%f+wﬂ®f+PﬂN%®f44§@FWDT
0
lub

Ku® = F¢ (5.20)
gdzie (o) oznacza transpozycje, a elementy macierzy K¢ i wektora F¢ wyra-
zaja sie wzorami

le

. JANFdANS -
Kijzo/a e @dx 1,7 =1,2

le
Fr = [ Ne()fe(d +a0)det + PENA(O) + PENE() i =1,2
0

(5.21)

c. Obliczenie funkcji ksztattu. Funkcje ksztaltu N € P, musza by¢ tak
dobrane, aby: (a) funkcja u¢(x¢) byta co najmniej klasy C! i spetniata podsta-
wowe warunki brzegowe (5.16a); (b) {Nf(z¢)},7 = 1,2, byty liniowo niezalezne;
(c) {Nf(z)},i = 1,2, byly funkcjami kompletnymi (patrz p.5.9.4). Warunki
te sg spelnione przez aproksymacje liniows o postaci

u®(z®) = f + c5z° (5.22)

Wymaganie, aby u®(z¢) spelniata podstawowe warunki brzegowe prowadzi
do uktadu dwéch réwnan

uf = cf

ug = cf + c5l°
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TN
)
N\ g
[ W)
8
(0]

[
| 2
| I N§() = 7

Rys.5.5. Liniowe funkcje ksztaltu Lagrange’a

Rozwiazanie tego uktadu réwnan daje wynik

u§ — u§
S=uf i =2 7 L (5.23)
Podstawiajac (5.23) do (5.22) i porzadkujac wspolezynniki przy u§, otrzy-
mamy wzor

e e 2
x x
uf(x®) = (1 — l_€> uf + l—eug = Zuij(:ﬂe) = N°¢(z°)u® (5.24a)
j=1
gdzie
xe 1.6
Ny(z®)=1-— " NS (xf) = 7 0<zf<KI® (5.24b)

Funkcje ksztaltu wyrazone wzorami (5.24b) sa liniowymi wielomianami
interpolacyjnymi Lagrange’a, rys.5.5. Wykorzystanie (5.24b) we wzorze (5.21)
na elementy wektora F¢ prowadzi do prostszego wzoru

le
Fr = [ N+ aydat + PY = 1,2 (5.25)
0

Podstawiajac funkcje ksztattu (5.24b) do wzoréw (5.21) na K, i (5.25) na
Ff oraz wykonujac stosowne catkowanie, otrzymamy macierz K¢ i wektor F¢
dla elementu w postaci

(& _ ele
Ke:a—l ! 1] Fe:f—[1 +

el -1 1 2 1

Py
pe 1 (5.26)
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gdzie dodatkowo przyjeto, ze a® i f€ sa stalymi w elemencie skonczonym.

Przyjeta aproksymacja liniowa spelnia minimalne wymagania dotyczace
ciaglosci. Mozliwe jest tez przyjecie aproksymacji wyzszego rzedu przez do-
danie do réwnania (5.22) wyzszych poteg zmiennej z¢ (nie pomijajac jednak-
ze poteg nizszych, gdyz wéwczas zostalby naruszony warunek kompletnosci).
Konsekwencja tego jest powigkszenie liczby wezléw w elemencie skoniczonym.
Oznacza to, ze istnieje zalezno$é¢ pomiedzy rzedem aproksymowanej funkeji u®
a liczba weztéw w elemencie.

3. Agregacja (skladanie) réwnan dla elementéw. Celem uproszczenia
dalszych rozwazan zalézmy, ze obszar rozwiazania (0, L) zostal zdyskretyzo-
wany trzema elementami skonczonymi o nieréwnej dlugoéci. Na podstawie
warunkow ciggtosci funkeji u mozemy napisaé, ze

ul = Uy uy = ul = Uy ui = ub = Us us = Uy (5.27)

gdzie wprowadziliémy globalne stopnie swobody, ktére zawarte sa w wektorze
U = {U;,U3,Us, Uy}, rys.5.6.

Usps ()

U1 (x)

Rys.5.6. Globalne stopnie swobody i funkcje zlokalizowane
Relacje (5.27) nazywamy warunkami cigglosci miedzyelementowej. Roz-

wigzanie globalne uy(x) wygodniej jest teraz zapisa¢ w funkcji x, co prowadzi
do wzoru

?:1 ujl-le(:c) ! <x <2
up(z) = ¢ 35 2N (z) 2 <z <ad (5.28)
Z?Zl u?Nj?’(x) B <<t

Uwzgledniajac warunki (5.27) oraz ze uy(x) € S"(Q,) € H'(Q), wyrazimy
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funkcje up,(z) przez kombinacje liniowa funkcji zlokalizowanych {® 1}?7:1

N
1‘) = Z U](ﬁ](.%’) (5.29)
I=1
gdzie
NYY ) rii<x<x
Qb[(ﬁﬂ) _ 2(]) ( ) -1 I (530)
Ny () rr<x<Tre

Roéwnania dla elementéw ztozymy w jeden system na podstawie warunku,
ze globalne sformulowanie wariacyjne jest sumg sformutowan wariacyjnych dla
nastepujacych elementow:

E
B(up,vp) — Z [Bf(u®,v®) —1(v*)] =0 (5.31)

e=1

gdzie F jest catkowita liczba elementéw w siatce. Podstawiajac
n n
u® = Zuij@ i 0= vaNf
j=1 i=1

do (5.31) i wykorzystujac (5.27) dla u§ i vf (zastepujac U; przez V; dla vf),
otrzymamy

2 2

3
=2 ZZveKZ%—ZvS’Ff =

e=1 [i=1j=1
= vi (Kyui + Kiguz — F) + v (Kyuj + Kpuy — Fy )+
+of(Kfuf + Kyuy — FP) + 03 (K3ui + K3yuj — F3)+

+ o} (Kfud + Kiyul — FY) + 03 (K3uf + K3yui — F3) =

= Vi[K{1 Ui + Kp5Uz — Fi ]+
+ Vo[ Ky Un + (Kpp + K71)Us + KipUs — (Fy + FY)l+
+ V3[K3\Us + (K3 + Ki1)Us + KiyUs — (F5 + F7)]+
+ Vall3,Us + K3,Us — F3) (5.32)

+v

Réwnanie (5.31) jest stuszne dla dowolnej funkeji v, = SN, Vi¢r, a to
oznacza, ze (5.32) jest wazne dla dowolnych Vi, I = 1,2,3,4. W rezultacie
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musza by¢ réwne zeru wszystkie wspoétezynniki przy Vi, co prowadzi do uktadu
czterech rownan algebraicznych, ktére w zapisie macierzowym maja postaé

K Ki, 0 0 Uy Fi
K K3+ K K3y 0 Uy | _ | Fy +F} (5.33)
0 K3 K3 + Ky Kiy Us | | F3 4+ F} .
0 0 K3 K3, U, F3
lub
KU =F (5.34)

Macierz K nazywamy globalng macierza sztywnoéci, a wektor F globalnym
wektorem obciazenia. Macierz K jest symetryczna i pasmowa.

Opisane postepowanie, prowadzace do macierzy K i wektora F, mozna
sformalizowaé, wykorzystujac metode agregacji symbolicznej. W tym celu na-
lezy dla kazdego elementu skonczonego zdefiniowaé¢ macierz zero-jedynkowa
Z°¢ (o wymiarze: liczba stopni swobody elementu x liczba stopni swobody
systemu) taka, ze ma miejsce tozsamosé

u® = Z°U (5.35)
co prowadzi do wzordéw
K = (z°'KZ® F' =(Z°"F° (5.36)
oraz
E E
K=> (z°"KZ® F=> (2°"F° (5.37)
e=1 e=1

Wzory (5.37) moga by¢ traktowane jako symboliczne definicje procedu-
ry agregacji macierzy elementéw K¢ i F¢ do macierzy globalnych systemu K
i F. Metoda agregacji symbolicznej jest wysoce nieefektywna (macierze pro-
stokatne Z°¢ zawieraja prawie same zera z niewielka liczba jedynek) i zakres
jej wykorzystania jest ograniczony do systemu z mala liczba stopni swobody.

Znacznie lepszym sposobem, stosowanym w programowaniu metody ele-
mentow skoniczonych, jest skorzystanie z metody agregacji bezposredniej. Meto-
da ta polega na wykorzystaniu tablicy topologii (incydencji) elementéw skon-
czonych. Istnienie tablicy topologii, wiazacej ze soba numery weztéw z nume-
rami elementéw skonczonych, jest cecha charakterystyczna metody elementéw
skoniczonych. W tym przyktadzie ma ona postaé¢ pokazana w tab.5.2.
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Numer elementu (1) (2)
, Numer Numer
skoniczonego ,
wezta poczatkowego wezta koncowego

1 1 2

2 2 3

3 3 4

Tabela 5.2. Tablica topologii

Przyjmiemy umowe, ze wezel poczatkowy ma numer nizszy od numeru
wezta koncowego i ze w wezle poczatkowym jest zlokalizowany poczatek lo-
kalnego uktadu wspélrzednych elementu (nie jest to konieczne, lecz znacznie
ulatwia np. pdézniejsze programowanie MES). W ukladzie wspdlrzednych lokal-
nych wezel poczatkowy elementu ma zawsze numer 1, a wezet koncowy numer
2, co zaznaczono w tab.5.2 liczbami (1) i (2). Wéwezas proces agregacji mozna
przedstawi¢ graficznie w sposéb pokazany na rys.5.7 oraz zapisa¢ wzorem

K,

K,

Ks;—]

Rys.5.7. Proces agregacji macierzy sztywno$ci

K= X K¢ =
e=1
Kij Kijy 0
_ | K3y Ky O
o 0 0 0
0 0 0

o O O O

0 0 0 0

0 K3 K%, 0
+ 2 2

0 0 0 0

00 0 0
00 0 O
Tlo o K3, K3
0 0 K3 K3

(5.38)
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gdzie A jest oznaczeniem operatora agregacji. Podobnie, na podstawie tablicy
topologii, przebiega agregacja wektora F'.

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Macierz globalna K jest oso-
bliwa i rozwiazanie réwnania (5.34) wymaga uwzglednienia podstawowych wa-
runkéw brzegowych w wektorze pierwotnych stopni swobody U. Réwniez i pra-
wa strona (5.34) nie jest catkowicie znana przed nalozeniem warunkéw ,réw-
nowagi” dla niewiadomych wtérnych (wtérnych stopni swobody). Zauwazmy
bowiem, ze Ff jest suma udzialéw od funkcji f(x) réwnania rézniczkowego
(5.14) i od niewiadomej wtornej Pf. Niewiadome Pf sa nieznane (w mechani-
ce beda to sily reakcji), jednak ich suma w wezle jest znana, jesli w tym wezle
nie jest znana niewiadoma pierwotna i na odwrot.

Warunek réwnowagi oznacza, ze suma Py i Pf+1 w wezle o numerze glo-

du®
balnym (e + 1) jest réwna a® ol ktora to warto$¢ w naszym zadaniu jest
x

réwna zeru (w mechanice oznaczaé to bedzie brak sily skupionej w wezle)

Ldu * Ldu B
@ dx e — e dx

5. Rozwigzanie ukladu réwnan.Uklad réwnan (5.34) wygodnie jest przed-
stawi¢ w postaci blokowej

K1 Ko U | | Fy
e R o

=P+ P =0 (5.39)

r=getl

gdzie:
U, — wektor kolumnowy znanych pierwotnych stopni swobody,
Uy — wektor kolumnowy nieznanych pierwotnych stopni swobody,
F; — wektor kolumnowy nieznanych wtérnych stopni swobody,
F5 — wektor kolumnowy znanych wtérnych stopni swobody.

Rozwigzaniem réwnania drugiego z (5.40) jest

U; = (Kg2) H(Fy — Ko Uy) (5.41)
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Znajac Usg z réwnania pierwszego (5.40), obliczymy F;.

6. Rozwigzanie przyblizone. Rozwiazanie (5.41) wyznacza wartosci nie-
wiadomej funkcji w weztach. Mozna udowodnié, ze jesli w réwnaniu (5.14)
wspotczynnik a jest staly, to rozwiazanie skonczenie elementowe w weztach
bedzie rozwiazaniem dokladnym (ta sama sytuacja pojawi sie dla réwnania
rézniczkowego zwyczajnego czwartego rzedu). Czesto jednakze interesuja nas
rowniez wartosci funkcji i jej pochodnej w innych punktach obszaru zdyskre-
tyzowanego elementami skonczonymi. Wartosci uy, dla dowolnego x obliczymy
z wzoru (5.28). Na przyklad, przyjmujac d' = 0 dlaz = al',0 < a < 1, mamy

- all 1 alt =0
{1 /!

u(al') = uy + uy = (1 — Q)uj + auj (5.42)

Podobnie, dla z = ' 4+ al? z drugiego wzoru (5.28), obliczymy
u(l' + ad?) = (1 — a)u? + aul

Pochodna funkcji uy, obliczymy, rézniczkujac wzory (5.28)

— = Z u§—= = _ dla 2t <z < gt (5.43)

Z powyzszego wzoru wynika, ze pochodna funkcji jest statla w kazdym

elemencie. Brak ciaglto$ci pochodnej % w wezlach wynika z przyjetej inter-
polacji Lagrange’a, niezaleznie od stoprfia wielomianu interpolacyjnego. W li-
teraturze takie rozwiazanie jest nazywane rozwigzaniem ze stabg niecigglosciq.
W mechanice oznaczaé to bedzie, ze rozwigzanie dla przemieszczen jest ciagle,
natomiast wystapi skok w polu odksztalcen. Ten wazny problem przedysku-
tujemy w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 5.2. Rozwazmy problem z przykladu 4.1. Réwnanie (4.9) jest
specjalnym przypadkiem (5.14) dla L = 1,a = 11i f = cos7z, 0 < = < L.
Macierz K¢ dana jest wzorem (5.26) z a® = 1 dla wszystkich elementéw e.
Wektor kolumnowy F¢ obliczymy z wzoru (5.25)

le
= /COS m(d® + 2°)Ni («°)da® + Pf = fi + P}
0
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stad mamy
lE

fi= /cos m(d® + x°) (1 - ﬂ;—e) daf =
0

sinm(d®+1°)  sinwd  cosmde <cos7rl +sm7rl 1 >+

T T m2le T w2le
. e . -]e
+ sinrde (smwl _ cosml ) (5.44)
w2le T
le
€
5= /cos m(d® + xe)g;—edxe =
0
B e (cosml® sinwl® 1\ e (sinml®  coswl
= cos md ( e + - e sind 3¢ -

Przyjmujac dyskretyzacje czterema rownymi elementami skonczonymi, [¢ = 0.25,
otrzymamy

element 1: d!' =0, fi =0.1187, f3 =0.1064
element 2: d? =0.25, fZ=0.0615, f2=0.0317
element 3: d®>=0.5, f§=-0.0317, f3=—0.0615
element 4: d* =0.75, f} = —0.1064, f3 = —0.1187

Uktad réwnan (5.33) ma postac

1 -1 Uy fi P}
L2 Uy fs+ I3 Py + P}
- 1 2 -1 Us | =| f3+f} |+ | P2+P}

' -1 2 -1 Uy 3+ ft P+ P}
-1 1 Us I3 P}
(5.45)

Powyzszy uktad rownan rozwiazemy dla trzech typéw warunkéw brzego-
wych:

1. Warunki brzegowe Dirichleta: w(0) = u(1l) = 0. Te warunki brzegowe

oznaczaja, ze Uy = Us = 0. Dodatkowo spelnione muszg byé¢ warunki
réwnowagi

P} +Pt=0 P;+P=0 P+ Pl=0 (5.46)
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——  Wynik doktadny
---0--- MES (8 elementéw)

- - MES (4 elementy)

0.01 4

Rys.5.8. Poréwnanie wynikéw obliczen MES z rozwiazaniem dokladnym réwnania
(4.9) z warunkami brzegowymi Dirichleta «(0) = u(1) =0

Wykorzystujac powyzsze warunki w réwnaniu (5.45), obliczenie niewia-
domych pierwotnych sprowadza sie do rozwiazania uktadu trzech réwnan
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8 —4 0 Uy 0.1679
-4 8 -4 Us | = 0
0 -4 8 Us —0.1679

Wynikiem jest Uy = —Uy = 0.02098, Us = 0.0, co odpowiada rozwiaza-
niu doktadnemu dla z = 0.25,0.5 i 0.75. Niewiadome wtorne obliczymy
7 pierwszego i piatego réwnania (5.45): P} = —4U;—0.1187 = —0.20262,
Py = —4U, + 0.1187 = 0.20262.

Na rys.5.8a poréwnano rozwigzanie otrzymane dla czterech i odmiu ele-
mentéw skonczonych z rozwiazaniem dokladnym. Na rys.5.8b poréwna-
no natomiast pierwsze pochodne otrzymanych rozwiagzan. Z analizy tych
rysunkéw wynika, ze chociaz wartosci u(z) w wezlach obliczonych za
pomoca MES sa doktadne, to jednak w innych punktach obszaru btad
jest znaczny. Blad ten mozna zmniejszy¢, zwiekszajac liczbe elemen-

du
tow skonczonych. Pochodna 1 jest stala w elementach skonczonych

i w érodku elementow jej Wartog:é jest doktadna. Zaltozone warunki row-
nowagi na granicach miedzy elementami (5.46) nie sa oczywiscie spetnio-
ne, poniewaz rozwiazanie skonczenie elementowe jest odcinkowo liniowe.
Warunki te beda spelnione tylko w szczegblnym przypadku f(z) = 0
(i a(z) =const), kiedy rozwiazanic MES bedzie rozwiazaniem doktad-
nym.

Otrzymane rozwiazanie mozna jeszcze inaczej zinterpretowaé, jesli réw-
naniu (5.14) nadamy sens fizyczny. Jesli a(z) = FA(x) jest sztywnoscia
preta na rozciaganie, gdzie E jest modulem Younga, A(x) jest funk-
cja przekroju poprzecznego preta, a f(z) — intensywnoscia obciazenia
réwnoleglego do osi preta, to u(x) bedzie przemieszczeniem osi preta
i ré6wnanie (5.14), wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, bedzie
modelem matematycznym problemu analizy preta rozciaganego (lub Sci-
skanego, lecz bez mozliwoséci wyboczenia).

W tym przykladzie mamy, ze FA = 1, f = cosmx i dlugo$é preta wy-
nosi L = 1. Na rys. 5.9 pokazano rozwazany pret wraz z obciazeniem i
warunkami brzegowymi.

Obliczymy teraz funkcje przemieszczen u(z) w kazdym z elementéw
skonczonych i pochodne du(z)/dz (patrz tez rys. 5.8). Zauwazmy, ze
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f(x) = cosmzx
I u(l)=0
____________ e I
u(0) =0 EA= T

L=1
i

Rys.5.9. Pret rozciagany z warunkami brzegowymi Dirichleta u(0) = u(1) =0

poniewaz FA = 1, to pochodne te wyrazaja sily podtuzne w elementach

koficzonych: §(z) = EATY = 4
skonczonych: S(x) = W dr

Element 1

ul(zl) = (1 —42') -0+ 42! - 0.02098 = 0.08392x!, z! € [0 0.25]
du!
Sp = — = 0.08392

dz!
Element 2

u?(2?) = (1—422)-0.02098 + 422 -0 = 0.02098 — 0.08392x2, x? € [0 0.25]
2

6 U
27 Qg2

= —0.08392

Element 3

ud(23) = (1 — 423) - 0 — 423 - 0.02098 = —0.0839223, 23 € [0 0.25]

o= 3 _ o osaee
ST A3
Element 4

ut(z?) = —(1 — 42%) - 0.02098 + 42 - 0 = —0.02098 + 0.08392z*,
x4 €10 0.25]
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4

du
Sy = Freie 0.08392

Niespelnienie warunkéw réwnowagi na granicach miedzy elementami jest
rezultatem skupienia obciazenia w weztach i jako$é rozwiazania mozemy
poprawié, zwiekszajac liczbe elementéw skoniczonych.

Pytanie, ktére obecnie postawimy to, czy mozliwe jest jednakze popraw-
ne obliczenie sity podtuznej bez powigkszania liczby elementéw skonczo-
nych? Odpowiedz jest twierdzgca, poniewaz mozemy skorzystaé z réwnan
réwnowagi MES dla elementu skonczonego (5.20), ktére uwzgledniaja
rzeczywisty rozklad obciazenia w tym elemencie.

Wykonajmy stosowne obliczenia dla kazdego z elementéw skonczonych.

Element 1

Réwnania réwnowagi MES

Pl =K}, - Uy + Kiy-Us— f{ =4-0—4-0.02098 — 0.1187 = —0.20262
P} =K} Ui+ Ky - Uy — f+ = —4-0+4-0.02098 — 0.1064 = —0.02248
Wykorzystujac wzory (5.16b), mozemy napisaé, ze

St = —Pl =0.20262 S} =P} = —0.02248

Wynik doktadny otrzymamy, rézniczkujac wzoér (4.11)

du 1 | 2

1 7 511r171'3:—|—7T2

skad mamy

A 0) — 0.20264 A 0.95) = —0.02244
de' de' =
Element 2

Réwnania réwnowagi MES
P} =K% Uy + K% -Us — f =4-0.02098 — 4 -0 — 0.0615 = 0.02242

P} =K2 -Uy+ K2 -Us— f2 = —4-0.02098 + 4-0 — 0.0317 = —0.11562
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S} = —P% = —0.02242 S3 = P} = —0.11562
Wynik doktadny

e 0.95) — _0.02244 e 05 = —0.11567
~2(0.25) = 0, —(05) = 0.

Element 3

Réwnania réwnowagi MES

P} =K} - Us+ K}y -Uy— f} =4-0+4-0.02098 + 0.0317 = 0.11562
P =K3 - Us+ K3y Uy — f3 = —4-0—4-0.02098 4+ 0.0615 = —0.02242
S = —P} = —0.11562 S3 = P$ = —0.02242

Wynik doktadny

U0 5) = —0.11567 v 75) = —0.02244
—(05) = -0, —(0.75) = 0,
Element 4

Réwnania réwnowagi MES

Pl =K} - U+ K}y - Us — fi = —4-0.02098 — 4 - 0 + 0.1064 = 0.02248
Py = K3 Uy + Kgy - Us — f3 = 4-0.020298 + 4 - 0 + 0.1187 = 0.20262
St = —P} = —0.02248 S3 = P} =0.20262

Wynik doktadny

du m du

dx(0.75) = —0.022 dx(l.OO) = 0.20262

Wnhioski z przeprowadzonych obliczen sa bardzo znaczace, bowiem z nich
wynika, ze wykonujac obliczenia dla poszczegdlnych elementéw skonczo-
nych otrzymujemy poprawne wielkosci sit podtuznych w weztach i spel-
nione zostaja w tych weztach warunki réwnowagi. Jest to sposéb obli-
czen, ktory ma swoje uzasadnienie w mechanice konstrukcji pretowych.
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2. Mieszane warunki brzegowe: u(0) = /(1) = 0. Warunki te implikuja, ze

U =01 Py = 0.0bowiazuja tez dalej warunki réwnowagi (5.46).

Niewiadome pierwotne obliczymy z ukladu réwnan

8 —4 0 0][Uy 0.1679
4 8 -4 0||Us| 0
0 —4 8 —4 || U | | 01679
0 0 —4 4| Us —0.1187

Rozwiazanie wynosi Us = —0.02968, Us = —0.10132, Uy = —0.17297,
Us = —0.20264, co jest rozwiazaniem doktadnym w weztach. Niewiado-
ma wtérna obliczymy z pierwszego réwnania (5.45)

Pl = —4Uy —0.1187 =0

Wyniki obliczen przedstawiono na rys.5.10. Z rys.5.10a wynika, ze dla
tego przypadku warunkéw brzegowych juz dyskretyzacja czterema ele-
mentami skonczonymi daje rozwiazanie prawie doktadne we wszystkich
punktach.

Warunki brzegowe Neumanna: u'(0) = /(1) = 0. Te warunki brzego-
we oznaczaja, ze P} = Py = 0. Dodatkowo, dalej obowiazuja warunki
brzegowe (5.46). W efekcie mamy, ze wektor P jest wektorem zerowym,
P = 0. W tym przypadku réwnanie (5.45) nie moze byé rozwiazane,
poniewaz macierz K jest osobliwa. Rozwiazanie otrzymamy, przyjmujac
dowolna stalg za jedna z niewiadomych pierwotnych, np. Us = 0.

Wprowadzenie tego warunku do (5.45) prowadzi do rozwiazania uktadu
rownan w formie:

4 -4 0 O Uy 0.1187
-4 8 0 O Uy | 0.1679
0 0 8 —4 Uy —0.1679
0 0 —4 4 Us —0.1187

Rozwiazanie wynosi: Uy = —Us = 0.10132, U, = —U, = 0.071645, co
znowu jest rozwiazaniem dokltadnym w wezlach. Wyniki obliczen poka-

du
zano na rys.5.11. Wykres pochodnej 1 jest taki sam jak na rys.5.10b.
x
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(a) w

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 7

N — Wynik doktadny

—0.2 O MES (8 elementéw)
| o MES (4 elementy)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 7

-0.24

—0.3 |

Rys.5.10. Poréwnanie wynikow obliczenn MES z rozwiazaniem doktadnym réwnania
(4.9) z mieszanymi warunkami brzegowymi u(0) = v/(1) =0

Na zakonczenie tego przyktadu przypomnijmy, ze doktadnosé¢ aproksymacji
skonczenie elementowej moze byé¢ poprawiana przez powiekszenie liczby ele-
mentéw lub podniesienie stopnia wielomianu interpolacyjnego. Jesli np. przyj-
miemy

ul(2¢) = ¢§ + §a° + §(x°)? (5.47)

to doprowadzi to do elementu tréjweztowego z kwadratowymi funkcjami ksztat-
tu Lagrange’a.
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0.10 —— Wynik doktadny
O MES (8 elementéw)

o MES (4 elementy)

0.08 7

0.06

0.04

0.02

Y.

0.00 —

—0.02

—0.04

—0.06 —

—0.08

—0.10

Rys.5.11. Poréwnanie wynikow obliczent MES z rozwiazaniem doktadnym réwnania
(4.9) z warunkami brzegowymi Neumanna ’(0) = v/(1) =0

Przyktad 5.3. Rozwazymy réwnanie czwartego rzedu (4.37), bedace mode-
lem matematycznym problemu zginania belki. Réwnanie to rozwiazemy dla
zilustrowania tzw. mieszanej metody elementow skonczonych. W tym celu
réwnanie (4.37) zastapimy dwoma réwnaniami drugiego rzedu w postaci

M d*w d’M

EJ  da?’ 2

Model skonczenie elementowy dla réwnan (5.48) otrzymamy, formulujac
réwnanie wariacyjne dla elementu Q¢ = (2¢, 2°!). Rozwazymy najpierw pierw-

=f dla0<z<L (5.48)

sze réwnanie. Mnozac to réwnanie przez funkcje testowa v{ i catkujac przez
czescl w obszarze Q€ otrzymamy (w tym przykladzie nie bedziemy wprowadzaé
lokalnego uktadu wspétrzednych)

xe+1
dvf dwe 1 e e e, e e e, e e

€
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€ €

dw w
gdrie O = X%, Pf = —~-(a) 1 P = (")
Podobnie z drugiego rownania mamy
v dure
v
0= / ( d; w T US]“) da — Qfvs (%) — Q5u5(z°*) (5.50)
xe
& dMe
gdzie v§ jest funkcja testowa, Qf = — 3 (z°) 1 Q5 = d—(:ve+1). Zauwaz-
x x

my, ze réwnania (5.49) i (5.50) sa sprzezone. Model skonczenie elementowy
otrzymamy, interpolujac funkcje w® i M® w elemencie €2¢. Z postaci réwnan
(5.49) 1 (5.50) (w szczegdlnosei z postaci drugich sktadnikéw w wyrazeniu pod
calkami) wynika, ze funkcja testowa v{ powinna by¢ interpolowana przez te
same funkcje co M€, a funkcja testowa v§ przez te same funkcje co w®.

Podstawiajac

n
w® =Y wiN/®  M®=> M{N; of=N* u5=N/° (5.51)

J
J=1 J=1

do (5.49) i (5.50), dostaniemy
Aewe _|_ BeMe — Pe

9.52
(Ae)TMe — fe + Qe ( )
gdzie
xe+1dN26 lee xe+1 1 1.6+1
4= [ S5 lae By = / _NENPr [t = - / feNleds
x€ x€ x€
(5.53)

Macierz A° nie jest w ogdlnosci macierza kwadratowa. Przyjmujac liniowe
funkcje ksztaltu, N'¢ = N2¢ = N¢, otrzymamy

J O R | . 21
A_l_E[—l 1] B—@m]

Uklad réwnan (5.52) dla elementu skonczonego mozna napisa¢ w formie

0 1 0 177 u i1 T
1] 1 20° -1 o || M¢ 0 pr
Fl o -1 0 1 ws | s | T o (5:54)

-1 ¢ 1 20° || Mg 0 P§
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(l)?
6be

Dalsze postepowanie jest juz typowe, jak w metodzie elementéw skonczo-
nych. W przedstawionym przyktadzie P sa katami ugiecia, a Qf — sitami po-
przecznymi. Korzyscig wyplywajaca ze stosowania metody mieszanej jest to,
ze mozna bylo zastosowaé interpolacje liniowa dla obu funkcji oraz obliczy¢
w ten sposéb wartosci momentéw w weztach.

gdzie a® =

5.3.2. Model skonczenie elementowy Bubnowa-Galerkina

Model skonczenie elementowy, opisany w punkcie 5.3.1, bazowal na metodzie
Bubnowa-Galerkina w sformutowaniu stabym. Powtérzmy, ze metoda ta wy-
korzystuje sformutowanie, ktérego rozwigzanie jest w przestrzeni energii H 4,
a nie w przestrzeni D . W dalszej czesci przedstawimy model skonczenie ele-
mentowy Bubnowa-Galerkina na przyktadzie rozwiazania réwnania rézniczko-
wego zwyczajnego rzedu drugiego (5.14).

Budujac dla tego rownania model skonczenie elementowy w sformutowa-
niu wariacyjnym wystarczylto, aby funkcje dopuszczalne byly z przestrzeni
H'(0, L). Oznacza to, ze w tym modelu wystarczajace byty funkcje odcinkowo-
-liniowe, tzn. model ten wymaga, aby funkcje interpolacyjne byly ciagle na
granicach pomiedzy elementami skonczonymi lub — réwnowaznie — aby funk-
cje ksztaltu zapewnialy ciagtoéé aproksymacji klasy C°(0, L).

W modelu skoniczenie elementowym Bubnowa-Galerkina funkcje aprok-
symacyjne musza byé z przestrzeni Dy C H?(0,L), czyli funkcje ksztaltu
musza byé klasy C1(0,L). To wymaganie jest rezultatem niewlaczenia na-
turalnych warunkéw brzegowych do réwnania wariacyjnego. W rozwazanym

du

rownaniu naturalny warunek brzegowy oznacza wyspecyfikowanie a 1 na
x
brzegach elementu. Stad tez funkcje interpolacyjne musza zostaé¢ tak wybrane,

du
aby a (d—> bylo ciagte w wezlach pomiedzy elementami. To z kolei implikuje
x

du
(jesli a jest funkcja ciagla) ciaglto$é pochodnej " calym obszarze ) = (0, L).
x

Stad wymagana jest ciagto$é aproksymacji klasy C*.
Powyzsze wymagania sg spelnione dla elementu dwuweztowego z szedcien-
na interpolacja funkcji u(x) i dwoma stopniami swobody w wezle, a miano-

U
wicie u i TS Funkcjami ksztaltu sa wielomiany Hermite’a wyrazone wzorami
x
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(rys.5.12). Taki element skoficzony jest rézny od elementu z sze$ciennymi funk-

NTA N3
1 X g 459 e
0 I 0 IR
Ng Ny

Ay
T

o
o~

®
[a)

45 ° l¢

Rys.5.12. Funkcje ksztaltu Hermite’a

cjami ksztaltu Lagrange’a, ktory ma cztery wezly z jednym stopniem swobody
w wezle. Interpolacja Lagrange’a (dowolnego rzedu) nie spelnia warunku cia-

du
glosci 1 na granicy pomiedzy elementami i stad nie nalezy do C1(0, L).
x
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Wykorzystujac (5.55), aproksymacje up(x€) wyraza wzor
4
u(2°) = u§N§(2°) = N°u® (5.56)
j=1
gdzie

e € due & e due e 1
u=quf,ug = | o (0), u§,ug = e (1¢) ¢ — wektor stopni swobo-

dy elementu (uf, u§ — wartosci u® w wezltach i u§, uj — wartoéci pochodnej

du® tach
e W Wezlac )
N€¢(z¢) = [Nf(z°), Ns(x°), N§(z¢), N{(z°)] — macierz jednowierszowa

funkcji ksztaltu.

Réwnanie metody Bubnowa-Galerkina dla réwnania (5.14) w elemencie
skonczonym Q¢ = (0,1°) ma postaé

o[- (632 e v

0

dz® =0

Podstawiajac v¢ = Nf(z°) i (5.56) za u®(z®), otrzymamy uklad czterech
réwnan MES

4
YoKjuS—ff=0 i=1,...,4
j=1
lub
K°u® = f° (5.57)
gdzie

K(i leN@ e d edN.]e d e
ij__/ i(x)dme “ daxe v
0
lE

fi= [ N+ at)dat
0

(5.58)

W podobny sposéb mozemy zbudowaé¢ model skonczenie elementowy row-
niez dla innej metody residuéw wazonych. Na przyktad dla metody najmniej-
szych kwadratow otrzymamy wzory
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e [ [ ANEY d [ ANE)
i = ) qee \* dze ) dee \* dze | 7

e (5.59)
d dN¥¢
Je=- ( ) FeG + d)dat

dxe

natomiast dla metody kollokacji punktowej wzory przyjmuja postaé

e __ d e e dN.e(xe)
Kij = - {@ [a (z )_d]xe 1 }ggx (5.60)
fi=fo(af +d°)

gdzie z; sa punktami kollokacji (nie powinny to by¢ wezly, najlepiej przyjaé
punkty kwadratury Gaussa). Zauwazmy, ze wzory w metodzie kollokacji punk-
towej nie maja formy catkowej; elementy macierzy i wektora sa obliczane po
prostu w punktach kollokacji. Liczba tych punktéw powinna byé réwna liczbie
niewiadomych problemu, po uwzglednieniu warunkéw brzegowych. Dla réwna-
nia drugiego rzedu mamy dla N elementéw dwa warunki brzegowe i 2(N + 1)
weztowych stopni swobody. Oznacza to, ze liczba punktéw kollokacji powinna
wynosi¢ 2N, po dwa punkty dla kazdego elementu skoniczonego. Zauwazmy
tez, ze macierz K¢ w (5.59) ma wymiary 2 x4 (i = 1,2) i w procesie agregacji
nie ma ,nakltadania si¢” macierzy elementowych na siebie, poniewaz nie ma
sumowania rownan po liczbie elementéw (5.32). Warunek ciaglosci (5.27) jest
jednakze wykorzystywany.

Przyklad 5.4. Rozwazmy problem brzegowy

_i[(l—{—x)%} =0 O<z<l1 (5.61)

za pomoca réznych modeli skonczenie elementowych. Obszar rozwiazania zdy-
skretyzujemy dwoma elementami skonczonymi o rownej dlugosci. Dla kazde-
go modelu przyjmiemy funkcje ksztalttu Hermite’a, otrzymujac w ten sposob
uktad zdyskretyzowany z trzema weztami i szeScioma stopniami swobody.



152

5. Metoda elementéw skonczonych

1. Metoda Bubnowa-Galerkina

Przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

du
u(0) = 0 1+ x)al —1 (5.62)
=1
CO oznacza, ze
Uy =0 Y (5.63)
L Tde|  Tas1 ‘

Takie warunki brzegowe sa przyjete rowniez dla metody najmniejszych
kwadratéw i dla metody kollokacji punktowej.

Rozwiazanie doktadne wynosi u = In(1 + ).

Wykorzystujac wzory (5.58), obliczono nastepujace macierze i wektory
dla elementéw skonczonych:

Element 1
3 1.15 -3 0.1
1| 0.15 0.075 -0.15 -0.021 1
K = -3 -0.15 3 —1.6 =0
0.1 —-0.021 —-0.1 0.092
Element 2
4.2 1.7 —4.2 0.15
0.2 0.108 —0.2 —-0.029
2 _ 2 _
K= —4.2 —-0.2 4.2 =215 =0

0.15 —-0.029 -0.15 0.125

Globalny uktad réwnan MES ma forme
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T3 115 -3 0.1 0 077U 7 [O
0.15 0.075 —0.15 —0.021 0 01| U, 0
-3 —015 7.2 01 —42 015 || Us | |0
0.1 —0.021 0.1 02 —02 —0029 | | Us| |0

0 0 -42 —02 42 —215 || Us 0

L0 0 015 —0.029 —0.15 0125 | [ Us]| | 0]

(5.64)

Uwzglednienie w powyzszym réwnaniu warunkéw brzegowych (5.63) pro-
wadzi do uktadu czterech réwnan w postaci

0.075 —-0.15 —0.021 0 U, 0
—-0.15 7.2 0.1 —4.2 Us _ —0.075 (5.65)
—-0.021 0.1 0.2 —-0.2 Uy 0.015 ’
0 —4.2 —0.2 4.2 Us 1.075

ktorego rozwiazanie wynosi: Us = 0.99604, Us = 0.40537, Uy = 0.66707
i Us = 0.69309.

2. Metoda najmniejszych kwadratow
Korzystajac ze wzoréw (5.59), obliczono nastepujace macierze i wektory
dla elementéw skonczonych:

Element 1
153.6 33.4 —153.6 43.4
1 33.4 9.267 -—-334 6.433 1
K = —153.6 —-33.4 153.6 —43.4 =0
43.4 6.433 —43.4 16.767
Element 2
297.6 67.4 —297.6 81.4
K2 — 67.4 19.767 —67.4 12.433 2_o

—2976 —-674 2976 —814
81.4 12433 —81.4 30.267

Globalny uktad réownan MES ma postaé
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153.6 334 —153.6 434 0 0771 [0
334 9.267 —334 6.433 0 0| s 0
~153.6 —33.4  451.2 24 —297.6 814 || Us | |0
434  6.433 24 36533 —674 12433 | | U, | | O

0 0 —297.6 —67.4 297.6 —814 || Us 0

I 0 0 814 12433 —81.4 30267 | [ Us | | O]
(5.66)

Uwzglednienie w powyzszym réwnaniu warunkéw brzegowych (5.63) pro-
wadzi do uktadu czterech réwnan w postaci

9.267 —-33.4 6.433 0 Usy 0
—-334  451.2 24 —-297.6 Us _ | —40.7 (5.67)
6.433 24 36.533 —674 Uy —6.217 ’

0 —2976 —674 2976 Us 40.7

ktorego rozwiazanie wynosi: Us = 0.99902, Us = 0.40554, Uy = 0.66645
i Us = 0.69324.

3. Metoda kollokacji punktowej
Przyjeto, ze weztami kollokacji sa punkty kwadratury Gaussa: z{ =
0.10566 i x§ = 0.39434. Wykorzystujac wzory (5.60), obliczono naste-
pujace macierze i wektory dla elementéw skonczonych:

Element 1
K! 17.321 5.753 —17.321 1.907 o
| —17.321 —1.753 17.321 —-7.907 o
Element 2
K2 24.249 8.485 —24.249 2.64 2_0
T —24.249 —2.485 24.249 —-10.64 o

Globalny uktad réwnan MES wyznaczymy, korzystajac z warunkéw cia-
glosci funkeji u
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uy =u3 =U, u§:U5 ul = Us

co prowadzi do czterech rownan w postaci

Uy
17.321  5.753 —17.321 1.907 0 0 Us 0
—17.321 —1.753  17.321 —7.907 0 0 Us | |0
0 0 24.249 8.485 —24.249 2.64 Us | | 0O
0 0 —24.249 —2.485  24.249 —10.64 Us 0
Us
(5.68)

Uwzgledniajac w réwnaniu (5.68) warunki brzegowe (5.63), otrzymamy
uktad czterech réwnan z czterema niewiadomymi w formie

5.763 —17.321 1.907 0 Us 0
—1.753 17.321 —-7.907 0 Us _ 0 (5.69)
0 24249 8485 —24.249 Uy —1.32 '
0 —24.249 -—-2.485  24.249 Us 5.32

Rozwigzanie ukladu réwnan (5.68) daje wyniki: Uy = 1, Us = 0.40556,
Uy = 0.66667 i Us = 0.69325.

. Sformutowanie wariacyjne
Dla tego modelu skonczenie elementowego przyjmiemy warunki brzegowe
w postaci

Uy=0 Us=u(l)=In(l+1)=0.69315 (5.70)

Budujac dla tej metody rownanie wariacyjne, otrzymamy dla elementu
skoniczonego wzory typu (5.21), na podstawie ktérych obliczono naste-
pujace macierze i wektory dla elementow skonczonych:

Element 1
3 0.15 -3 0.1
0.15 0.075 —-0.15 -0.021
1 _ 1 _
K = -3 =0.15 3 —-0.1 =0

0.1 -0.021 -0.1 0.092
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Element 2
4.2 0.2 —4.2 0.15
0.2 0108 —-0.2 —-0.029
2 _ 2 _
K= —4.2 -0.2 42 —0.15 =0
0.15 —-0.029 —-0.15 0.125
Globalny uktad réwnan MES ma forme
3 0.15 -3 0.1 0 077 Uy [P
0.15 0.075 —0.15 -—0.021 0 0 Us 0
-3 —0.15 7.2 0.1 —4.2 0.15 Us| | O
0.1 —-0.021 0.1 0.2 -0.2 -0.029 U | | 0
0 0 —4.2 -0.2 4.2 -0.15 Us Ps
L 0 0 015 —-0.029 -0.15 0.125 | | Us | . 0 |
(5.71)

Wykorzystujac w powyzszym réwnaniu warunki brzegowe (5.70), obli-
czenie niewiadomych pierwotnych sprowadza sie do rozwiazania réwnan
drugiego, trzeciego, czwartego i széstego w postaci

0.075 —-0.15 —-0.021 0 U, 0
—-0.15 7.2 0.1 0.15 Us _ | 291123 (5.72)
—0.021 0.1 0.2 —-0.029 Uy 0.13863 ’
0 015 -0.029 0.125 Us 0.10397

Wiyniki sa nastepujace: Uy = 0.99612, Us = 0.40538, Uy = 0.66728
oraz Ug = 0.50102. Niewiadome wtérne, obliczone z réwnan pierwszego
i piatego, wynosza P = —11i P; = 1.

W tab.5.3 zestawiono wyniki obliczen doktadnych oraz obliczen réznymi
modelami skonczenie elementowymi.

Przyktad 5.5. Rozwiazemy problem brzegowy

d®u 4 2 _ 3
— +a’sinzu(r) = —z° —x l<z<?2 (5.73a)

dx?
W'(1) =05  w?2)=-1 (5.73b)
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. Wynik | Bubnow- | Najmniejsze| Kollokacja | Sform.
dokladny | -Galerkin kwadraty | punktowa | Wariacyjne

0 | » | 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

o' | 1.00000 0.99604 0.99902 1.00000 0.99612

0.5 | u | 0.40547 0.40537 0.40554 0.40556 0.40538

u' | 0.66667 0.66707 0.66645 0.66667 0.66728

1.0 | w | 0.69315 0.69309 0.69324 0.69325 0.69315

u' | 0.50000 0.50000 0.50000 0.50000 0.50102

Tabela 5.3. Poréwnanie wynikéw rozwigzania réwnania (5.61)

przyjmujac 3, 5 i 10 réwnej dlugosci elementy skoniczone. Postepujac w spo-
sob analogiczny jak w przyktadzie 5.1, sformutujemy réwnanie wariacyjne dla
elementu skoficzonego w formie

e

dv® du® e de3,- e dVveul | drt
_/{dxedme_(x+ )? sin(z€ + )vu} x4

l€

du®

dxe

0
l€

+/ve {(xe+de)2+(xe+de)3] dCCe—F’Ue
0

0

Przyjmujac nastepnie aproksymacje dla u®(z¢) w postaci (5.19) i podobnie
dla v¢(z¢), otrzymamy réwnanie MES dla elementu skoficzonego (5.20), gdzie

obecnie
le
K° = / {(BG)TBG — (N®)TNe(2¢ + d°)3 sin(z° + de)} daz*®
0
le e le
e e\T e e\2 e e\3 2 e Tdu
F :/(N) (2 4+ d)? + (2 + )] da® + (N TS| =
dze|,
0
N /6(0)
_ e\T e e\2 e e\3 e —u _
_O/(N) {(x +d°)° + (z +d)}dx+ u’e(le)]_

:fe+Pe
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Koncowe rozwigzania rownania KQ = F sg nastepujace:

e dla 3 element6éw skoficzonych (I1°= %, df =1+ 1(i—1),i=1,2,3 ):
Q = [6.886 6.439 3.963]"
u'(2) = —17.188

e dla 5 elementéw skonczonych (I¢ = %, s =1+ %(z —-1),i=1,2,...,5):
Q =[9.405 9.257 8.386 6.442 3.231]T
W' (2) = —22.493

e dla 10 elementéw skonczonych (1¢ = %, d§ = 1—1—1—10(2'—1), i=1,2,...,10):
Q = [11.027 11.013 10.844 10.468 9.832 8.884 7.584 5.911 3.877 1.538]T
u'(2) = —25.898

Rozwiazanie dokladne dla pochodnej wynosi v/(2) = —27.284.

15
Rozwiazanie dokladne

Rys.5.13. Wyniki obliczen w przykltadzie 5.5

Wiymniki obliczen przedstawiono na rys. 5.13, gdzie dokonano tez poréwna-
nia z rozwigzaniem otrzymanym za pomoca systemu MATHCAD. Jak widaé,
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wyniki obliczen metoda elementéw skonczonych z adaptacja typu h gwaltow-
nie sie poprawiaja przy wzroscie liczby elementéw skoniczonych.

5.4. Analiza statyczna prostej kratownicy

5.4.1. Element skonczony kratowy

Jak to stwierdziliémy w p.5.3.1, modelem matematycznym problemu rozciaga-
nia preta jest réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu z odpowiednimi
warunkami brzegowymi. Obszar rozwigzania zostal zdyskretyzowany elemen-
tami liniowymi z macierza K¢ i wektorem F¢, podanymi wzorami (5.26). Wy-
korzystamy je do sformutowania elementu skoficzonego kratowego.

Przede wszystkim, z uwagi na konieczno$é¢ wprowadzenia dwoch uktaddow
wspoélrzednych: lokalnego, dla elementu skoniczonego (x€,y¢), i globalnego, dla
konstrukeji (X,Y), przyjmiemy umowe, ze macierze i wektory w ukladzie
(z¢,y°) bedziemy oznaczali malymi literami, natomiast macierze i wektory
w uktadzie (X,Y) literami duzymi. Przyktadowo k? — macierz sztywnoéci ele-
mentu 2 w uktadzie (22,%2); K? — macierz sztywnosci elementu 2 w ukladzie
(X,Y); Q — wektor stopni swobody konstrukeji w ukltadzie (X,Y") itp. Element
skonczony kratowy jest pokazany na rys.5.14.

y g°(z°)

™

e e
e e U27T4
U T2 € e e( e
—_,—,— s > > > > > > > > x,u(:L‘)
D > »

@ Lol

€ A€ € €
1 uf, r{ EfA 2 Uy, T3

I —
Rys.5.14. Element skoniczony kratowy

Wykorzystujac pierwszy wzér w (5.26), mamy w nowych oznaczeniach

k(i

Ee A _
(= l ! 1] (5.74)

-1 1

Macierz sztywnosci dla elementu kratowego z dwoma stopniami swobody
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w wezle otrzymamy ze wzoru

10 e xe 10 -1 0
o P = A
00 00 0O
Wektor stopni swobody elementu kratowego ma postaé
q° = {uj of uj vy} (5.76)

Przyjmujac ¢g¢(z¢) = g° = const, otrzymamy z drugiego wzoru (5.26) wek-

tor w formie
gele |1 r¢
fé = 5.77
“= 7 H * H 10

Wektor obciazenia dla elementu kratowego z dwoma stopniami swobody
w wezle przyjmie postaé

10 1 ¢
00 géle |0 0
fe = e = =p? +r° 5.78
o 1| 2 (1| Tl P (5:78)
00 0 0
Transformacja

Wykorzystanie obliczonych macierzy i wektoréw dla elementu do analizy sta-
tycznej ukladu kratownicowego wymaga dokonania transformacji tych wielko-
Sci do jednego globalnego uktadu wspélrzednych (X,Y), rys.5.15.

Wzory transformacyjne dla wektoréw q° i f¢ maja postac

q° = T°Q°, ¢ =T°F° F°=P?®+R° (5.79)
gdzie:

Q¢ = {Qf Q5 Q5 Qf} — wektor stopni swobody elementu w uktadzie
wspotrzednych globalnych,

F¢ = {Ff F5 F§ Fy} — wektor obciazenia w weztach elementu w ukladzie
wspdbirzednych globalnych.
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Y

Rys.5.15. Transformacja uktadu wspoétrzednych
oraz

0 t€ —sina® cosaf

€ 3 e <31 €
Te — [t 0 ]’ te:[ cosa® sina ] (5.80)

jest macierzg transformacji. Kat o jest katem transformacji o dodatnim znaku
pokazanym na rys.5.15. Macierz sztywnosci elementu kratowego w uktadzie
wspotrzednych globalnych obliczymy ze wzoru

K¢ = (T°)Tk°T*® (5.81)
ktéry wynika z przeksztalcenia formy kwadratowej
(Qe)TKeQe _ (qe)Tkeqe _ (Qe)T {(Te)TkeTe} Qe

Element kratowy jest prostym elementem i mozna dla niego napisaé¢ expli-
cite macierz sztywnosci K¢ (oznaczenia cos a® = ¢; sina® = s)

2 2

c cs —c° —cs
E°A° cs 2 —cs —s?
le —c® —cs c cs
—cs —s2 cs 52

Przyklad 5.6. Rozwiazemy kratownice pokazana na rys.5.16a. Obciazeniem
jest tylko sila skupiona P, co oznacza, ze dla elementéw p® = 0. Pominiemy
ciezar wlasny.

1. Dyskretyzacja MES.Kratownica jest zdyskretyzowana trzema elementa-
mi kratowymi. Na rys.5.16b podane zostaly numery weztow i elementéw, stop-
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QGa RG

R3

Rys.5.16. Kratownica (a) oraz jej model skonczenie elementowy (b)

nie swobody @Q);, sity weztowe R;, i = 1,2,...,6 oraz globalny uktad wspél-
rzednych (X,Y). W tab.5.4 podano topologie zdyskretyzowanej kratownicy.

Numer elementu Numer wezta Numer wezta
skonczonego poczatkowego koncowego
1 1 2
2 2 3
3 1 3

Tabela 5.4. Tablica topologii kratownicy

Katy transformacji dla poszczegdlnych elementéw skonczonych pokazano
na rys.5.17.

Rys.5.17. Katy transformacji dla elementéw skonczonych
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2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw

Element 1: o' =0, ' =1
Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym

10 -1 0
¢ 00 00
K_l—lo 1 0

00 00

Wektor sit weztowych w uktadzie globalnym
R' = {R] R; R; Ry}
Element 2: o?>=120° 1> =1

1 =3 =1 3
K2 — c —V3 3 V3 -3
4 -1 V3 1 —V3

V3 -3 —V3 3

Wektor sit weztowych w uktadzie globalnym
R* = {R} R} R3 R{}
Element 3: o =60° 13 =1

1 V3 -1 -3
4l -1 =3 1 V3

-3 -3 V3 3

Wektor sit weztowych w uktadzie globalnym

R’ = {R} R R3 R{}
3. Agregacja i budowa réwnan MES. Warunki ciagtosci przemieszczen
w wezlach kratownicy maja nastepujaca forme (rys.5.18):

Ullesz1 Vf:Vf”:QQ UQ:U%:Q?,
1/21:1/12:Q4 U22:U§:Q5 V22:V23:QG
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gdzie Q = {Q;}, i =1,2,...,6, jest wektorem globalnych stopni swobody.
Uktad réwnan MES utworzony na podstawie tablicy topologii ma postaé

5 V3 -4 0 -1 =B [@ [RI+R}
V3 3 0 0 —vV3 -3 |Q R} + R}
c| -4 0 5 -3 -1 V3| |Qs| |Ri+R? £ 93
41 0 0 —V3 3 V3 =31 |Q4|  |Ri+ R3 (5:83)
-1 —v/3 -1 3 2 0| |Qs R% + R}
-v3 -3 V3 -3 0 6] lQs LRI+Ri

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
rownowagi sit. Kinematyczne warunki brzegowe sg jednorodne w postaci

Q1=Qs=0Q5=Qs=0 (5.84)

Statyczne warunki brzegowe wyrazaja warunki rownowagi statycznej w we-
ztach kratownicy

RI+R} =R, RI+R=0 RI+R:=P (5.85)
Rj+R5=R; R3+Ri=R; Ri+Rj=Rs '
gdzie Ry, R4, Rs5, i Rg sa reakcjami w réwnaniu (5.83)

Ri ’ V23 Ri y ‘/.23

»- »

IRé, Vi T R}, Vi R3, V2

L L

1 1 1 1 2 2
1 R?? U13 1 Ry, Up 2 Rz, U 1 Ri, Uj
Rys.5.18. Sily weztowe i przemieszczenia w globalnym uktadzie wspétrzednych

Wykorzystujac (5.84) i (5.85) w réwnaniu (5.83), otrzymamy uktad réwnan
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-1 - -1 V3 2 0
—-V3 -3 V3 -3 0 6 L0] LRe.

5 V3 -4 0 -1 —V31]7071 [R:]
V3 3 0 0 —V3 =31 |Q 0
c —4 0 5 —vV3 -1 V3| |Qs P
4l 0 0 —V3 3 V3 —3||0]|  |R (5.86)
V3 0
0

Jest to uktad szesciu liniowych réwnan algebraicznych z sze$cioma nie-
wiadomymi: dwiema niewiadomymi pierwotnymi i czterema niewiadomymi
wtornymi. Uklad ten mozna rozwiazaé ze wzgledu na niewiadome pierwot-
ne, a nastepnie z pozostalych (czterech) réwnan obliczy¢ niewiadome wtérne.
Pokazemy to, przeksztalcajac (5.86) do innej, dogodnej, postaci

3 0 V3 0o —v3 =31 _
) Q2 0
-4 - -1
B R R I
% V3 =4 5 0 -1 3 l|o|=|rR| (587
0 —v3 : 0 3 V3 -3 8 24
. 5
-3 -1 -1 3 2 0 0 Rg
-3 V3 -3 =3 0 6

Pierwsze dwa réwnania daja rozwiazanie dla niewiadomych pierwotnych

Q| 4[5 o] [o] _4Pl]o]
Qs|  15c¢|0 3| [P]  Be |1

Niewiadome wtorne obliczymy z drugiej grupy réwnan

Ri V3 —4 [ —4
R, c 0 —/3 | 4Pl M Pl -3
5 ~1

w

Rs| 4| —v3 =1 5¢ |1|
Rg -3 V3 L V3

5. Obliczenie sil przywezlowych w elementach.Sily przyweztowe w ele-
mentach obliczymy z rownania réwnowagi elementu w lokalnym uktadzie wspéi-
rzednych

r‘ = k°q° (5.88)



166 5. Metoda elementéw skonczonych

Element 1
Wektor przemieszczen weztowych elementu w uktadzie wspétrzednych lokal-
nych wyznaczymy na podstawie tablicy topologii

1 1 4Pl
qgq=Q =<00 — 0
5c

Wektor sit przyweztowych

1 0 -1 0 0 —4iF

1 11 ¢ 0 O 0 O 0 0
r=kq =+ 4Pl | = | 4P
[l -1 0 1 0 B =

0 O 0 O 0 0

Na podstawie rys.5.19 stwierdzamy, ze element 1 jest rozciggany.

y' T
l‘l
e=1

--—O O - —

4P 4P

- 1 2 =

5 5

Rys.5.19. Sily przywezlowe dla elementu 1
Element 2

Wektor przemieszczen wezlowych elementu w uktadzie wspoétrzednych global-

9 4Pl
Q=<— 000
5c

Wektor przemieszczen weztowych elementu w uktadzie wspétrzednych lokal-
nych

nych

2Pl 2v/3PI
C=T2Qr=!-" _ V3 00
5¢ d¢
Wektor sil przyweztowych
_2pP
5
2 = K2q2 = S_P

Sw;
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Rys.5.20. Sily przywezlowe dla elementu 2

7 rys.5.20 widaé, ze element 2 jest rozciagany.

Element 3
Dla tego elementu Q3 = 0, skad wnosimy, ze r* = 0 (pret zerowy).

5.5. Roéwnanie ré6zniczkowe zwyczajne czwartego rze-
du

5.5.1. Model skonczenie elementowy w sformulowaniu waria-
cyjnym

Rozwiazanie rownania rézniczkowego czwartego rzedu za pomoca MES przed-
stawimy na rozwazanym juz przykltadzie problemu zginania belki sprezyste;j.
Sformutowanie modelu skonczenie elementowego wymaga wykonania tych sa-
mych etapéw, opisanych w punkcie 5.3, z pewnymi zmianami wynikajacymi
z rzedu rozwigzywanego réwnania. Modelem matematycznym problemu zgi-
nania belki sprezystej jest rownanie rézniczkowe postaci, rys.5.21

S P —f O<az<L 5.89
dz?2 \"dz?2 | v (5.89)

gdzie:

b = EI — sztywno$¢ na zginanie (E — modul Younga, I — moment bez-
wladnosci wzgledem osi gtéwnej centralnej przekroju poprzecznego),

f — intensywnosé¢ obciazenia poprzecznego.

1. Dyskretyzacja obszaru. Belka jest zdyskretyzowana przez N elementéw
dwuweztowych.
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1 20 3Q O e+ O N+1

(b)
w -
Au L Us niewiadome
u .
2 ug pierwotne

Pe
Py 3 ..
T niewiadome
. \A Py \ A Py wtérne

le

Rys.5.21. Belka wspornikowa (a) i element skonczony (b)

2. Wyznaczenie réwnan MES dla elementéw. W tym etapie buduje-
my forme wariacyjna réwnania (5.89) dla elementu skonczonego Q¢ = (0,1°)
(rys.5.21b). Na tej podstawie zidentyfikujemy niewiadome pierwotne i niewia-
dome wtérne. Nastepnie przyjmiemy odpowiednia aproksymacje dla zmien-
nych pierwotnych i utworzymy uktad réwnan MES dla elementu skoniczonego.

a. Sformutowanie wariacyjne. Wykorzystujac uzyskang juz wiedze, na-
piszemy réwnanie
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0: [ ( (d® + z°) w) fe(d®+ )| da® =
l e 2,..e 2,,.e ze=le
dv bed w epel gpe . d bed w B
0/ dze dze | dze? |~ ° !/ T dxe |~ dxe? - -
T e, D T o
/ aze? dzez Jrldat+ v dee |~ dxe? +
0 xe=0
dv® edee v
— b= (5.90)
=0

gdzie v¢ € H?(Q°) jest funkcja testowa. Z analizy wyrazéw brzegowych w po-
wyzszym réwnaniu wynika, ze z podstawowymi warunkami brzegowymi sa

dw*®

zwiazane zmienne w¢ i P natomiast naturalne warunki brzegowe wiaza sie
ze zmiennymi b® <d2w5> ; (be <d2we>> tach kon h el t
ymi eyl R e w wezlach konicowych elementu
_ dw®

(rys.5.21b). Oznacza to, ze w®
wystapi¢ w interpolacji funkcji ugiecia w®(z¢). Naturalne warunki brzegowe
pozostana w sformutowaniu wariacyjnym i pojawia sie po prawej stronie réw-
nania MES jako sitly brzegowe. Warunki brzegowe wystepuja wiec jako:

podstawowe

dw*®
(2t = 0) = uf = ug
dae
7=0 (5.91a)
w(z® =1°) = u§ dw? = ug
= . =
dx e
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naturalne

d e dZwe
dae T dae2
d e dZwe _ pe e dZwe

T dae dxe? -3 dae?

Podstawiajac (5.91a) i (5.91b) do (5.90), otrzymamy réwnanie

z¢=0

=Py

re=le re=le

lE

0:/[6

0

. d%ve 2w

der der dxe—i_

_Uefe

€ € d/Ue € erje € d/Ue (592a)
—v(0) P —@(0)% —v°(I°) P3 T dze

= B (v®,w®) — 1°(v®)

()P =

gdzie formy dwuliniowa i liniowa wyrazone sa wzorami

do 5.92b
1°(v°) = / FOd + 20" da® + 0" (0)Pf + ——(0)P5+ (5.92b)
0

dv®

daxe

+ (1) P3 + — () Py

b. Funkcje interpolacyjne. Z postaci formy wariacyjnej (5.92b) wnioskuje-
my, ze funkcje interpolacyjne dla w® musza byé wybrane z przestrzeni H?(Q¢),
czyli ze funkcjami ksztaltu sa wielomiany Hermite’a (5.55). Funkcje te maja
wtasnosci

dN2ei71 e
daxe (x]) =0

NQeifl(xi) = 0ij

2
dNS,
@) =d; 2 Naa=1
€z i=1

N;z(xj) =0

(5.93)
ij=1,2

gdzie x{ = 0 i x5 = [® w lokalnym uktadzie wspoétrzednych elementu skonczo-
nego.
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Podstawiajac do (5.92a) v® = Nf(z°) i wzér typu (5.56) za w®(x®), otrzy-
mamy uktad czterech réwnan MES dla elementu skonczonego w formie

4
e e __ (& —
> Kfu$ = FY, i=1,...,4
Jj=1
lub w postaci macierzowej

Keu® = F* (5.94)

gdzie

L d2Ne d2N¢
P: A
iej = /be(de + xe) der dxe;
0
l€

e

(5.95)
Fe = [ 5 + )N (@) dot + P
0
Jedli b° 1 f€ sg stale w elemencie ¢, to macierz sztywnosci K¢ i wektor
obciazenia F® przybiorg postaé

6 3¢ —6 3
2b° 1 3¢ 2(1°)* —31¢ (1%)?

K'=0p| 26 -3¢ 6 —ar
3¢ (192 =3¢ 2(1¢)2
(1) (1) (5.96)

6 Pf
fele e P
Fe: 2
2|6 ||k
—[e Py

Mozna wykazaé, ze pierwsza kolumna w wektorze na F¢ przedstawia sta-
tycznie rownowazne sity i momenty w wigzach belki obustronnie utwierdzonej
od obcigzenia réwnomiernie roztozonego f°.

3. Agregacja r6wnan dla elementéw.W poréwnaniu z agregacja dla row-

nania rézniczkowego drugiego rzedu obecnie wezel ma dwa stopnie swobody.
Wykorzystujac do agregacji macierz topologii, otrzymamy dla dwdch elemen-
téw skonczonych globalng macierz sztywnosci i globalny wektor obciazenia
w formie
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I Klil K%Q Klig K114 0 0 ]
Ky Ky Ko Ky, 0 0
K — K3 K3 K3 +Kpf Ky +Kj, Kiy Kiy
Ki Ki, Kis+K3 Ku+K3 Kiy K3
0 0 K3 K3 K3 K3,
0 0 K? K? K2, K3
- U hs| o 12 3 Ky (5.97)
11 P
2 Py
3+ 17 P + P?
F= 1 2 | T 1 2
Ji+ f3 Py + P;
13 Py
. & 1 L P

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Warunki brzegowe dla prze-
mieszczen i sit uwzgledniamy tak samo jak w p.5.3.1. Warunek réwnowagi sit
w weztach uwzgledniamy, modyfikujac odpowiednio drugi sktadnik w wektorze
F (5.97). Na przyklad, jesli w I-tym wezle globalnym jest przylozona sita Fp,
a w wezle K-tym jest moment My, to warunki réwnowagi beda mialy postac:

PI'ypPl=F P+ PE =M

Jedli nie bedzie obcigzen skupionych, to powyzsze sumy beda réwne zeru.
Dalsze postepowanie jest juz catkowicie analogiczne do postepowania opisane-
go w p.5.3.1.

Przyklad 5.7. Rozwazmy belke jednoprzestowa swobodnie podparta na le-

dw
wej podporze (w(0)=0) i utwierdzona na podporze prawej (w(L):d—(L):O).
x
Pozostate dane wynosza: L=180 cm, I=723 cm*, E=29-10N/m?, f=—qoz/L.
Przyjmiemy dyskretyzacje belki dwoma i czterema elementami o réwnej dtu-
gosci.
Poniewaz b = const, to macierz sztywnosci elementéw mozemy obliczy¢

ze wzoru (5.96), a wektor obciazenia F¢ wyznaczymy z drugiego cztonu wzoru
(5.95)

lE
d6_|_ e
ffz—/(qo L:U)Nf(xe)dxe i=1,...,4
0
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(a) dw 105
-

0.2

0.1

0.0

T T
100 120 140 160 180

20 40 60 80 100 120 140 160 180 z
[ [ [ [ [ [

— Wynik dokladny
B MES (wartosci interpolowane)
[] MES (warto$ci weztowe)

Rys.5.22. Poréwnanie wynikéw obliczen MES z rozwiazaniem doktadnym dla przy-
ktadu 5.7

Dla dwéch elementéw (1°=90 cm) wektor obciazenia dla elementu 1 wynosi

fl = {—6.75 135 — 15.75 202.5}qo
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Warunki brzegowe maja postaé
Uy=0 Us=Us=0 Py =0 Py +P}=0 Pl +P} =0

Obliczone niewiadome pierwotne Us, Us, i Uy sg warto$ciami doktadnymi
w weztach. Poniewaz rozwiazanie doktadne w jest wielomianem stopnia pia-
tego, to w punktach pomiedzy weztami rozwigzanie bedzie przyblizone. Na
rys.5.22 poréwnano wyniki obliczen MES otrzymane dla dyskretyzacji cztere-
ma elementami z wynikami doktadnymi. Zwraca uwage bardzo dobra jako$é
rozwiazania MES.

5.6. Analiza statyczna belki ciggtej

5.6.1. Element skonczony belkowy

Macierze dla elementu belkowego zostaly juz wyprowadzone w p.5.5.1, w kto-
rym rozpatrywaliSmy model skorficzenie elementowy dla réwnania rézniczkowe-
go zwyczajnego czwartego rzedu, rzadzacego problemem zginania belki spre-
zystej.

Na rys.5.23 przedstawiono element skoficzony wraz ze stopniami swobody
i uogdlnionymi sitami weztowymi. Wektor stopni swobody ma postaé

e e dwe e e dwe e e
Q° = qwj dxe(O)E% Wy dxe(l)E%

2¢ we(x°)
9°(z°)
T X e e
2, T3

T T T T T ok

('017 e e — e R
B I =1 5

| £ |

(y©, 2¢) — osie gtéwne centralne przekroju poprzecznego

Rys.5.23. Element skonczony belkowy
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Przyjmujac obecne oznaczenia, macierz sztywnosci obliczona w (5.96) ma

forme
12EI  6EI 12E1 6EI 1°
13 2z 3 12
6E1  4FEI 6EI 2EI
12 I 2 I
K¢ = (5.98)

12E1 6EI 12EI 6ET

B2 13 R

6EI  2EI 6EI  AEI

L 2 I 2 ]

gdzie I°¢ =

I} jest momentem bezwladnosci przekroju poprzecznego oraz
E€I° = const. Wektor obciazenia F¢ obliczymy za pomocg drugiego wzoru

(5.96)

gl
2 [ Ry T €
gl?
eb 12 R2 eb e
F = + =P°+R (5.99)
ol Ry
2
gi? L Ry |
L 19 J

gdzie przyjeto, ze obciazenie ma stala intensywnosé ¢¢(z¢) = ¢°.

Przyktad 5.8.

Rozwiazemy belke ciagla pokazana na rys.5.24a. Pominiemy
ciezar wlasny.

1. Dyskretyzacja MES. Belka jest zdyskretyzowana dwoma elementami

belkowymi, rys.5.24b. Wektory globalne stopni swobody i uogélnionych sit
weztowych maja postaé

Q={w1, o1 wa @2 w3 @3}
R—={R Rs Ry Ry Rs Rg).

Tablica topologii zostala podana w tab.5.5.
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a =10 kN/m

(®) M=20 kNm d /
| Y EI=100 kNm?
a EI A 2ET

|< 6.0 m >|< 8.0 m >|

(b) o1, Ro 2, Ry ©3, Rg
f:‘ e=1 f:‘ e=2 f:\_»x
' 5 5
wy, Ry wa, R3 w3, Rs

(y, z) — osie gléwne centralne

Rys.5.24. Belka ciagta (a) i jej model skonczenie elementowy (b)

Numer elementu Numer wezta Numer wezta
skonczonego poczatkowego koncowego
1 1 2
2 2 3

Tabela 5.5. Tablica topologii belki ciaglej

2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw

Element 1 ['=6.0 m, E'I'=100 kNm?

Macierz sztywnosci

5.5556  16.1667 —5.5556  16.6667
16.1667  66.6667 —16.1667  33.3333
—5.5556 —16.1667 5.5556 —16.1667
16.1667  33.3333 —16.1667  66.6667

K! =

Wektory sil weztowych P = 0 oraz

R' = {R| Ry R3 R}}
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Element 2 [°=8.0 m , E?I?°=200 kNm?
Macierz sztywnosci

4.6875  18.7500 —4.6875  18.7500
18.7500  100.0000 —18.7500  50.0000
—4.6875 —18.7500 4.6875 —18.7500
18.7500  50.0000 —18.7500 100.0000

K* =

Wektory sit weztowych
P = {40.0000 53.3333 40.0000 — 53.3333}
oraz

R*={R{ R; R} Ri}

3. Agregacja i budowa réwnan MES. Warunki ciagtosci przemieszczen
uogdlnionych w weztach belki maja nastepujaca postaé (rys.5.25):

w%:wl w%:w%:wg wg:wg
1_ 1_ 2 2 _
1= %1 P2 = P1 = P2 P2 = ¥3

Uktad réwnan MES utworzony przy wykorzystaniu tablicy topologii ma
forme

5.5556 16.6667  —5.5556 16.6667 0 0 w1
16.6667  66.6667 —16.6667  33.3333 0 0 ©1
—5.5566 —16.6667  10.2431 2.0833 —4.6875 18.7500 Wo
16.6667  33.3333 2.0833 166.6667 —18.7500  50.0000 V2

0 0 —4.6875 —18.7500  4.6875 —18.7500 | |w;
0 0 187500  50.0000 —18.7500 100.0000 | |
0 Rl
0 R}
| 40.0000 RL + R?
= | 53333 | T R4 R3] 100)
40.0000 R?
~53.3333 R

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
réwnowagi sit w wezlach. Jednorodne kinematyczne warunki brzegowe ma-
ja postaé

W1, = Wy = w3z = 0 (5101)
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natomiast statyczne warunki brzegowe wyrazaja rownania
RIl=R, Ri+R)’=R3 R:=R; (5.102)
Rl=—-20 RI+R:=0 R2=0 '

gdzie Ry, R3, Rs sa reakcjami na podporach belki (por. rys.5.24 i rys.5.25).

©1, R} ©3, Ry ¢f,R3 ©3, R?
- e=1_ (A (A e=2 (A X
1l lz ll lz

wi, R} wy, Ry Ywi, R} w3, R3

Rys.5.25. Sity wezlowe i przemieszczenia uogélnione dla elementow

Podstawiajac (5.101) i (5.102), do (5.100) otrzymamy uktad réwnan

5.5556 16.6667  —5.5556 16.6667 0 0 0
16.6667  66.6667 —16.6667  33.3333 0 0 P1
—5.5566 —16.6667  10.2431 2.0833 —4.6875 18.7500 0
16.6667  33.3333 2.0833 166.6667 —18.7500  50.0000 P2
0 0 —4.6875 —18.7500 4.6875 —18.7500 0

0 0 18.7500  50.0000 —18.7500  100.0000 v3

Ry
—20.0000
| Rs + 40.0000
- 53.3333 (5.103)
R5 + 40.0000

—53.3333

z szeScioma niewiadomymi: trzema niewiadomymi pierwotnymi i trzema nie-
wiadomymi wtérnymi, rys.5.26.
Niewiadome pierwotne obliczymy, rozwigzujac uktad réwnan

66.6667  33.3333 0 ©1 —20.0000
33.3333 166.6667  50.0000 p2| = 53.3333
0  50.0000 100.0000 ©3 —53.3333

Rozwiazanie to ma postaé

01 —0.6600
o = | 0.7200
©3 —0.8933
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(a) ©1 P2 ©3

Y

(b)  —20.0 53.3333 —53.3333
(A (A I W
Ry $40.0 + Rj3 $40.0 + R5

J

Rys.5.26. Niewiadome pierwotne (a) i niewiadome wtérne z sitami weztowymi (b)
dla belki ciagtej

Niewiadome wtérne wyznaczymy z pierwszego, trzeciego i piatego réwna-
nia (5.102)

Ry = 16.6667 - ¢1 + 16.6667 - ¢ = 1.0000 kN
R3 = —40.0000 — 16.6667 - ¢1 + 2.0833 - w2 + 18.7500 - p3 = —44.2500 kN
Rs = —40.0000 — 18.7500 - 9 — 18.7500 - 3 = —36.7500 kN

5. Obliczenie wektoréw sil przywezlowych w elementach. Sity przy-
weztowe obliczymy z rownania rownowagi elementu

R° = K°Q°® — P (5.104)

Element 1 (rys.5.27)
Wektor przemieszczen weztowych elementu

Q'={0 —0.6600 0 0.7200}
Wektor sil przyweztowych
R! = {1.0000 —20.0000 —1.0000 26.0000}

Na rys.5.27b i c i na dalszych wykresach sit przekrojowych wprowadzono do-
datkowo znaki z konwencji znakowania stosowanego czesto w wytrzymatosci
materialéw (nie ma to nic wspélnego z rys.5.27a, gdzie zwroty sil sa zwiazane
z przyjetym ukladem wspotrzednych dla elementu skonczonego).
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20.00 26.00

(a) y/;\ e=1 /:‘_».ac
‘11.00 ’ %1.00
%

1

z
®) 00 { © tloo @y
© 20.00 26.00 M*' (kNm)

Rys.5.27. Sily przywezlowe dla elementu 1 (a), wykresy sity poprzecznej (b) i mo-
mentu zginajacego (c)

Element 2 (rys.5.28)
Wektor przemieszczen weztowych elementu

Q?={0 0.7200 0 —0.8933}
Wektor sit przyweztowych
R? = {—43.2500 —26.0000 — 36.7500 0.0000}

Na rys.5.28¢c dorysowano do rozwiazania MES parabole wynikajaca z dziatania
obciazenia cigglego w elemencie 2.

5.7. Analiza statyczna ramy ptlaskiej

5.7.1. Element skoniczony ramowy

Element skoficzony ramowy przedstawiono na rys.5.29. Jest to element dwu-
weztowy o trzech stopniach swobody w kazdym wezle. Wektor stopni swobody
ma postaé

q° = {uj wi ¢} uy wy 5} (5.105)

Macierze dla tego elementu mozna wyprowadzi¢ w taki sam sposob jak
to czyniliSmy dla elementéw kratowego i belkowego. Réznica w poréwnaniu
z tamtymi rozwigzaniami polega jednakze na tym, ze obecnie nieznane jest
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Q* (kN)
Q T 36.75

4 m
(c) 10 - 82/8 = 80

26.00 l\ -

M? (kNm)

7 - —

Rys.5.28. Sily przywezlowe dla elementu 2 (a), wykresy sity poprzecznej (b) i mo-
mentu zginajacego (c)

2 we(z®)

gS(we)
€ €
w§, 75 w267 7"56
JLH iLT LT T e
e, 73 —
Uh 1 A B IY :Ie 2 us, 7§

‘ gf(xe) e ‘

(y©, 2¢) — osie gléwne centralne przekroju poprzecznego

Rys.5.29. Element skonczony ramowy
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pole wektorowe, w ktérym poszukiwane sa dwie funkcje przemieszczen, a mia-
nowicie u®(z°) i w®(z°). Laczac ze soba réwnania (5.17) i (5.92a), napiszemy
dla elementu ramowego rownanie wariacyjne w postaci

)

l
dvy du®
-/ [ (Y gf(wﬂ da — 1505 (0) - rivf (i) +
0
l

dze dze
: edQUS dzwe e e (& e e
+/ [b 422 dze? —v3(2°) g3 (@ )] dz®+ (5.106)
0
e, e edvg e e/fje edvg
—r5v5(0) — 1§ dze - — r5u5(l°) — 1§ dze -

gdzie oznaczenia dostosowano do rys. 5.29 oraz a® = E€A° i b° = E°I°.
Aproksymacje funkcji u¢(z€) i w®(z¢) oraz funkeji wagowych vf(x€) i v§(z¢)

wyrazaja wzory

(@) = Ni(@)q" (@) = N5@")q°
vf(2¢) = N{(2°)d® 5 (2¢) = N§(z°) d° (5.107)

Funkcje ksztaltu N{(z¢) 1 Ng(2¢) sa liniowymi funkcjami Lagrange’a (5.24b),
a N§(z€), N§(x€), NE(x¢) 1 N§(2°) sa szeSciennymi funkcjami Hermite’a (5.55).
Wykorzystujac nastepnie (5.107) w réwnaniu (5.106), otrzymamy po prze-
ksztalceniach i wykorzystaniu warunku d # 0, réwnanie macierzowe w formie
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Ie
0= {/ ((Nle(g;e)) aeN/f(er- (N/Q/e(xe))TbeNg ( )> dz®| o'+
0
Ie
- {/ (i) )+ (N3009) e |+
0

e e T e e T e ‘e T e e(ye T
- 7"1( 1(0)) + 79 (NQ(O)) +73 (N2 (0)) +7'4<N1(l )) +

T , T

+rs(N5(9)) +r§(NS(9)) | (5.109)
lub

kéq® = f°¢ (5.109b)

gdzie dodatkowo oznaczono calkowity wektor obciazenia elementu
¢ = p 4 r° (5.110)

oraz zdefiniowano:
macierz sztywnosci elementu ramowego

.
k= [ ((N;e@e))TEeAeN;e(xe) + (N;e<xe>)TEeI€N;e<m6>) de® (5.111)

wektor rownowaznikéw obcigzenia cigglego

. L T T
phet) = [ ((N5a) aie) + (N5@)) g5(e) ) da® (5.112)
0
wektor sit wezlowych (niewiadomych wtérnych)
r¢={r{ r5 r§ r§{ 5 rg} (5.113)

Przyjmujac, ze E°A°® = const, E°I® = const oraz g{ = const i g5 = const
otrzymamy z wzordéw (5.111) i (5.112), po wykonaniu koniecznych catkowan,
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macierz sztywnosci k¢ w postaci

EA EA 1°
= 0 0 —— 0 0
I I
12EI  6EI 12EI  6EI
B2 0 - =
6EI  4EI . 6EI 2EI
. 2 2
k¢ = (5.114)
EA EA
—— 0 0 = 0 0
I !
12EI  6EI 12E1 6EI
- gz 0 B2
. 6EI  2EI . 6EI 4AEI
L 12 I 2 I

Wektor réwnowaznikéw obciazen ciaglych (g1 = const, go = const)

I gol gol2 qil gol 12)°
p = git gat gatm gib g2t G2b (5.115)
2 2 12 2 2 12

Transformacja

Macierze i wektory zdefiniowane w lokalnym ukladzie wspétrzednych (z€, z¢)
transformujemy do uktadu globalnego (X, Z) wg wzoréw (5.79) i (5.81). Ma-
cierz transformacji ma forme

t“ 0 0 0
010 0

T=1|5 o t o (5.116)
0 0 0 1

gdzie macierz t¢ obliczamy wzorem (5.80)s.

Macierz sztywnoéci elementu ramowego mozna explicite przedstawi¢ w ukla-
dzie wspolrzednych globalnych w postaci sumy dwdch macierzy odpowiada-
jacych udzialowi sztywnosci osiowej (wyrazy zawierajace EA) oraz udzialowi
sztywnosci zginania (wyrazy zawierajace ET)

K® = K¢ + Kj
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gdzie
r 2 cs 0 —c2 —es 017°
cs 2 0 —es —s2 0
FEcA¢ 0 0 0 0 0
e __
Ko = le -2 —ecs 0 c cs 0 (5.117)
—cs —s2 0 cs s2 0
.0 00 0 0 0]
[ 1282 —12cs —6sl —12s2  12cs —6sl 1°
—12¢s  12¢2  6cl 12es —12¢2  6dl
E°I¢|  —6sl 6cl  Al2 6sl  —6cl 202
e __
Ki = (1)3 | —12s>  12cs  6sl 125> —12cs  6sl (5.118)
12cs —12¢2 —6cl —12¢s  12¢2  —6¢l
—6sl 6cl 202 6sl  —6cl 4l

Przyktad 5.9.

Rozwiazemy rame pokazana na rys.5.30a. Jest ona obciazona

obcigzeniem statycznym oraz geometrycznym, ktérym jest obrét podpory A o
kat 5°=0.087 rad. W obliczeniach pominiemy ciezar wlasny ramy.

1. Dyskretyzacja MES. Rama jest zdyskretyzowana dwoma elementami
ramowymi. Na rys.5.30b opisano numery wezléw i elementéw oraz zdefinio-
wano uogdblnione globalne stopnie swobody @;, ¢ = 1,...,9, wraz z silami
weztowymi i globalny uktad wspotrzednych (X, Z). Tablice topologii pokaza-

no w tab.5.6.
Numer elementu Numer wezta Numer wezta
skonczonego poczatkowego koncowego
1 1 2
2 2 3

Tabela 5.6. Tablica topologii ramy

Katy transformacji dla elementéw wyznaczono zgodnie z rys.5.31 (0§ X

jest osia pierwsza).
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M=75 kNm
- N
B R
EA=1.5-10° kN
ETI=125 kNm? 40 m
5° A

Rys.5.30. Rama (a) oraz jej model skoficzenie elementowy (b)
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e=2 2 X
¢ 2
012_00 T

Z

Rys.5.31. Katy transformacji dla elementéw skonczonych

2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw

Element 1 o'=243.5° 1'=4.472 m

Macierz sztywnosci

Kl — (Tl)Tlel _
6.7216 13.4097 0.0335 —6.7216 —13.4097 0.0335 ]
13.4097 26.8362 —0.0168 —13.4097 —26.8362 —0.0168
0.0335 —0.0167 0.1118  —0.0335 0.0168 0.0559
—6.7216 —13.4097 —0.0335 6.7216 13.4097 —0.0335
—13.4097 —26.8362 0.0168 13.4097 26.8362 0.0168
0.0335 —0.0168 0.0559  —0.0335 0.0168 0.1118 |

Wektor sit wezlowych

Wykorzystamy w obliczeniach, ze obcigzenie g w elemencie jest obcigzeniem
ciaglym na mb rzutu elementu 1 na o$ globalna Z. W ten sposéb mozemy
od razu napisa¢ wektor sit wezlowych w globalnym uktadzie wspoétrzednych,
rys.5.32.
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g'=40 kN/m h'=4.0 m

Rys.5.32. Wektor réwnowaznikéw obcigzenia P1?

1b

b T
2
0 _ )
80.000
gh? 0.000
pv_| 12 | _| 53333
gh 80.000
> 0.000
0 | -53.333 |
gh?
L 12

oraz

R'={R| Ry Ry R; R} Rg}
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Element 2 a=0° [?>=5.0 m
Macierz sztywnosci

K?2=k’>=
30.0000 0 0 —30.0000 0 0
0 0.0120  0.0300 0 —0.0120  0.0300
_ 0  0.0300  0.1000 0 —0.0300  0.0500 |
—30.0000 0 0 30.000 0 0
0 —0.0120 —0.0300 0  0.0120 —0.0300
i 0 0.0300  0.0500 0 —0.0300  0.1000 |

Wektor sit weztowych P? = 0 oraz
R*={R{ R; Rj Ri Rj Rg}
3. Agregacja i budowa réwnan MES. Globalny uktad réwnan MES bu-

dujemy, wykorzystujac tablice topologii oraz warunki ciaglosci przemieszczen
uogdlnionych w weztach (rys.5.33)

Ul = Q1 Uy = U} = Q4 Ui = Q7
Wi = Q> Wy =W =Qs W3 = Qs
e1 = Q3 vy =1 = Qg 03 = Qo

gdzie U7, W
dzie wspolrzednych, a ¢f katami ugiecia. W rezultacie otrzymamy uklad réw-

nan w postaci (5.119) (s. 190).

e,i = 1,2 sa przemieszczeniami elementéw w globalnym ukta-

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
rownowagi sil w weztach.Kinematyczne warunki brzegowe sa niejednorodne
i maja postaé

Q1=Q2=Q1=Q7=Qs=Q9=0

04 — 0,087 (5.120)

Statyczne warunki brzegowe sg rownaniami réwnowagi sit w weztach ramy
o postaci

RI=R, RI+R!=Ry R? =Ry
Ry=Ry Ri+R3=R5=0 R2 = Rg (5.121)
Ri=R; R{+Ri=Rs=80 Ri=Ry



10° -

6.7216
13.4097
0.0335
—6.7216
—13.4097
0.0335

0

0

0

13.4097
26.8362
—0.0168
—13.4097
—26.8362
—0.0168
0

0

0

0.0335
—0.0168
0.1118
—0.0335
0.0168
0.0559

—6.7216
—13.4097
—0.0335
36.7216
13.4097
—0.0335
—30.0000
0

0

—13.4097
—26.8362
0.0168
13.4097
26.8482
0.0468

0
—0.0120
0.0300

0.0335
—0.0168
0.0559
—0.0335
0.0468
0.2118

—0.0300
0.0500

0

0

0
—30.0000
0

0

30.0000

0

0

o O O o

—0.0120
—0.0300
0

0.0120
—0.0300

[ 80.000
0

53.333
80.000

0

—53.333

o O oo

0.0300
0.0500

—0.0300
0.1000

11O

Q2
Q3
Q4
Qs
Qs
Q7
Qs

1 LQo/

(5.119)

06T
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R§, o3 R3, o3 R3, 3
(>2 (1 e=2 (\>_2 »RE,UZZ
Uj ‘ R2,U? l
R2, W3

RE, WS R}, W2

Rys.5.33. Sity wezlowe i przemieszczenia uogdlnione dla elementéw w globalnym
uktadzie wspotrzednych

gdzie Ry, Ro, R3, R4, Ry, Rgi Ry sa reakcjami podpér.

Podstawiajac (5.120) i (5.121) do (5.119), otrzymamy koncowy uklad réw-
nan w formie (5.122) (s. 192). Jest to uklad dziewieciu réwnan z dwiema
niewiadomymi pierwotnymi Q5 i Qg oraz siedmioma niewiadomymi wtdrnymi
(reakcjami).

Niewiadome pierwotne obliczymy, rozwiazujac piate i széste réwnanie (5.122)

107 l 26.8480 0.0468 ] l Qs ]

—0.0870 - 0.0168 - 103
0.0468 0.2118 Qs

21.667 — 0.0870 - 0.0559 - 103
skad otrzymamy

Q=1{0 0 0.0870 0 —0.1926-10" 0.0794 0 0 0} (5.123)



10° -

6.7216
13.4097
0.0335
—6.7216
—13.4097
0.0335

0

0

0

13.4097
26.8362
—0.0168
—13.4097
—26.8362
—0.0168
0

0

0

0.0335
—0.0168
0.1118
—0.0335
0.0168
0.0559

—6.7216
—13.4097
—0.0335
36.7216
13.4097
—0.0335
—30.0000
0

0

—13.4097
—26.8362
0.0168
13.4097
26.8482
0.0468

0
—0.0120
0.0300

0.0335
—0.0168
0.0559
—0.0335
0.0468
0.2118

—0.0300
0.0500

0 0

0 0

0 0
—30.0000 0
0 —0.0120

0 —0.0300
30.0000 0
0 0.0120

0 —0.0300

—0.0300

o O oo

0.0300
0.0500
0

0.1000 | |

[80.000 + R;
R2
53.333 + R3
80.000 + R4
0
21.667
Ry
Rg

ccodOo

o o

0.0870

o

Ry

(5.122)

<61
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Pozostale réwnania w (5.122) wykorzystujemy do obliczenia reakcji

Ry = — 80.000 4 0.0335 - 10% - 0.0870 — 13.4097 - 10° - —0.1926 - 10>
+0.0335-10% - 0.0794 = —71.837 kN

Ry = —0.0168 - 10 - 0.0870 — 26.8362 - 103 - —0.1926 - 1073
—0.0168 - 10 - 0.0794 = 2.379 kN

R3 = —53.333 4+ 0.1118 - 10® - 0.0870 + 0.0168 - 10* - —0.1926 - 10~
+0.0559 - 10® - 0.0794 = —39.172 kNm

Ry = — 80.000 — 0.0335 - 10% - 0.0870 + 13.4100 - 10® - —0.1926 - 103
—0.0335- 10 - 0.0794 = —88.163 kN

R; =0

Rg = —0.0120 - 10® - —0.1926 - 1073 — 0.0300 - 10 - 0.0794 = —2.379 kN

Ry =0.0300 - 103 - —0.1926 - 10~3 + 0.0500 - 10% - 0.0794 = 3.963 kNm

5. Obliczenie wektoréw sil przywezlowych w elementach.Sity przywe-
zlowe mozemy obliczy¢ z réwnania rownowagi elementéw skonczonych w lokal-
nych ukladach wspélrzednych. Dla celéw dydaktycznych (nie do konca zgodnie
z algorytmem MES) najpierw obliczymy sily przywezlowe w ukladzie wspdl-
rzednych globalnych, a nastepnie dopiero otrzymane wektory przemieszczen
przetransformujemy do uktadéw lokalnych. W analizie statycznej konstrukcji
pretowych jest to nieraz postepowanie dogodniejsze.

Element 1 (rys.5.34)
Wektor stopni swobody elementu w uktadzie wspoétrzednych globalnych

Q'={0 0 0.0870 0 —0.1926-10"3 0.0794}
Wektor sit przyweztowych w uktadzie wspoétrzednych globalnych

[ —71.837 7
2.379
—39.172
—88.163
—2.379
67.068

Rl — KIQI . Plb —




194 5. Metoda elementéw skonczonych

Wektor sil przyweztowych w uktadzie wspoétrzednych lokalnych

rl = T'R! = {29.998 —65.316 —39.172 41.556 — 77.792 67.068}

(b)
41.556
N' (kN)
29.998
77.792
() (d)
T 67.068
2.0 40 - 4%/8 = 80

M (kNm)

65.316 39.172

Rys.5.34. Sily przywezlowe dla elementu 1 (a) i wykresy sil podtuznych i poprzecz-
nych (b), (c) oraz momentu zginajacego (d)

Element 2 (rys.5.35)
Wektor stopni swobody elementu

Q?={0 —0.1926-107% 0.0794 0 0 0}
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Wektor sit przyweztowych (g = Q?)

r =k’q* = {0 2.379 7.932 0 —2.379 5.143}

2.379 2.379

22
(b) ]
2.379 © 2.379 Q2 (kN)
3.963
(c) M? (kNm)

7.932

Rys.5.35. Sily przywezlowe dla elementu 2 (a) i wykresy sily poprzecznej (b) oraz
momentu zginajacego (c)

Rama z rys.5.27 zostala réwniez rozwiazana za pomoca pakietu CALFEM [2].
Czytelnik moze, poréwnujac obliczenia reczne z poszczegdlnymi instrukcjami
programu, utrwali¢ sobie algorytm rozwiazywania konstrukcji pretowych me-
toda elementéw skonczonych.

Wydruk przyktadowych instrukcji z pakietu CALFEM przedstawiono ponizej.

function rama()
% definicja macierzy stopni swobody dla elementéw
Edof=[1 1 2 3 4 5 6;
245678 9];
K=zeros(9);
F=zeros(9,1);

% uwzglednienie sit wezowych
F(6)=75;
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% state materiatowe
E=2e7;

I=6.25e-6;
A=7.5e-3;
ep=[E,A,I];

% macierz wspéirzednych wezitdw
Coord=[2 4;

0 0;

5 0];

% macierz stopni swobody
Dof=[1 2 3;

4 5 6;

7 8 91;

%obliczenie wektora obcigzenia od obcigzenia réwnomiernego
%heq=[sx,syl*dl_sil*[dx,-dy;dy,dx]/(dl_el)"2
eq=[40,0]1%4%[-2,4;-4,-2]/((-2)"2+(-4)"2);

% obliczenie wektordw wspéirzednych dla elementéw
[Ex,Ey]l=coordxtr (Edof,Coord,Dof,2);

%obliczenie macierzy sztywnosci i wektora zastepnikéw dla elementéw
[Kel,Fel]l=beam2e(Ex(1,:),Ey(1,:),ep,eq);
Ke2=beam2e (Ex(2,:) ,Ey(2,:) ,ep);

%hagregacja macierzy sztywnosci i wektora obcigzenia
[K,F]=assem(Edof(1,:),K,Kel,F,Fel);
K=assem(Edof (2,:) ,K,Ke2);

%uwzglednienie warunkéw brzegowych
bec=[ 1 0; 2 0; 3 0.087; 40; 70 ; 8 0; 9 0];

Jwyliczenie wektora przemieszczen i reakcji
[Q,R]=solveq(X,F,bc)
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% powrét do elementu - obliczenie sit przywezlowych
Ql=extract(Edof(1,:),Q);
f1=beam2s(Ex(1,:),Ey(1,:),ep,Ql,eq)

Q2=extract (Edof(2,:),Q);
f2=beam2s (Ex(2, :) ,Ey(2,:),ep,Q2)

Ponizej wydruk z wynikami

0.0870

-0.0002
0.0794

-71.8366
2.3790
-39.1724
-88.1634
-0.0000

-2.3790
3.9630

-29.9985 65.3165 39.1724
41.5557 -77.7919 67.0681

0 -2.3790 -7.9319
0 -2.3790 3.9630
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o peb Obliczenia CALFEM
reczne Q3 = 0.087 Q3=0
N} 29.998 29.9985 30.4289
— 1 ~65.316 ~65.3165 ~67.7179
2| M -39.172 -39.1724 ~47.6156
g Ny 41.556 41.5557 41.1253
@) ! ~77.792 ~77.7919 ~75.3904
M} 67.068 67.0681 64.7718
N} 0 0 0
~ 2 2.379 2.3790 3.0679
| M2 7.932 7.9319 10.2282
S | N3 0 0 0
& 2 ~2.379 ~2.3790 ~3.0679
M2 3.963 3.9630 5.1114

Tabela 5.7. Poréwnanie wynikéw obliczen ramy z przykladu 5.9

W tab.5.7 zestawiono wyniki obliczen recznych z obliczeniami programem
CALFEM 7z niejednorodnym (Q3 = 0.087) i jednorodnym warunkiem brzego-
wym (@3 = 0). Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na znakowanie sil przyweztowych
dla wynikéw z CALFEMa. W odréznieniu od klasycznego MES zwroty tych sit
na poczatku elementu skonczonego sa przeciwne do zwrotéw sil przekrojowych
na koncu elementu.

5.8. Roéwnanie rézniczkowe czastkowe rzedu drugie-
go
W tym punkcie przedstawimy zastosowanie MES do rozwiazywania réwnan

rozniczkowych o pochodnych czastkowych rzedu drugiego, ktére mozna zapisaé
w ogblnej postaci

0 ou ou 0 ou ou B 5 194
o a118x+a128y —8y a218:c+a228y +aou = f (5.124)

gdZie Q5 = aij(x7y)7 Za] = 1727 ap = aO(may) i f = f(x7y) 5Q Znanymi
funkcjami zdefiniowanymi w obszarze 2.
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Przyjmujac oznaczenia

du
dzx
Vu = D= | 1 a2 (5.125)
du a1 G2
dy

gdzie Vu jest wektorem gradientu funkcji u, réwnanie (5.124) przyjmie postaé
macierzows,

—div (DVu) + apu = f (5.126)
w ktorej div jest oznaczeniem dywergencji rozniczkowalnego pola wektorowego
. Oda,  Oay
(dla a = (az,ay) : diva= e 8—y)

Roéwnanie (5.124) jest modelem matematycznym dla wielu probleméw in-
zynierskich, jak na przyktad skrecanie preta czy tez ustalony przeplyw ciepta.
W poréwnaniu z dotychczas rozwiazywanymi zadaniami jednowymiarowymi
obecnie poziom trudnosci rozwiazania MES wzrasta, poniewaz nie tylko mamy
aproksymowaé rozwigzanie réwnania z pochodnymi czastkowymi, ale réwniez
sam obszar rozwiazania nalezy aproksymowaé, dobierajac odpowiednig siatke
elementéw skonczonych?.

5.8.1. Model skonczenie elementowy Rayleigha-Ritza

1. Dyskretyzacja obszaru. Obszar dwuwymiarowy moze by¢ zdyskrety-
zowany elementami trojkatnymi i/lub elementami czworobocznymi tak, aby
mozliwie najlepiej opisaé obszar €2, rys.5.36.

W dalszym ciagu zalozymy, ze obszar {2 zostal w catosci zdyskretyzowany
elementami tréjkatnymi €.

2. Wyznaczenie ré6wnan MES dla elementéw. Rozwazymy typowy ele-
ment skonczony €2°, nie okreslajac na razie blizej jego geometrii. Funkcjami
ksztaltu sa N7, i =1,2,...,n, gdzie n jest liczba wezléw w elemencie.

a. Sformutowanie wariacyjne. Zgodnie z procedurg opisana w rozdziale 4.
mnozymy réwnanie (5.124) przez funkcje wagowa v¢ € S* ¢ H'(Q°), nastepnie

2Powszechnie dostepny program dydaktyczny freefem+ do rozwiazywania réwnan réz-
niczkowych czastkowych w 2D metodg elementéw skonczonych mozna znalezé pod adresem:
ftp://ftp.ann.jussieu.fr/~pironneau
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r btad dyskretyzacji Q

Rys.5.36. Dyskretyzacja obszaru {2 elementami tréjkatnymi i czworobocznymi

catkujemy po obszarze Q¢ i w koncu wykonujemy uogdlnione catkowanie przez
czedci, otrzymujac réwnanie w formie

0 o [, Ou . Ouf o [, Ou . Ouf
= [ (s +aby )+ 5y (o0~ )+

Qe
ol of o Ouf . Ouf
dxdy—y{v e | G +a128—y + (5.127)
FE

o[ o Ouf . Ou
+ ny a21 8—33 + a22a—y dS

gdzie ng i ny sa wspolrzednymi (cosinusami kierunkowymi) wersora n®, nor-
malnego do brzegu I'¢, i ds jest elementem lukowym brzegu elementu skon-

+ agveue _ vefe

czonego
n®=ngi+n; j=cosa®i+sinaj (5.128)

Z analizy czlonu brzegowego w (5.127) wynika, ze u jest niewiadoma pier-
wotna (i dla niej ustalone beda podstawowe warunki brzegowe), natomiast
wyspecyfikowana funkcja

ouf ou® ou® ouf
0 = ng (a%% + a%@—y) + <a§18—x + 0526—y> (5.129)

jest naturalnym warunkiem brzegowym (co oznacza, ze ¢S jest niewiadoma
wtorna). Funkcja ¢S ma zwykle konkretna interpretacje fizyczna, na przyktad
w problemie ustalonego przeplywu ciepla przez osrodek anizotropowy (a;; jest
wowczas wspélezynnikiem przewodnictwa cieplnego), bedzie to intensywnosé
strumienia przeplywu ciepla przez brzeg elementu.
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Wykorzystujac oznaczenia (5.125), réwnanie wariacyjne (5.127) i naturalny
warunek brzegowy (5.129) mozna zapisa¢ w formie macierzowej

/ [(VUG)TDGVUE + agveue} dzdy = ?{vequds + /vefedxdy (5.130a)
Qe Ire Qe
¢ = (Vu)TDn® (5.130b)

b. Aproksymacja MES. Z postaci réwnania wariacyjnego (5.130a) wynika,
ze aproksymacja dla u® powinna by¢ co najmniej dwuliniowa ze wzgledu na z
iy tak, ze u® € H(Q°). Przyjmiemy, ze u¢ jest aproksymowana wzorem

n n
ut = Zuije oraz v° = Z djN; (5.131)
j=1 J=1

gdzie uj sa wartoSciami u® w punktach (x,95), dj sa parametrami funkcji
wagowe]j v¢, a Ni — funkcjami ksztaltu z wlasnoscia, ze

Ni(zj,y;) = 0ij

Funkcje te dla elementu tréjkatnego wyprowadzimy w punkcie 5.8.2. Podsta-
wiajac (5.131) do (5.130a), otrzymamy réwnanie MES dla elementu w postaci

n
Kl-jui = f‘jie (5132)
j=1
gdzie
ON¢ ON¢ ON¢ ON¢ ON¥¢ ON¢
K¢ = /[ ) e J e J v e J e J
ij J or \ U1, T ay + ay W31, T @22 oy +
+ aSNfN;] dzdy

Ff = /feNfdxdy + j{quieds = fi + Pf
e P

(5.133a)
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lub w zapisie macierzowym

ON¢€
T T -
e ON°® ON°® e Oz e e\Tnre _
e {1 () o] 2 | o
dy

_ / [(B)™D*B* + af(N*)"N¢| dady
Qe

F¢ = / (N T fedady + f{ (N)Tgeds = £¢ + P
Qe Fe
(5.133b)

gdzie:
B¢ — macierz pochodnych funkcji ksztaltu ( o wymiarze 2 X n).

Macierz K¢ jest symetryczna, jesli af; = af;.

3. Agregacja macierzy elementéw.Agregacja macierzy odbywa si¢ wedlug
tych samych zasad, ktére wykorzystaliémy w problemach jednowymiarowych.
Dla przyktadu rozwazmy dwa tréjkatne elementy skonczone Q€ i Qf, pokazane
na rys.5.37. Macierz topologii ma postaé¢ przedstawiona w tab.5.8.

Numer elementu 3
Numery weztéw

skoniczonego
1 123
2 243

Tabela 5.8. Macierz topologii dla dwoch elementow tréjkatnych

Dla identyfikacji numeréw lokalnych i globalnych wezléw elementéw na
rys.5.37 podano obydwie numeracje (numery globalne w kétkach). Kolejnosé
numeréw weztow w tab.5.8 jest okreslona przez porzadek zdefiniowany strzal-
kami (przeciwny do obrotu wskazowek zegara).

Z rys.5.37 wynika, ze

U = u Uy =u5 =y Us =u5 = ug; Uy = ug (5.134)
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W 8

2

Rys.5.37. Agregacja dwoch elementow trojkatnych

Powyzsze warunki gwarantuja, ze funkcja pierwotna u jest ciagta wzdtuz
wspolnego brzegu 2-3.

Na podstawie tab.5.8 i warunkéw (5.134) obliczamy globalna macierz K
i globalny wektor F uktadu réwnan MES dla dwoch elementéw

Kt K, K3 0 Uy FY

K§ K$+ K, K2€3+K{3 K, Uz | Fs + F{ (5.135

K5 K§+Ki K§+Kfy K Us |~ | Fs+Ff 135)
0 Kgl Kgs Kg2 Us F2f

4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Warunki brzegowe dla nie-
wiadomych pierwotnych i wtérnych uwzglednia sie¢ w taki sam sposéb, jak
w problemach jednowymiarowych. Agregujac wektory elementéw P€, musimy
oddzielnie przeanalizowa¢ elementy z wnetrza siatki i elementy, ktérych bok
(lub boki) tworza brzeg obszaru 2. Dla elementéw wewnetrznych Q¢ suma Pf
w wezle wewnetrznym obszaru jest réwna zeru. Jeéli natomiast jeden z bokéw
elementu 2" stanowi czes¢ brzegu I', to wowczas na tym boku ¢, jest albo zna-
ne, albo nieznane. Jedli g, jest znane, to P/ obliczymy z drugiego sktadnika
wzoru (5.133a)2. Jesli ¢], jest nieznane, to wtedy na brzegu tym bedzie znana
niewiadoma pierwotna u". Wéwczas P, bedzie niewiadomg wtérng obliczana
po wyznaczeniu pierwotnych stopni swobody.

5.8.2. Liniowy element tréjkatny

Jest to najprostszy element dwuwymiarowy o trzech weztach (rys.5.38).
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(5
13 n¢

Q Fe - FTQ + FS3 + Fﬁg
e
23

12

e 3 3 e
Nf . N§ NS d
1 A
1 11 1
2 2 2

Rys.5.38. Liniowy element trojkatny i funkcje ksztattu

Aproksymacja u€¢ dla elementu jest funkcjg liniows ze wzgledu na z i y
u® =g+ cir + 5y (5.136)
Wspétezynniki cf, k= 0,1,2 obliczymy z warunkéw
uf = u(xs,yi) = ¢+ cfzi + Sy, 1=1,2,3

gdzie (z;,y;) sa globalnymi wspélrzednymi wezla i elementu Q°. Otrzymujemy
w ten sposob ukltad rownan w postaci

u§ 1 =1 »n 5
us | =11 zo yo c§ (5.137)
3 1 3 ys3 3

Podstawiajac rozwiazanie (5.137) do (5.136), otrzymamy po uporzadkowa-
niu sktadnikéw wzor

3
u® =Y u§Nf (z,y) = N(z,y)u (5.138)
i=1

gdzie
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u® = {uf,u§,u§} — wektor stopni swobody,

N¢(z,y) = [Nf(z,y), NS(x,y), N§(z,y)] — macierz jednowierszowa funk-
cji ksztaltu.

oraz

1
N = 5 Ae(a?rﬁfx +95y)

af =z — TRy BF =Y — Yk V= Tk — T
iAiEk k=123

i A° jest powierzchnia tréjkata (lub: 2A€ jest wyznacznikiem macierzy ukla-
du réwnan (5.137)). Indeksy we wspolczynnikach of, 5¢,~7¢ zmieniaja si¢ wg
permutacji podstawowej (np. dla af jest i = 1, j = 2, k = 3, czyli of =
Tays — x3y2). Znak wyznacznika si¢ zmieni, jesli wezly zostana ponumerowane
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Funkcje ksztaltu Ny spelniaja warunek
kompletnosci 33| Nf(x,y) = 1.

Nalezy zauwazy¢, ze pochodne N wzgledem z i y sa stale, co oznacza,
ze pochodne funkcji niewiadomej u€ sg tez stale w calym elemencie. Statosé
pochodnej funkcji ksztaltu pozwala tatwo obliczyé elementy macierzy K°€.

Przyjmujac, dla przykladu, af = afy = a5; = 01 af; = ajy = a® = const,
wzér (5.133a); przyjmie postaé

e _ o [ (ONEONS ONEONGY
ij_a/ ox 8m+3y oy e

(5.139)

stad po podstawieniu

ON' _ pgf  ONP ¢

ox 2A¢ oy 2A¢

otrzymujemy

ae

Kf = 4<Ae)2(ﬂfﬁf +vﬁf)(/ dady) =
.

ae
1 Ae(ﬁf B5 +7i75) (5.140a)

Powyzszy wzor mozna tez zapisa¢ w formie macierzowej

K¢ = (B°)TB¢aA° (5.140Db)



206 5. Metoda elementéw skonczonych

gdzie w tym przypadku macierz pochodnych funkeji ksztaltu ma postaé (n = 3)

L pr B 5
B¢ = ez 5.141
2Aelwf s 751 e

5.8.3. Ustalony przeptyw ciepta w obszarze dwuwymiarowym

Analiza ustalonego przeptywu ciepta w obszarze dwuwymiarowym jest prak-
tycznym przykltadem rozwiazania rownania czastkowego rzedu drugiego. Row-
nanie Poissona rzadzace tym problemem jest specjalnym przypadkiem réwna-
nia (5.124) i dla materialu jednorodnego i izotropowego w obszarze dwuwy-
miarowym o stalej grubosci (przyjmiemy h = 1) ma ono postaé (patrz réwniez
p.1.4)

0T  o*T  f (5.142
ox2  0y?  k 142)
gdzie

T(x,y) — funkcja temperatury,
k — wspétezynnik przewodnictwa cieplnego (J/°C m's ),

f — intensywno$é¢ generacji ciepta wewnatrz ciata (J / m?s).

W problemie tym niewiadoma pierwotna jest temperatura 7', a niewiado-
ma wtorna intensywnos¢ strumienia przeptywu ciepla, przepltywajacego przez
jednostke powierzchni brzegu ¢, (o znaku przeciwnym do przyrostu tempera-
tury) na czesci brzegu, gdzie znany jest rozklad temperatury.

Przyktad 5.10. Wyznaczymy rozklad temperatury dla tarczy pokazanej
na rys.5.39. Jest ona wykonana z materiatu jednorodnego i izotropowego, dla
ktorego k = 4 J/ °Cms. Grubosé tarczy h = 1m. Intensywnosé generacji ciepta
f =45 J/m?s. Na brzegu = 2m zadany jest podstawowy warunek brzegowy T
= 10 °C, natomiast naturalny warunek brzegowy g,= 30 J/m?s jest okreslony
na brzegach y = 1m i y =—1m oraz g,= 0 jest na brzegu z = 0.

Uwzgledniajac symetrie tarczy wzgledem osi x rozpatrzymy jej polowe
pokazana na rys.5.40a.

Tarcze z rys.5.40a zdyskretyzowano dwoma liniowymi elementami tréjkat-
nymi, rys.5.40b. Macierz topologii zostata podana w tab.5.9.
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Yy
¢,=30 J/m?s

T=10 C
h=1m
¢G=0 == === === —ﬁj 2m k=4 J/ °Cms
f=45 J/m?s

¢,=30 J/m?s

2m

Rys.5.39. Tarcza z przeplywem ciepla

Numer elementu 3
i Numery wezléw
skonczonego
1 123
2 134

Tabela 5.9. Macierz topologii dla przyktadu 5.10

1. Macierze K¢ dla elementéw
Macierze K¢ dla elementéw obliczymy, korzystajac ze wzoru (5.140b)
(przyjmujac, ze a = k).

Element 1:i=1, j=2, k=3, Al=1, 2; =vy; =0,
xJ:27y]:07wk:27yk:1
Ni=32-y) Ny=g5(x—-2y) Nj=y

Macierz B! obliczona wg (5.141) wynosi

1[-1 10
1—_
B _2[ 0 o 2] (5.143)
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¢,=30 J/m?2s
ol AT 1
QnZO T=10 °C 1m
A qn=0 Bﬁ
2m
(b) Y
4T 3
7
=
1 2

Rys.5.40. Rozwiazywana tarcza (a) oraz dyskretyzacja skoficzenie elementowa (b)

stad po podstawieniu do (5.140b) dostaniemy

1 -1 0
Kl=| -1 5 —4
0 —4 4

Element 2: i=1, j=2 k=3, A2=1, 2; =v; =0,
'I]:2, yjzl’ xp =0, yp =1

Ni=1-y Ni=3zz Nj=g3(-z+2)

Podobnie jak w elemencie 1 mamy

1 01 —1
2—_
B =50 9 0 2 (5.144)
oraz _
4 0 —4
K? = 0o 1 -1
-4 -1 5
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2. Wektor F¢ dla elementéw
Z pierwszego sktadnika wzoru (5.133a) dla f¢ otrzymamy

NY
fe:/ N§ | f¢dxdy
A | N§

skad mamy

f1:f2:§Ae{1 11} =15{111}
Wektor P¢ obliczymy z drugiego skladnika wzoru (5.133a), odpowiednio
dla brzegu B-C elementu 1 i dla brzegu D-C elementu 2 (pamietajac
o zmianie znaku dla g¢,)

Element 1

L N11($:2,y) 1 0 0
P}B—c:—/qn Ny(z =2,y) dy:—/qn l—y |dy=| Py
0 L N3(z=2y) 0 0 pjb

1
gdzie wprowadzono oznaczenia Pj® = — [¢,Ni(z = 2,y)dy i Pi* =
0

1
—qunN§(w =2,y)dy

Element 2
2 0 0
P%,_C:—/?,o 2 |de=-|30
0 1-2 30

Dodajac wektory f¢ i P¢, otrzymamy wektory F¢ w formie

15
Fl=|15+Pj°

| 15+ Pgb

[ 15 15
F?2=|15-30 | =| —15

| 15— 30 —15
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3. Agregacja i budowa réwnan MES

Na podstawie macierzy topologii budujemy macierze globalne K i F,
otrzymujac uktad réwnan

5 -1 0 —41[n 30

-1 5 —4 0| |Tx| |1B+P

0 —4 5 -1 ||T3| | P (5.145)
-4 0 -1 5| |T} 15

. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych

Wprowadzajac podstawowe warunki brzegowe To = 10 i 73 = 10 do
(5.145), otrzymamy uklad czterech réwnan z dwiema niewiadomymi
podstawowymi i dwiema niewiadomymi wtérnymi

5 -1 0 —4] 1 30

1 5 -4 0|10 15+ PJb

0 —4 5 —1][10] " | pp (5.146)
4 0 -1 5 ||m s

7 pierwszego i czwartego réwnania dostaniemy

R Rt e
AR

Niewiadome wtérne obliczymy z réwnania drugiego i trzeciego, otrzymu-
Jac

Z rozwigzaniem

1 1
Pglb:—/qn(l—y)dy:—% Pglb:—/gnydy:—S
0 0

Funkcje ksztattu NJ i N31 sa dodatnie, co oznacza, ze ¢, jest dodatnie
wzdhuz brzegu B-C, tzn. aby na brzegu B-C utrzymana zostala tem-
peratura T=10 °C, to wzdluz tego brzegu ciepto musi by¢ wydzielane.
Réwnanie bilansu cieplnego jest spelnione, poniewaz Z?:l F;,=0.
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5. Obliczenie wektora intensywno$ci strumienia przeptywu ciepta
w elementach

Wektor intensywnosci strumienia przeplywu ciepta w elemencie obliczy-
my wedlug wzoru Fouriera

q° = —DVT® = —k*VT°® = —k*B°T*° (5.147)
Element 1

T! = {20 10 10}
Wykorzystujac (5.143), mamy

20
ql =-2 -0 10| = 20 (J/m?s)
0 =2 2 || 0

Element 2

T2 = {20 10 15}
Korzystajac z (5.144), otrzymamy

20
S I B o )
4= 2l—zo 2] 12_[201(‘%“)

5.8.4. Model skonczenie elementowy Bubnowa-Galerkina

Ten model skonczenie elementowy przedstawimy na przykladzie prostej po-
staci réwnania Poissona (5.124)

Ay — 0 ou 0 ou B 0O 5 148
U:—a—x alla _8_y agga—y —f W ( . )
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Funkcje interpolacyjne dla zmiennych:

AT 1
4 3 wi Te(€+ &) (€& = 2)(n+nF) (i — 2)
1I ¢ Z—Z : —%&(E +&)2(&& — 1)(n +n:)* (i — 2)
1 | g—z : _1_16(5 + &) (€& — 2)mi(n +mi)* (s — 1)
e’ S e+ €066~ Ul + ) — )
i=1,2,34, &= 2 n=%

Rys.5.41. Szeécienne funkcje ksztaltu Hermite’a dla elementu prostokatnego we
wspOlrzednych unormowanych (€, 7)

Ogdlnie, w modelu skonczenie elementowym metody residuéw wazonych
poszukujemy rozwiazania przyblizonego u¢ € S* C H?(Q¢) funkcji u w ele-
mencie ¢, w postaci

16
u® = Zuij(:ﬂ,y) (5.149)
j=1

gdzie N7 sa funkcjami ksztaltu Hermite'a i uf, ug, u§ 1 uiz sa wartosciami

u® w czterech weztach elementu prostokatnego, natomiast u§, ug, ufy i ufs —
€

u
wartosciami pochodnej e czterech weztach i tak samo dla pochodnych
x
oue  0%u®
oy ' Oxdy’

Sformutowanie wariacyjne dla elementu ma forme

0— . 0 . Ou® 0 . Ou® e| ded
_/U “or \“Wog Oy a223y - 7| dady

Qe

rys.5.41.

co prowadzi znowu do réwnanie MES dla elementu

K°u® = F° (5.150)
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W metodzie Bubnowa-Galerkina mamy v® = N{ i elementy macierzy K¢
i wektora F¢ obliczamy wg wzoréw

Ke N@ 8 € aN]e a € aN.]e d d
ij__Q/ i gp \ Mg, +8_y “22 5y zdy

(5.151)
Ff = /foedxdy
Qe

W taki sam sposéb mozna zbudowaé¢ model skonczenie elementowy dla
innej metody residuéw wazonych.

5.9. Uklad ré6wnan MES dla LPTS

5.9.1. Sformulowanie lokalne

1. Uklad réwnan liniowego problemu teorii sprezystosci (LPTS).
Stosujac metode elementéw skoniczonych do analizy statycznej konstrukcji,
korzysta¢ bedziemy z zapisu macierzowego. Dlatego najpierw napiszemy réow-
nania macierzowe LPTS, a dopiero potem przedstawimy wynikajace z nich
sformutowania wariacyjne.

a. Rownania geometryczne Cauchy’ego. Rownania te

N 1 8ul 8u]‘
Sij = 5 8.%']‘ + 8.%'1

) s L] =Xy, 2 (5.152a)

z podstawowymi (kinematycznymi) warunkami brzegowymi
ui(x,y,2z) = u; na powierzchni ciala S, (5.152b)
w zapisie macierzowym maja postaé
e =Lu (5.153a)

u =u’ na powierzchni cialta S, (5.153b)
W powyzszych réwnaniach wystepuja wektory i macierz:

u = {u, = u(z,y,2), uy =v(z,y,2), u, = w(z,y,2)} — wektor funkeji
przemieszczen,
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€ = {€z €y €2 Vay Vax Vy=} — Wektor odksztalcen (4, €y, €, — odksztalcenia

liniowe; vay, Va2, Vy- — Katy odksztalcenia postaciowego),

L — macierz operatoréw rézniczkowych.

0 0 0
oz
0 E 0
Jdy
0 0 0
_ 0z
L=1so o .
Oy Oz
0 0 0
0z ox
0 0 0
L 0z Oy |

b. Réwnania réwnowagi Naviera. Jest to uklad réwnan

aO'ij
63:j

+ fi =0 w objetosci ciata V'

z naturalnymi (statycznymi) warunkami brzegowymi
oijnj =t; na powierzchni ciata S,
gdzie:
S=5,US18.M5 =0,

S — powierzchnia ograniczajaca V,

(5.154)

(5.155a)

(5.155b)

Ng, Ny, N, — WspOlrzedne wersora normalnego do powierzchni S, .

Zapis macierzowy tych rownan ma postac
LYo +f=0 w objetoci ciala V

t =t° na powierzchni ciala S,

W powyzszych wzorach zdefiniowane sg wektory:

(5.156a)

(5.156b)
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o = {0y 0y 0, Tyy Ty» Ty} — wektor naprezen (o, 0y,0, — naprezenia
normalne, Ty, Tz, Ty. — Naprezenia styczne),

f={f. fy f- } — wektor intensywnosci sil objetosciowych,

t = {t, t, t. } — wektor intensywnosci sil powierzchniowych.

c. Réwnania fizyczne Hooke’a. Rownania fizyczne Hooke’a dla materiatu
liniowo sprezystego maja postaé

oi; = 2G (aij + ﬁakk%) (5.157a)
gdzie:
G — modut Kirchhoffa,
v — liczba Poissona,
Ekk = Ex T €y T &2,
0;; — delta Kroneckera.
W zapisie macierzowym rownanie to ma forme
o =De (5.157b)
gdzie:
D - macierz moduléw sprezystosci (nazywana tez macierza konstytu-

tywna lub macierza sztywnosci materiatu).

2. Sformulowanie wariacyjne. Sformutowanie wariacyjne otrzymamy, ko-
rzystajac z metody residuéw wazonych

0oij .
/vi — 4+ fi|dv=0 ,j =2,Y,2 (5.158)
63:j
\%
dla v; € 8" ¢ H'(V) z warunkiem, ze v; = 0 na powierzchni S,,.
Podstawiajac do (5.158) wzér
aO'ij v a(O'Z'jUZ‘) avi

7 —0ij 5
8.%']‘ 8.%']‘ 8.%']‘
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otrzymamy réwnanie
0(oiv; Ov;
/ (04 Z)du—/aij—zdv-i-/vifidvzo (5.159)
81']‘ : 8%']‘ e

Dalsze postepowanie wymaga skorzystania z twierdzenia Gaussa o dywer-
gencji

(o v;
/Mdv = /U@'jvmjds = /(Jz‘j”j)vids‘F/t;‘Jvids (5.160)

Podstawiajac (5.160) do (5.159) z warunkiem v; = 0 na S, otrzymamy
koncowg postaé¢ sformutowania wariacyjnego

v

/Uij—v dv = /fivz‘var/t?vids (5.161a)
856]'

\% \% Sy

ktére po wykorzystaniu symetrii o;; = 0ji, €5 = €ji, © # J, co prowadzi do
réwnosci 0;jv; j = 0;j€;5, przyjmuje w zapisie macierzowym forme

Tw)e(u)dv= [ vIfdo vIitods .
/s()()d / fd+s/o tod (5.161D)

gdzie wyraznie zaznaczono zaleznosé € od funkcji wagowych zawartych w wek-
torze v i zalezno$¢ o od nieznanego pola rzeczywistych przemieszczen u.

Problem liniowe]j teorii sprezystosci mozna teraz sformutowaé w nastepu-
jacy sposob:

Nalezy wyznaczy¢ przemieszczenia u;, odksztafcenia €;; i naprezenia
o;; jako wystarczajaco gtadkie funkcje z, y, 2, spetniajace réwnania
(5.152a) i (5.157a), warunki brzegowe (5.152b) i réwnanie wariacyjne
(5.161) dla wszystkich funkcji wagowych v; z wtasnoscia, ze v; = 0
na powierzchni S,.

5.9.2. Sformulowanie globalne

Problem brzegowy sformulowany w p.5.9.1 przez uklad réwnan (5.152a) —
(5.157b) (nazywany tez eliptycznym problemem brzegowym) jest samosprzezo-
ny i moze by¢ sformutowany w sposéb réownowazny w postaci minimalizacji
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funkcjonatu energii potencjalnej. Dla uwzglednienia niejednorodnych podsta-
wowych warunkéw brzegowych (oraz, jak sie okaze, obliczenia niewiadomych
wtérnych) napiszemy funkcjonal energii potencjalnej w rozszerzonej postaci

1
b = §/Eij0'ijdv - /fluldv - /tfuids — /tiuids (5.162)
\%4 \%4

So Su

gdzie niewiadomymi pierwotnymi sg funkcje przemieszczen u;, a niewiadomy-
mi wtérnymi funkcje obciazenia powierzchniowego t;, ¢ = z,y, z. Funkcjonal
energii w formie (5.162) jest zmodyfikowana postacia tzw. drugiej rozszerzo-
nej formy funkcjonatu catkowitej energii potencjalnej. Modyfikacja polega na
wlaczeniu do (5.162) pracy nieznanych sil powierzchniowych ¢; na znanych
przemieszczeniach u;, z tym, ze warunek u; = u? na S, nie jest bezposrednio
wprowadzony do funkcjonahu.
Problem liniowej teorii sprezystosci ma teraz nastepujace sformutowanie:

Nalezy wyznaczy¢ przemieszczenia u;, odksztatcenia €;; i naprezenia
o;; jako wystarczajaco gtadkie funkcje x, y, 2, spetniajace réwnania
(5.152a) i (5.157a), warunki brzegowe (5.152b) i minimalizujace funk-
cjonat catkowitej energii potencjalnej (5.162).

W dalszej czesci tego rozdzialu oméwimy zastosowanie metody elementdw
skoniczonych do analizy statycznej tarcz sprezystych w ptaskim stanie napreze-
nia. Model skoficzenie elementowy Rayleigha-Ritza zbudujemy, minimalizujac
funkcjonal (5.162). Poniewaz w modelu tym za niewiadome pierwotne przyj-
miemy przemieszczenia, to w mechanice konstrukeji tak sformulowana metoda
elementéw skonczonych jest nazywana metodg elementow skonczonych w sfor-
mulowaniu przemieszczeniowym.

5.9.3. Uklad ré6wnan MES

Obszar rozwiazania V dzielimy na zbiér elementéw skonczonych {V¢} i przed-
stawiamy calkowita energie potencjalna w postaci sumy energii potencjalnej
elementéow ¢

E
1
@:Zl— (e¢(u®))T DeC(u®)dv — [ (u®)Tfedv+
elQV/€s< )T Dee () V/ﬁ( )
(5.163)
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gdzie skorzystano z zapisu macierzowego oraz wykorzystano réwnanie fizyczne
0.6 — Dese

1. Wyznaczenie réwnan MES dla elementéw. Przyjmujemy, ze ui €
HY(V®) ,i==x,y, 2, jest aproksymowane wzorem

u®(z,y,2) = N°(z,y,2) Q° (5.164)
gdzie

Q¢ ={Q5 Q5 ... Q5 } —wektor stopni swobody (nieznanych parametréw
wezlowych elementu),

N€(z,y, z) — macierz funkcji ksztaltu o wymiarze (3 - n),
n — liczba stopni swobody elementu.
Réwnanie geometryczne (5.153a) po wykorzystaniu (5.164) przyjmie postaé
¢ = Lu® = LN°Q° = B°Q* (5.165)

gdzie, jak juz wczesniej definiowaliSmy, B¢ = LN¢ jest macierza zrézniczko-
wanych funkcji ksztaltu. Podstawiajac (5.164) i (5.165) do funkcjonatu @,
otrzymamy

1
Pe — 5 /(Qe)T(Be)TDeBeQedU _ /(QS)T(NS)Tfed’U—l-
Ve Ve

— /(Qe)T(Ne)TtgdS _ /(Qe)T(Ne)TtedS _

Se Se

o

1
— _(Qe)T[ (Be)TDeBedU] Qe _ (Qe)T (Ne)TfedU+
2 v/ v/ (5.166)

_ %(QG)TKGQe _ (Qe)T(Pe + Peb + Reb) —

— %(Q@)TKeQe _ (Q@)TFe
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Pierwszy skladnik w ostatnim réwnaniu jest forma kwadratows energii
sprezystej elementu skonczonego. W réwnaniu (5.166) wprowadzono nastepu-
jace oznaczenia macierzy i wektorow:

macierz sztywnosci elementu skonczonego
K¢ = / (B9)TD*B°dw (5.167)
Ve

wektor obciazenia elementu (réwnowaznikéw weztowych obciazenia w ele-
mencie)

P¢ = / (N9 Tfedw (5.168)
Ve

wektor obciazenia brzegu S§ elementu

P = / (N®)Tteds (5.169)
Sg

wektor obciazenia brzegu Sf, elementu
R = / (N®)Tteds (5.170)
S5
Dodatkowo catkowity wektor obciazenia elementu oznaczono
F°=P°+P?® + R? (5.171)
Uwagi:

1. Dla obliczenia K¢ nalezy wyznaczy¢ B¢ z analizy réwnan geometrycz-
nych Cauchy’ego oraz D¢ z prawa fizycznego Hooke’a.

2. Ze wzoru na K¢ wynika, Ze jest to macierz symetryczna (K¢ = (K¢)T).
3. Macierz K¢ jest macierza osobliwa (det K¢ = 0).

4. Wektor P jest znany, natomiast wektor R jest nieznany.
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Warunek konieczny ekstremum funkcji energii potencjalnej elementu skon-
0d°

Qe

czonego = 0 prowadzi do ukladu réwnan MES réwnowagi elementu

w formie

K°Q® = F° (5.172)

2. Agregacja macierzy elementéw. Globalny uklad réwnan MES dla
calego cialta zdyskretyzowanego elementami skonczonymi otrzymamy z wzoru
(5.163), ktory obecnie ma postaé

E
1
=) °=-Q'KQ-Q'F 5.173
>e=3Q'KQ-Q (5.173)
gdzie
E
K = A1 K* — macierz globalna sztywnosci,
e=

E E E

F=P+P'+R = A1 Pe+ A1 Peb 4 A1 R*® - globalny wektor obcigzenia,
e= e= e=

Q — wektor globalny stopni swobody,

A — operator agregacii.

Powtérne wykorzystanie warunku koniecznego ekstremum funkcji, tym razem
catkowitej energii potencjalnej, daje uktad réwnan MES réwnowagi konstrukceji
w postaci

KQ=F (5.174)

3. Uwzglednienie warunkéw brzegowych. Powtarzajac uwagi z p.5.3.1,
punkt 4, stwierdzamy, ze usuniecie osobliwosci macierzy K w réwnaniu (5.174)
wymaga uwzglednienia podstawowych warunkéw brzegowych w wektorze pier-
wotnych stopni swobody Q. W wektorze prawej strony wystepuje wektor nie-
wiadomych wtérnych R. Obliczajac ten wektor, wykorzystujemy réwnania
réwnowagi w wezlach siatki skoficzenie elementowej. Niewiadome RS’ sa nie-
znane, jednak ich suma w wezle jest znana. Jest ona mianowicie réwna zeru
lub réwna sie wartodci obcigzenia skupionego w wezle (jesli na kierunku R;
nie jest znana niewiadoma pierwotna) badz jest réwna reakcji (jesli na kie-
runku R; niewiadoma pierwotna jest znana). Dalsze postepowanie jest zgodne
z procedura metody elementéw skonczonych.
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5.9.4. Kryteria zbiezno$ci

W tym punkcie podsumujemy kryteria zbieznosci metody elementéw skonczo-
nych dla rozwiazania probleméw mechaniki konstrukeji, gdzie niewiadomymi
pierwotnymi sa funkcje u;(z, vy, 2), i = x,y, z. Jest to praktyczna interpretacja
kryteriow zbieznosci podanych w p.5.2.4.

h zmierza do

Zbieznos¢é MES oznacza, ze rozwiazanie aproksymacyjne u
rozwigzania dokladnego u przy zmniejszaniu wymiaréw elementéw skonczo-
nych. Dla zapewnienia zbieznosci muszg by¢ jednoczes$nie spelnione warunki

kompletnosci i zgodnosci (kompatybilnosci).

Warunki kompletnosci

1. Aproksymacja wektora przemieszczen u musi umozliwié opis ruchu sztyw-
nego ciata.

2. Aproksymacja wektora przemieszczen u musi umozliwi¢ opis dowolnego
stalego stanu odksztalcen.

Warunek zgodnosci
Aproksymacja wektora przemieszczen u musi sie zmienia¢ w sposob ciagly na
wspolnych brzegach elementéw skonczonych. Elementy skonczone, ktére nie
spelniaja warunku zgodnosci nazywamy elementami niedostosowanymi. Sa
one réwniez z powodzeniem stosowane.

Zbieznosé rozwigzania MES wymaga takze, aby funkcje ksztaltu byty kom-
pletne. Jesli

k
u(a®) = Y Nf(2%)uf(af) = N(z°) u
i=1
gdzie warto$¢ funkcji u®(z¢) w wezle i jest réwna
ué () = ag + arxf + - - - + apat (5.175)

to warunek kompletnosci wymaga, aby

k
u®(z®) = Z NE(x®) ué(x§) = ap + a12¢ + ag(x®)? + - - - 4+ ax () (5.176)
i=1
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Podstawiajac (5.175) do (5.176), dostaniemy

k
NE(29) (ag + a126 + ag(x$)? + - - - + ag(z5)F
; z( )( 0 144 2( z) k( z) ) (5177)

=g+ a2+ (29 + -+ ag(a)"

Poréwnujac ze soba obie strony réwnania (5.177) otrzymamy nastepujace
warunki kompletnosci:

k
> Nf(x¢) = 1 — kompletnos¢ rzedu zerowego,

k
> Nf(z°) z§ = 2¢ — kompletnosé rzedu pierwszego,

k
S NE(2°) (x6)F = (2°)* — kompletnoéé rzedu k-tego.

Na przyktad dla liniowych funkcji ksztattu

e
Nf(me):1—”lc—e N{(z9) ==  0<a® <l

mamy

1[,6

2
Nf(z°)=1—-—+4+—=1

; HED) et %

2 & & e xe xe e e

ZNi(m)xi: 1—— - 0+—-1I°=2

i=1 e e

Oznacza to, ze takie funkcje ksztaltu moga byé wykorzystane do uzyskania
doktadnego rozwiazania problemoéw, ktorych rozwiazaniem jest funkcja stata
lub funkcja liniowa.

Przyktad 5.11. Czytelnik moze sprawdzi¢ wczeéniej wyprowadzone wzo-
ry dla macierzy sztywnosci dla elementu kratowego i belkowego, wykonujac
powtérnie obliczenia przy wykorzystaniu wzoru (5.167).
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Element skonczony kratowy

Przyjmujac

e __ due _ e_.e
T dae

3

gdzie

q° = {ui vi uy v3}

oraz D = E€, otrzymamy wzor
le

k¢ = / ( / (Be)TEeBeda) dz®
0

Ae

a stad, dla E€A° = const, macierz sztywnosci (5.75).

Element skonczony belkowy
Podobnie, przyjmujac dla teorii zginania FKulera-Bernoulliego

e ed2we e e
€y = —% P =B°Q
gdzie
Q° = {wi ¥ w3 ¢5}
B° = [ O 2 g™ O T g™ 2]— B
=z le (le)Q le (le)2 le (le)Q (le)2 le =z

oraz D® = E°I°, otrzymamy wzor
1e 1e

K¢ = / (ES)TES( / (ze)Qda) Bfdz® = / (B)TEIB dx
0 0

Ae

ktory, dla E€I¢ = const, prowadzi do macierzy sztywnosci (5.98).
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5.10. Analiza stanu naprezen w tarczy

Tarcza jest przyktadem konstrukeji spelniajacej warunki ptaskiego stanu na-
prezenia w plaszczyznie (z,y). Wykorzystujac sformutowanie globalne z p.5.9.2,
przepiszemy wazniejsze wzory i oznaczenia dla tego stanu naprezenia.

Wektor funkcji przemieszczen

u = {u(z,y) v(z, )} (5.178)
Wektor odksztalcen
€ ={es €y Vay} (5.179)
Wektor naprezen
o= {0, 0y Toy} (5.180)

Wektor intensywnosci sit objetosciowych

f={f: fy} (5.181)

Wektor intensywnosci sit brzegowych
t={t, t,} (5.182)

Macierz modutéw sprezystosci

E 1 v 0
D= m 16 é % (5.183)
gdzie
E, v — modutl sprezystosci Younga i liczba Poissona.
Macierz sztywnosci elementu skonczonego
K¢ = / (B°)"DBhdzdy (5.184)

Ae
gdzie

A€, h® — powierzchnia i grubo$é elementu skonczonego.
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v, Fg
ug, Fy
Yy
x
Rys.5.42. Element skonczony trojkatny stalego odksztalcenia
Wektor obciazenia elementu
pe = / (N9 T hedady (5.185)
Ae
Wektor sit brzegowych S¢ elementu
P = 7{ (N9 Ttedady (5.186)
Sg
Wektor sil brzegowych S;, elementu
R = 7{ (N®)Ttedady (5.187)

St

5.10.1. Element skonczony tréjkatny stalego odksztalcenia

Na rys.5.42 przedstawiono liniowy element skonczony tréjkatny, nazywany

réwniez elementem skoniczonym stalego odksztalcenia.

Odnoszac si¢ do definicji macierzy sztywnosci (5.184), wnioskujemy, ze
dla aproksymacji pola przemieszczen wystarczajaca jest liniowa interpolacja

Lagrange’a



226 5. Metoda elementéw skonczonych

3 3
u(a,y) =Y Ni(wy)uf  o(z,y) =D Nf(w,y)of (5.188)
i=1 i=1
lub w formie macierzowej
u® = N°(z,y) Q° (5.189)

gdzie wektor stopni swobody elementu Q° ma postaé
Q° = {u® v} = {uff u§ u§ :v§ v§ vg} (5.190)

oraz macierz funkcji ksztaltu IN¢ wynosi

e e e e
Nezlié]: N¢e N§ N& & 0 0 0 (5.191)
2 0 0 0 : Nf N§ N§
Calkowity wektor obciazenia F¢ ma postaé
F¢ ={F{ F5} = {Ff F§ FE: F5 Fy Fg} (5.192)
Funkcje interpolacyjne dla liniowego elementu tréjkatnego Nf(x,y), i =

1,2, 3, podane sa za pomoca (5.139).
Réwnanie réwnowagi MES dla elementu mozna zapisaé w postaci blokowej

Ke K¢ ué Pe Peb Reb
ot e )R] e R o

Podstawiajac (5.139) i (5.183) do réwnan (5.184) i (5.185), otrzymamy
wzory

K4 = o (80 + i)
K = 4114@ (58095 +c59e3) 0,5 =1,2,3 (5.194)
B = oz (50005 + g

pre— Fe A0 pae _SAT 1,2,3 (5.195)

3 3 )
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gdzie przyjeto stale wartosci f7, fy oraz
c1 =X+ 2G =G c3= A (5.196)

vE
(1+v)(1-2v)

Wektor sit brzegowych P¢ obliczamy za pomocg wzoru (5.186) dla danych

funkcji obciazenia brzegu t0¢,

W powyzszych wzorach A = , G sa stalymi Lamego.

i=2x,y.

Przyjeta definicja wektora stopni swobody elementu Q¢ (5.190) jest wy-
godna dla sformulowania wzoréw (5.194), natomiast powoduje, ze globalny
uktad réwnan MES ma duza szeroko$¢ pdéipasma macierzy K. Szeroko$é te
mozna zredukowaé, przyjmujac wektor Q¢ z uporzadkowaniem wg kolejnosci
numerow wezléw

Q° = {uf of u§ v u§ of) (5.197)

co mozna otrzymaé poprzez odpowiednie przestawienie wierszy i kolumn w row-
naniu (5.193).

Przyklad 5.12. Przeprowadzimy analize statyczng tarczy z rys.5.43a. Dla
celéw dydaktycznych obliczenia wykonamy, przyjmujac uporzadkowanie stopni
swobody elementu (5.197), a macierze i wektory bedziemy oblicza¢ bezposred-
nio z definicji, wykorzystujac rachunek macierzowy. W obliczeniach pominiemy
ciezar wtasny, przyjmujac P¢ = 0.

1. Dyskretyzacja MES. Tarcza zostata zdyskretyzowana dwoma elementa-
mi tréjkatnymi statego odksztalcenia. Na rys.5.43b pokazano stopnie swobody
konstrukcji Q;, i = 1,2,...,8 wraz z sitami weztowymi R;, w uktadzie wspol-
rzednych (x,y). Topologie elementéw podano w tab.5.10.

Numer elementu 3
i Numery wezléw
skonczonego
1 123
2 134

Tabela 5.10. Tablica topologii tarczy
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(a) R

1m

h=0.2 m

/ 0.5 m

A

2 m
| >  E-25GPa
r=0.16

Q?n R3

Rys.5.43. Tarcza (a) oraz jej model skonczenie elementowy (b)
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2. Obliczenie macierzy i wektoréw dla elementéw

Element 1
Wektor stopni swobody elementu

S O Y
Funkcje ksztaltu (i =1, j =2, k= 3)

3
A?:i ;=0 y;=15 ;=0 y; =0 xp=2 y=0.5

Podstawiajac do (5.139), otrzymamy

1 2
N} =——x+=
Hew) = —go+ 2y
1 2
Ng =1--2—=
daoy) =1- 30—y
1
N31 (.%', y) =357
2
Macierz pochodnych funkcji ksztattu
1 1 1
—5 0 —3 0 5 0
1 2 2
B = 0 3 0 -5 0 0
2 1 2 1 1
5 5 3 3 03
Macierz stalych materiatlowych
25.657  4.105 0
D! =D?=| 4105 25.657 0 | -10° (kN/m?)
0 0 10.776

Macierz sztywnosci obliczymy z wzoru (5.184)
K' = A's1(B")TD'B! =
1.6506 —0.4960 —1.0092 —0.5816 —0.6414 1.0776 7
—0.4960 3.5107 0.0855 —3.2413 0.4105 —0.2694
—1.0092 0.0855 2.2920 0.9921 —1.2828 —1.0776
—0.5816 —3.2413 0.9921 3.7801 —0.4105 —0.5388

—0.6414  0.4105 —1.2828 —0.4105 1.9243 0
1.0776 —0.2694 —1.0776 —0.5388 0  0.8082
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Wektor sil weztowych R
R = {Rl R} Ry R} R} R}}

Element 2
Wektor stopni swobody elementu

Q= ot 3 d )
Funkcje ksztaltu (i =1, j =2, k= 3)
A*=1 ;=0 y=15 z;,=2 y;=05 2,=2 y=15

Z wzoru (5.139) mamy

1

3
3 1
N3 (z,y) =5 TyTty

Macierz pochodnych funkcji ksztattu

-+ 0 0 03 0
B2=| 0 0 0 -1 0 1
1 1

0 -3 -1 0 14

Macierz sztywnoéci obliczona z wzoru (5.184) ma postaé¢ (D = D?).

K2 = A2h2(B%)TD?B? =

1.2828 0 0 04105 —-1.2828 —0.4105 ]
0 0.5388 1.0776 0 —1.0776 —0.5388
_ 0 10776  2.1552 0 —2.1552 —1.0776 106
0.4105 0 0 51314 -0.4105 -—5.1314
—1.2828 —1.0776 —2.1552 —0.4105  3.4380 1.4881
| —0.4105 —0.5388 —1.0776 —5.1314  1.4881  5.6702 |

Wektor sit weztowych P2 od obciazenia ciaglego brzegu 1-4 obliczymy,
wykorzystujac rys.5.44.
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Y

25 kN

A

g(z) = 5 75 kN/m
x
I
=2 ’ 4
2m
|~ »{
50 kN

Rys.5.44. Réwnowazniki w weztach od obciazenia ciagltego

Przyjmiemy na brzegu 1-4 oS lokalng i réwnowazniki obciazenia w weztach
elementu obliczymy z wzoru (5.186)

2

P2 — /(NQ(ac,y — 1.5)T t2dz =

0

Il
O\.w

1

75

Wektor sit weztowych R

2
/ 0

0
0

dx =

—50

R* = {R? R} R} R} R? R3}
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3. Agregacja i budowa réwnan MES. Warunki ciagtosci przemieszczen
w wezlach tarczy maja postaé (por. rys.5.43 i rys.5.45)

1 2 1 2 1 1
up =uy = Q1 vy =] = Q2 uy = Q3 vy = Q4
1 2 1 2 2 2
U3:U2:Q5 U3:U2:Q6 U3:Q7 U3:Q8
2 2
f 6 U3
1 =2 )
RB’ us
2 2
4, U3
——P
2 .2
R}l, U%‘ R37 Uy
) 1,1
2 Rg, ’LL2

Rys.5.45. Sity wezlowe i przemieszczenia dla elementéw w globalnym uktadzie
wspotrzednych
Wrykorzystujac tablice topologii budujemy uktad réwnan MES w formie
(5.198) (s. 233).

4. Uwzglednienie podstawowych warunkéw brzegowych i warunkéw
réwnowagi sit w wezlach. Kinematyczne (podstawowe) warunki brzegowe
sa nastepujace:

Q=0Q2=Q3=0s4=0 (5.199)
natomiast statyczne (naturalne) warunki brzegowe wyrazaja warunki réwno-
wagi sit w weztach tarczy

RI+R*=R, R\=R3 RI+R:=R;=0 R!=R;=0

5.200
B4R =R Ri-Ri R AR -R—0 R-R—0 "

gdzie Ry do R4 sa reakcjami.

Podstawienie (5.199) i (5.200) do (5.198) prowadzi do ukladu réwnan w for-
mie (5.201) (s. 234).

Uklad réwnan (5.201) zawiera cztery niewiadome pierwotne od Q5 do Qg
i cztery niewiadome wtérne od Ry do Ry.
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2.9334
—0.4960
—1.0092
—0.5816
—0.6414

1.4881
—1.2828

| —0.4105

—0.4960
4.0495
0.0855

—3.2413
1.4881

—0.2694

—1.0776

—0.5388

—1.0092
0.0855
2.2920
0.9921

—1.2828

—1.0776

0
0

—0.5816
—3.2413
0.9921
3.7801
—0.4105
—0.5388
0

0

—0.6414
1.4881
—1.2828
—0.4105
4.0794

0
—2.1552
—1.0776

1.4881
—0.2694
—1.0776
—0.5388

0

5.9396
—0.4105
—5.1314

—1.2828
—1.0776
0

0
—2.1552
—0.4105
3.4380
1.4881

0
—25

O O O O O

—30

—0.4105 Q1
—0.5388 Q2
01 1]@Qs
0| |Q4
—1.0776 Qs
—5.1314 | | Qs
1.4881 | |Qr
5.6702 | |Qs)
[ Ri+ R?
R} + R3
R}
R}
| R+ R
R{ + R?
Rg
| R

(5.198)

Azdael m uezdideu nue)s ezijeuy ‘Q1°G

€€C
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2.9334
—0.4960
—1.0092
—0.5816
—0.6414

1.4881
—1.2828

| —0.4105

—0.4960
4.0495
0.0855

—3.2413
1.4881

—0.2694

—1.0776

—0.5388

—1.0092
0.0855
2.2920
0.9921

—1.2828

—1.0776

0
0

—0.5816
—3.2413
0.9921
3.7801
—0.4105
—0.5388
0

0

—0.6414
1.4881
—1.2828
—0.4105
4.0794

0
—2.1552
—1.0776

1.4881
—0.2694
—1.0776
—0.5388

0

5.9396
—0.4105
—5.1314

—1.2828
—1.0776
0

0
—2.1552
—0.4105
3.4380
1.4881

—0.4105 0

—0.5388 0

0 0

0 0
~1.0776 | | Qs
—5.1314 | | Qs
1.4881 | |Q,
5.6702 | |Qs)

_ R,

—25+ Ry

R3

_ Ry

- 0

0

0

:

(5.201)
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Niewiadome pierwotne obliczymy, rozwigzujac cztery ostatnie réwnania

4.0794 0 —2.1552 —1.0776 Qs 0
106 - 0 5.9396 —0.4105 —5.1314 Qs| 0
—2.1552 —0.4105 3.4380 1.4881 Q7 o 0
—-1.0776 —5.1314 1.4881 5.6702 Qs —50
skad otrzymamy
Qs —0.00818
Q6|  ,~-3| —0.05213
0. =1 0.01529 | ™
Qs —0.06156

Reakcje podpdr obliczymy natomiast z czterech pierwszych réwnan (5.201)

i wynosza one

Ry = —66.667 kN
Ry = 43.556 kN
R3 = 66.667 kN
Ry = 31.444 kN

5. Obliczenie odksztalcen i naprezen w elemencie

Element 1
Wektor stopni swobody elementu

Q'={0 000 —0.00818 —0.05213} 107>

Wektor odksztalcen obliczymy wg wzoru (5.165)

1

€2 —0.00409
el=|¢ | =B'Q'= 0|-1073
Yey —0.02606

Wektor naprezen obliczymy z réwnania fizycznego (5.157)

o] —104.9643
o= |o,| =D'e'=| -16.7943 | (kN/m?)
Toy —280.8512
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Element 2
Wektor stopni swobody elementu

Q>=1{0 0 —0.00818 —0.05213 0.01529 —0.06156} -10~3

Wektor odksztatcen

€2 0.00765
e2=|¢g | =B*Q*=| —0.00943 | -1073
Yoy —0.00731
Wektor naprezen
2
Oa 157.4465
o’=|o,| =D%*=| —210.6384 | (kN/m?)
Tay —78.7232

Obliczenia tarczy powtorzono, wykorzystujac program komputerowy FEIlt
[6]. Tarcze zdyskretyzowano dwoma i dwustoma elementami tréjkatnymi tar-
czowymi. Dyskretyzacje tarczy z 200 elementami przedstawiono na rys.5.46.

111 121

_______

)
J.

1
V1A

Iy
Wyl vy

/!
/

K
i

A

|

N
=

Rys.5.46. Konfiguracja poczatkowa i aktualna tarczy zdyskretyzowanej 200 ele-
mentami tréjkatnymi
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W tab.5.11 zestawiono poréwnanie wynikéw obliczen recznych z obliczeniami
komputerowymi. Na pewno wyniki obliczen z dwustoma elementami skonczo-
nymi sg bliskie rozwigzaniu doktadnemu. Praktycznym sposobem oceny jakosci
rozwigzania moze by¢ wykonanie powtérnych obliczen, na przyklad dla siatki
dwukrotnie zageszczonej, i porownanie wynikéw. Jesli sa bliskie sobie, to moz-
na je uznaé za wiarygodne, w przeciwnym przypadku nalezatoby znowu siatke
dwukrotnie zagesci¢ itp.

Obliczenia FEIt — 2 FEIt — 200
reczne elementy elementéw
uz | —8.182e — 06 | —8.1822¢ — 06 | —2.2471e — 05
vy | —5.213¢ — 05 | —5.2126e — 05 | —1.3353e — 04
ug | 1.529¢ —05 | 1.5292¢ —05 | 5.0246e — 05
vy | —6.156e — 05 | —6.1559¢ — 05 | —1.4195¢ — 04
ol | —104.9643 —104.96 -~
o, —16.7943 —16.794 -
Tay | —280.8512 —280.85 -
o2 157.4465 157.45 -
or | —210.6384 —210.64 -
oy | —78.7232 —78.723 -

Tabela 5.11. Poréwnanie wynikéw obliczen recznych z obliczeniami komputerowy-
mi tarczy z przykltadu 5.12

Uwaga

Spos6b rozwigzywania globalnego uktadu réwnan MES w tym przykladzie
(réwniez i w nastepnych przykladach) jest oczywiscie poprawny, ale nieefek-
tywny, jesli obliczenia chcielibyémy zautomatyzowac, piszac np. program kom-
puterowy. W takim przypadku wygodniej jest uwzglednia¢ podstawowe wa-
runki brzegowe w taki sposob, aby obliczanie niewiadomych pierwotnych nie
wymagalo zmiany wymiaréw globalnej macierzy sztywnosci. W ten sposéb
rowniez i niewiadome wtorne obliczymy, wykorzystujac niezmieniony wymiar
macierzy K. Sposoéb postepowania wyjasnimy bardziej szczegétowo na przy-
ktadzie rozwiazanej tarczy.

Niewiadome pierwotne zawarte w wektorze Q obliczymy, rozwigzujac uktad
rownan MES, w ktérym jednorodne warunki brzegowe uwzglednimy, zerujac
wiersze i kolumny w macierzy K, odpowiadajace zerowym wartosciom @1
do @4, oraz wpisujac 1 w tych réwnaniach na przekatnej glownej macierzy
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sztywnosci K i zera w pierwszych czterech wspélrzednych wektora prawej
strony F.
W takim przypadku uklad réwnan (5.198) przyjmie postaé

I 0 0
1 2a-[¢] o

gdzie:

I =diag(1,1,1,1) — macierz diagonalna,

F;={000 — 50} — podwektor wektora F,

Koo — podmacierz macierzy sztywnosci K.
Rozwiazanie uktadu réwnan (5.202) daje wynik

Q={0000 —0.00818 —0.05213 0.01529 — 0.06156} - 1073
Wektor reakcji obliczymy teraz ze wzoru
R=KQ-P’

otrzymujac

R = {—66.667 43.556 66.667 31.444 0 0 0 0}

W przypadku jesli warunki brzegowe sg niejednorodne, np. Q; = a, woéw-
czas oprocz opisanej modyfikacji macierzy K nalezy réwniez zmodyfikowaé
wektor prawej strony F, podstawiajac Fy = Fy —aKy;, dla k = 1,...,n
ik#j,oraz F; = a.



Rozdziat 6

Metoda elementow
brzegowych

6.1. Uwagi wstepne

W rozdziale pierwszym przedstawiono rézne modele matematyczne stacjonar-
nego przeplywu ciepta. Punktami wyjscia byly: sformutowanie lokalne, inaczej
silne, czyli réwnanie rézniczkowe (1.8) i warunki brzegowe (1.2), (1.3), ktére
spelnia poszukiwana funkcja (temperatura) w pewnym obszarze dwuwymia-
rowym.

Po pomnozeniu réwnania (1.8) przez funkcje testowa, dwukrotnym catko-
waniu przez czesci i skorzystaniu z wlasnosci rozwigzania fundamentalnego
otrzymuje sie tozsamos$é Somigliany (1.25). Jest ona ogdlnym wzorem na roz-
wiazanie zagadnienia brzegowego, gwarantujacym dokladne spelnianie réwna-
nia rézniczkowego dla kazdej nieznanej a priori funkcji, okreslonej na brzegu
obszaru (T na I'; i ¢, na I'r). Dopiero odpowiedni dobér tej niewiadomej
funkcji zapewnia spelnianie przez wyrazenie Somigliany réwniez warunkéw
brzegowych. Aby znalezé taka funkcje, rozwiazuje sie odpowiednie, brzego-
we, rownanie catkowe, najczeéciej za pomoca metody elementéw brzegowych
(MEB), omawianej w tym rozdziale.

W kolejnych punktach zajmiemy si¢ wymienionymi ponizej tematami.

(1) Przedstawienie idei metody na przykladzie dwuwymiarowego (2D) pro-
blemu ustalonego przeptywu ciepta z warunkami brzegowymi typu Diri-
chleta, opisanego réwnaniem (1.28).
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(2) Sformulowanie i zastosowanie metody do problemu jednowymiarowego
(1D) na przyktadzie zagadnienia rozciagania preta.

(3) Ogdlne sformutowanie metody dla wybranych zagadnien 2D i 3D w ob-
szarach ograniczonych i nieograniczonych.

(4) Pewne szczegdly algorytmu, m.in. obliczanie calek niewlasciwych i wla-
$ciwych.

(5) Podstawy oszacowania bledu rozwiazania i adaptacji siatki w metodzie
elementéw brzegowych.

(6) Inne metody brzegowe.

6.2. Idea MEB na przykladzie problemu dwuwy-
miarowego

Idea metody elementéw brzegowych zostanie przedstawiona na mozliwie pro-
stym przyktadzie. Bedzie nim réwnanie Laplace’a w obszarze kwadratowym z
warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Jest to szczegélny przypadek zagad-
nienia (1.8), (1.2), (1.3) rozwazanego w rozdziale 1, modelujacego stacjonarny
przeplyw ciepta. Przyjmijmy, Zze obszar () jest kwadratem o boku dlugosci 1
(rys. 6.1), a rozwiazanie ma posta¢ T'(x,y) = xy. Spelnia ono nastepujace
zagadnienie brzegowe:

V2T = 0 w o Q
{ T = T na T (6.1)
gdzie:
0 na AB
T  9*T BC
op 0T O°T o na

viT= Ox? * Oy? T x na CD (6.2)

0 na AD

Zgodnie z tozsamoscia Somigliany (1.25) rozwiazania tego zagadnienia be-
dziemy szukaé w postaci

cT(&n) Z/[T(:v,y)%(w,y,&n) —qn(w,y)T*(w,y,&n)} dt(z,)  (6.3)
r
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Yy
D Py C
es3
eq €2
Py P
€1 Z
A P, B

Rys.6.1. Przyklad testowy — dyskretyzacja czterema elementami brzegowymi stop-
nia zerowego

gdzie (£,7) jest dowolnym punktem wewnetrznym, brzegowym albo nawet ze-
wnetrznym kwadratu. Parametr ¢ oraz funkcje T, ¢, T* sa znane, a jedyna
niewiadoma jest funkcja g, okreslona na brzegu I'. Bedziemy ja dalej oznaczaé,
dla skrécenia zapisu, litera ¢ i, podobnie, odpowiednie rozwigzanie fundamen-
talne za pomoca ¢*

m=¢ G =¢" (6.4)

Jezeli tozsamosé (6.3) zapiszemy dla punktéw brzegowych (€,1) € T, to
otrzymamy nastepujace sformutowanie brzegowe:
ZnaleZé funkcje plx(t),y(t)] : T — R takq, ze Y(&,n) €T

cT(&m) Z/[T(:ﬂ,y)so*(:v,y,é,n) — (@, )T (@, y,&m)] dtay)  (65)
r

1 1
gdzie ¢ = v wierzchotkach A, B,C, D albo ¢ = R pozostalych punktach
brzegu.

Numerycznie mozna réwnanie (6.5) rozwiazaé¢ metodg elementéw brzego-
wych, ktorej algorytm w najprostszej wersji przedstawiono ponizej.

1. Dzielimy brzeg na elementy skonczone, zwane elementami brzegowymi.
Przyjmujemy dla nich stale funkcje ksztaltu (jeden wezel w $rodku),
dajace aproksymacje ,schodkowa’, czyli odcinkowo stata. Mozna ja tu
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zastosowaé, gdyz niewiadoma funkcja ¢ nie jest rézniczkowana, a po-
nadto moze by¢ nieciagta, np. w narozach i w tych punktach nieciagtos¢
aproksymacji jest w pelni uzasadniona.

2. Speliamy réwnanie (6.5) w punktach kollokacji pokrywajacych sie z we-
ztami elementéw brzegowych. Dzieki temu otrzymujemy uklad réwnan
algebraicznych, z ktorego oblicza sie dyskretne wartosci funkcji niewia-
domej, a tym samym przyblizone rozwigzanie brzegowego réwnania cat-
kowego i catego zagadnienia.

3. Temperature w wybranych punktach wnetrza obszaru obliczamy ze wzo-
ru (6.3), wstawiajac za funkcje ¢ jej aproksymacje (w tym zadaniu schod-
kowa).

Zastosujmy powyzszy algorytm, przyjmujac dodatkowo, ze

— brzeg jest podzielony, dla utatwienia, tylko na 4 elementy brzegowe
e1, ez, e3, 4, ktérymi sa boki kwadratu (rys. 6.1),

— wartosci rozwiazania brzegowego w weztach Py (§1,m1), P2(€2,12), Ps(&3,m3),
Py(&4,1m4) oznaczymy odpowiednio ¢1, ¢, ©3, ©4.

Korzystajac z powyzszych zalozen i dodatkowo zastepujac catki po brzegu
sumg calek po kolejnych elementach

/F(w,y)dt = /F(x,y)dt—i—/F(m,y)dt—i—/F(x,y)dt—i—/F(x,y)dt
r €1 €2 €3 €4
réwnanie calkowe (6.5) mozna przeksztalcié¢ do postaci

4
T(m) =3 [ T )" @9 6m)dt ey +

j:lej

DN | =

4
- ¥ /T*(:v,y,&-,m)dt(m,y) i=1,2,3,4
j=1 ¢
J
1 1
(517771) = (570) (§Z7W2) = (17 5)

(&3,m3) = <%,1> (E4,ma) = (0, %)

(6.6)
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Punkty kollokacji (&;,7n;) nazywa si¢ czasem punktami obserwacyjnymi.
Kazdemu z nich odpowiada jedno réwnanie, ktérego wspodtczynniki sa odpo-
wiednimi catkami po kolejnych elementach brzegowych. Tak wiec dla ustalo-
nego (wybranego) punktu obserwacyjnego dokonuje sie ,obiegniecia” calego
brzegu po punktach catkowania (z,y).

Uklad 4 réwnan algebraicznych z 4 niewiadomymi (6.6), 1,2, s, @4,
mozna krétko zapisaé

4
> Ajei=0b i=1,234 (6.7)
j=1

gdzie

Ajj = /T*(x,y7§i,m)dt(m,y>

J

4
_ 1_
bi =) /T(%y)sﬁ*(ﬂf,y,&,m)dt(x,y) - §T(5z',77i)

j:l =

Po obliczeniu wspoétczynnikéw A;;,b;, w sposéb opisany pod koniec tego
punktu, uktad réwnan (6.7) przybiera postaé

.2695E+0 b329F—1 —.6186FE—2 b320F—1 »1
b329F -1 2695E+0 b329FE -1 —.6186E—2 P2
—.6186E—2 b329F—1 .2695E+0 b320F—1 ©3
b329F -1 —.6186FE—2 b320F—1 .2695E+0 P4

1378
—.1378
| —.1378 (6.:8)

1378

Ze wzgledu na przejrzysto$¢ podano te wspélczynniki z dokladnoscia do
czterech cyfr. Faktycznie obliczenia prowadzono w podwdjnej precyzji za po-
moca prostego programu komputerowego. Po rozwiazaniu ukladu (6.8) otrzy-
mujemy

o1 0.5000
¢ | | —0.5000
w3 | | —0.5000

04 0.5000
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Okazuje sie, ze wartosci weztowe pokrywaja sie z dokladnymi wartoscia-
mi nawet na 6-7 miejscach znaczacych. Natomiast poza weztami rozwiazania

numeryczne
1 na e
oh = ©2 na es
©3 na es
4 na ey

i dokladne réznia sie istotnie. Pokazano je na wykresie (rys. 6.2) jako funkcje
naturalnego parametru brzegu, zaczynajacego si¢ w punkcie (A) i przebiega-
jacego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz znane

15 -
1.0 , \

0.5 *—,; ——— (a)

0.0 1 N x 1 N x \

: \, / \
-0.5 —~ - (c)

1.0 — o/

-1.5 -

Rys.6.2. Przyklad testowy — poréwnanie wybranych funkcji na brzegu: rozwiazanie
numeryczne (a), rozwiazanie doktadne (b), btad (c)

jest rozwigzanie doktadne ¢, wiec tatwo jest obliczy¢ btad rozwiazania nume-
rycznego (¢"), czyli funkcje e

e?(t) = p(t) — ¢"(¢) (6.9)
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Wykres bltedu réwniez pokazano na rys. 6.2. Jego norma Lo, obliczona wzorem

e llor= | [les(oPat (6.10)

T

ma warto$é okoto 0.5774, co stanowi 25% normy wyniku doktadnego i jest to
btad globalny numerycznego rozwiazania réwnania catkowego.

W sytuacjach gdy nie jest znane rozwiazanie doktadne, btad obliczen moz-
na oszacowaé¢ za pomoca residuum rozwiazywanego réwnania. W przypadku
rownan catkowych, z ktérymi mamy tu do czynienia, jest to funkcja klasy co
najmniej Ly (T") (catkowalna z kwadratem) i ma w rozwiazywanym przyktadzie
postaé

R[g(s)a 77(8)] = Sum?:l /T(xa y)(p* (1’, Y, 8, n)dt(m,y)

J

4
=) =) v /T*(w,y,f,n)dt(x,m (6.11)

j:l €4

Wykres residuum przedstawiono na rys. 6.3. Jego norma réwna si¢ 0.0978,
czyli stanowi 34% normy prawej strony réwnania catkowego (6.6).

Temperature lub jej pochodne w wybranych punktach wnetrza obszaru
Q) oblicza sie na podstawie tozsamosci Somigliany, z ktorej otrzymujemy po
uwzglednieniu dyskretyzacji nastepujacy wzoér:

4
Th(§777) = Z/T(way)(p*(wayafan)dt(m,y)
jzlej

4
- ij/T*(w,y,f,n)dt(@y) Y(E,n) €N (6.12)
=1

Wiyniki obliczen temperatury w wybranych punktach wnetrza pokazano
w tab. 6.1. Mozna zauwazy¢, ze najwickszy btad wystepuje w poblizu brzegu,
natomiast w $rodku kwadratu uzyskano wynik z 5-cyfrowa dokladnoscia.

Jak w kazdej metodzie komputerowej wicksza dokladnosé obliczen mozna
uzyskaé po zmniejszeniu wymiaréw elementéw brzegowych. W tab. 6.2 i na
rys. 6.4 pokazano wyniki testu zbieznosci, czyli norme bledu rozwiazania (na
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008 g

0.04 —

>
o
O
O
>

-0.04 —

-0.08 —

Rys.6.3. Przyklad testowy — residuum réwnania catkowego

x Y " T

0.50 | 0.50 | 0.2500 | 0.2500
0.30 | 0.30 | 0.0755 | 0.0900
0.10 | 0.10 | -0.0449 | 0.0100
0.50 | 0.90 | 0.4331 | 0.4500

Tabela 6.1. Rozwiazanie numeryczne (T") i doktadne (T') w wybranych punktach
wnetrza

brzegu i wewnatrz) oraz norme residuum jako funkcje dlugoéci elementéw.
Norme btedu we wnetrzu obliczano wg wzoru

e oo $ @ - 12a0

Q

Dla przyktadu rozwiazywanego w tym punkcie wykres logarytmu bledu
niewiadomej brzegowej ", w zaleznosci od logarytmu wymiaru elementu h,
jest praktycznie linia prosta, czyli

In|e?||=alnh+InC
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Dtugos¢ | Norma btedu | Norma | Norma bledu
elementu na brzegu residuum | we wnetrzu
h [ € {lo,r | R lo,r le" [lo.0
1.000 0.57735 0.0978170 0.11927
0.500 0.29823 0.0164449 0.06428
0.333 0.19648 0.0064721 0.05100
0.250 0.14668 0.0033617 0.04185
0.200 0.11699 0.0020559 0.03568
0.167 0.09729 0.0014005 0.03050
0.143 0.08326 0.0010327 0.02556
0.125 0.07277 0.0008098 0.02326
0.111 0.06463 0.0006666 0.02065
0.100 0.05812 0.0005703 0.01870

Tabela 6.2. Wyniki testu zbieznosci

Wynika stad, ze
|le? ||= Ch* (6.13)

gdzie C, a sa dodatnimi statymi. Wyktadnik a, zwany tempem zbieznosci, zale-
zy m.in. od stopnia aproksymacji funkcji niewiadomej. W przyktadzie stopien
aproksymacji wynosi 0, a tempo zbieznosci okolo 1 (rozwiazania na brzegu,
rozwiazania we wnetrzu dla mniejszych h i residuum na brzegu). Na wykresie
6.4 norma bledu we wnetrzu jest mniejsza niz na brzegu i jest to charaktery-
styczna cecha MEB.

W ogélnym przypadku nieciagla aproksymacja, np. taka, jaka zastosowa-
no dla utatwienia w rozwiazywanym przyktadzie, nie gwarantuje jednostajnej
zbieznosci rozwigzania, dlatego tez w praktyce czesciej stosuje sie ciagta aprok-
symacje funkcji niewiadome;j.

Test zbieznosci jest jednym z podstawowych sprawdzianéw kazdego progra-
mu komputerowego, w ktérym stosowane sa metody omawiane w tym podrecz-
niku. Taki test pozwala sprawdzi¢ poprawnosé¢ zastosowanego sformutowania,
poprawnos¢ aproksymacji rozwiazania i samego kodu programu komputero-
wego. Ponadto na podstawie jego wynikéw mozna sprawdzié, czy uzyskuje sie
przewidywane teoretycznie tempo zbieznosci albo eksperymentalnie stwierdzi¢
jakie ono jest.
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1 llello
g
0.1
0.01 o
0.001 —
h
00001 T T T T T T T |
1 0.1

Rys.6.4. Przyklad testowy. Zbiezno$¢ norm: bledu rozwiazania brzegowego (a),
residuum (b) i rozwiazania we wnetrzu (c)

Na zakonczenie tego punktu omoéwimy sposdb obliczania catek krzywoli-
niowych po elementach brzegowych. Catki te wystepuja we wzorach na

e wspolczynniki uktadu réwnan algebraicznych,
e residuum réwnania brzegowego,
e rozwiazanie we wnetrzu kwadratu.

Sa one dwojakiego typu, a mianowicie:

Lij = /T*(way,§i7ﬁi)dt(x,y) Jij = /T(ﬂﬁay)@*(w,y,&mi)dt(x,y) (6.14)
€j €j

gdzie i,j = 1,...,4. Przyjmijmy dodatkowo, ze jezeli (§;,7;) nalezy do wnetrza
obszaru Q (we wzorze (6.3)), to i = 0.
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Wspoétezynniki I;;, J;; dla i # j mozna obliczy¢ numerycznie, np. kwadra-
tura Gaussa-Legendre’a (stosowano pie¢ wezléw), natomiast dla ¢ = j obli-
czymy je analitycznie. Sa one wtedy niewtasciwe, poniewaz funkcja podcatko-
wa zalezy od logarytmu odleglosci albo od odwrotnosci odlegtosci od punktu
(&, mi), nalezacego do odcinka, po ktérym odbywa si¢ catkowanie.

Przyktadowo
1 1 / 1
I = /T*(x,O, §,O)dx = —m/ln(x — 5)2dm
€1 0
1 / 1 1 1 1
=—— /ln(az - E)dx =—— Elm In(z — §)dx
1 ite
1 1.1 1 1
- ] “ln=—=—¢l =—(n2+1
o dm (g — g melete) =g in2+ D)
Calki drugiego typu
Ji=0  Vie{1,2,3,4) (6.15)

gdyz

L T — &+ (1 — p )
¢*(x7y7£ia77i) == 2— ( él) x > (y 77@) Y
d r

a dla elementu prostoliniowego wektor (x — &,y — 7;) jest do niego styczny,
wiec licznik wzoru (6.15) bedzie iloczynem skalarnym dwdéch prostopadlych
wektorow.

Celem tego punktu bylo przedstawienie, w mozliwie jak najprostszy spo-
sob, metody elementéw brzegowych. Bazuje ona na sformutowaniu rozwiazy-
wanego zagadnienia w postaci brzegowego réwnania catkowego, ktore rozwia-
zuje sie np. metoda kollokacji punktowej, korzystajac z aproksymacji, takiej
jak w metodzie elementow skonczonych. Poniewaz funkcja niewiadoma nie jest
rozniczkowana, wiec mozna zastosowaé nawet state funkcje ksztaltu. W dal-
szych punktach zostana omoéwione aproksymacja wyzszego stopnia i zastoso-
wanie metody Bubnowa-Galerkina zamiast metody kollokacji do rozwiazania
réwnania catkowego.
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6.3. Metoda brzegowa w zagadnieniu jednowymia-
rowym

Szczegdlnie proste jest rozwiazywanie metodg brzegows zagadnien jednowy-
miarowych (1D), gdyz brzeg sklada si¢ wtedy z dwoch punktéw, a niewiado-
mymi brzegowymi sg nie funkcje, tylko liczby. W zwiazku z tym zamiast catko-
wego réwnania brzegowego otrzymujemy uklad dwéch rownan algebraicznych,
ktory mozna rozwiagzaé doktadnie i tym samym uzyska¢ dokladne rozwiazanie
catego zadania. Dzicki temu metoda brzegowa w zagadnieniach 1D nie jest
metoda numeryczna, tylko sposobem otrzymania doktadnego rozwiazania na
drodze analityczne;j.

Rozwazmy pret (rys.6.5) o dlugosci [ i o stalej sztywnosci AE, obciazo-
ny obciazeniem ciaglym f(x) dzialajacym w kierunku prostoliniowe]j osi pre-
ta i przytozonym wzdtuz tej osi, zamocowany na jednym albo obu koncach.
Zakladamy standardowo, ze kazdy punkt dowolnego przekroju poprzecznego
przemieszcza si¢ jednakowo w kierunku osi preta i ze jedyna niezerowa skta-
dowa tensora naprezenia o,,, oznaczana dalej krotko o, jest stata w przekroju
poprzecznym.

f(x)

0 l

Rys.6.5. Zadanie rozciagania preta — przyktadowe zamocowanie i obciazenie

Rozwiazanie tego zadania polega na obliczeniu funkcji przemieszczen u(z),
odksztalcen e(x) (skladowa e,,) i naprezen o (z) lub sity osiowej S(z) = o(z)A.
7 drugiej zasady dynamiki Newtona i z zalozenia o krétkozasiegowosci sit mie-
dzyczasteczkowych wynika nastepujace rownanie réwnowagi dla preta o stalym
przekroju A z obciagzeniem f, ktorego wartosé jest funkcja ciagla

Ai—z = —f(x) Vze (0, (6.16)

du
Po zalozeniu geometrycznej liniowosci <€ = d_> i przyjeciu prawa Hooke’a
x
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(o0 = Ee¢), ze stalym modulem Younga F, otrzymamy réwnanie

d2
AEd—xZ = f(z) Vze(0,)

+warunki brzegowe dla =0 i x =1

(6.17)

Jest to sformutowanie lokalne. Postepujac analogicznie jak w rozdziale 1,
przeksztalcimy zagadnienie (6.17) do sformulowania brzegowego.

Pomnozenie réwnania (6.17) przez funkcje testowa v i calkowanie przez
czesci prowadzi do réwnania

l l
u du
0 0

Ograniczenie przestrzeni funkcji testowych V' do takich, ktére spelniaja
zerowe kinematyczne warunki brzegowe prowadzitoby do zasady prac wirtual-
nych (faktycznie do tej zasady z dodatkowo uwzglednionym prawem Hooke’a).
Nie robi sie¢ tego przy wyprowadzaniu sformutowania brzegowego, a w zamian
stosuje jeszcze raz caltkowanie przez czesci. Otrzymamy wtedy zasade Bettiego-
-Maxwella

AE / ( )udx +
(6.18)

Skorzystamy teraz z rozwiazania fundamentalnego réwnania (6.17), czyli
funkcji v* spelniajacej w sensie dystrybucyjnym warunek

l
:/vfdm YoeV
0

l l

:/vfdm—i-

0 0

l
YvoeV

dUAE
dx Y

AE du
v dx

0

ALY _ s v R 6.19
@——(ﬂﬁ—f) x,§ € (6.19)

Ma ona nastepujaca postaé (rys. 6.6):

v*(x>£) = {

Aby podstawié v* za v we wzorze (6.18), nalezy zapisa¢ odpowiednie catki
i granice dla odcinka (0,1) bez otoczenia punktu ¢ o promieniu dlugosci e,
czyli odcinka (§ —e€,£ +¢), gdyz rozwiazanie fundamentalne nie ma pochodnej

(152 +1] dla z<¢
(6.20)

N N
tq|“ tq|“

[(1—2)¢+1 dla z>¢



252 6. Metoda elementéw brzegowych

Rys.6.6. Zadanie rozciagania preta — wykres rozwiazania fundamentalnego v*(x, £)
dlaz,£€0,1], I=1

dla z = £. Dokonujac przejécia granicznego z € do zera, otrzymuje si¢ nastepu-
jaca postac¢ rozwiazania w dowolnym punkcie wewnetrznym preta (tozsamosé
Somigliany)

l
u© = [v@Of@da + [ (0,O8() - 5" @ @I 5, V€ (0,])
0

(6.21)
gdzie

—% dla z < ¢

a6 =B L
!

dx — dla > ¢

Wzér (6.21) przedstawia ogdlna postaé poszukiwanego przemieszczenia.
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Mozna z niego otrzymaé¢ réwniez ogdlna postacé sity osiowej

l
5(6) = ABGE = [ V(@1 + [V (0,05() - 8@ 9u()] [
0

vE € (0,0)
(6.22)
gdzie
Ov* -z dla = < ¢
V(&) = ABS =) !
0g 1-2 dla o> ¢
(o o) = apds _ _AE
S(w,{)—AEd€ =-7 dla = # ¢

Funkcje u (6.21), S (6.22) sa rozwiazaniem zadania, jezeli znamy cztery
wielkosci brzegowe: u(0),u(l),S(0),S(l), ale w prawidlowo postawionym za-
gadnieniu dane sg tylko dwie z nich. Pozostate dwie mozna obliczy¢ z uktadu
réwnan brzegowych powstalych przez zapisanie réwnosci (6.21), (6.22) dla
punktow & = 0, & = [. Zapiszmy pierwszy wzor dla £ = 0, a drugi dla & = .
Mozna, réwniez odwrotnie, na lewym koncu zapisa¢ wyrazenie na site osio-
wa, a na prawym na przemieszczenie i to bez wzgledu na to, jakiego typu sa
warunki brzegowe. Jednak specyfika zadania 1D wymaga wykorzystania obu
wzorow, aby otrzymany z nich uktad brzegowych réwnan algebraicznych nie
byl osobliwy.

Poniewaz zalozylidmy, ze £ jest punktem wewnetrznym odcinka, wiec przyj-
miemy spelnienie tozsamosci Somigliany dla ¢ = 07 i & = [~. Otrzymamy
wtedy uktad dwoéch réwnan algebraicznych

u(0h) = /lv*(x, 07) f(z)dz + s*(0,07)u(0) — v*(0,07)S(0)+
0 — (1,07 u(l) +v*(1,07)S()

S(I7) = /l V¥ (2, 17) f(2)dz + 8*(0,17)u(0) — V*(0,17)S(0)+
: — 8 (L1 )u(l) + V*(1,17)S(1)
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Po obliczeniu wspétczynnikéw w powyzszych réwnaniach i przyjeciu ozna-
czen uw(0T) = u(0) = ug, u(l™) = u(l) = v, SI7) = S(0) =Sy, S(I) =5
mozna je zapisa¢ w nastepujacy sposob:

]
! * + 0
OJ"U (,07) f(z)dz . 0 —ﬁ 0 ﬁ ] So _ [ ! } (6.23)
l _ )
SV (x, 1) f(z)dx 0 A " 0
0

L Sl -

Zastosujmy ten uktad algebraicznych réwnan brzegowych dla preta po-
dobnego jak na rys. 6.5, z zamocowaniem po lewej stronie i obciazonego tylko
sila skupiona na prawym koncu (u(0) = 0, S(I) = P). Wiemy wiec, ze
f(z) =0, ug =0, S; = P, a po rozwiazaniu ukladu réwnan (6.23) otrzymuje-
my
_ PI
~AE

Znajac wszystkie cztery wielkosci brzegowe, otrzymujemy ze wzoréw (6.21),
(6.22) rozwiazanie (dokladne) w dowolnym punkcie preta

So=P u;

WO ==t SEO=P

Dla kazdego innego obciazenia i warunkéw zamocowania rozwiagzanie za-
dania preta metoda brzegows bedzie rowniez dokladne.

6.4. Metoda brzegowa dla wybranych zagadnien
dwuwymiarowych i tré6jwymiarowych

Wiadomosci zawarte w tym i nastepnym rozdziale stanowia rozszerzenie i usci-
Slenie pewnych poje¢ zwiazanych z MEB. Ich znajomos$¢ nie jest konieczna do
zrozumienia podstawowej idei podejscia brzegowego. Powréémy do zagadnie-
nia 2D, to jest stacjonarnego przeplywu ciepta opisanego zagadnieniem brze-
gowym (1.8), (1.2), (1.3). Zajmiemy si¢ wyprowadzeniem rozwiazania funda-
mentalnego i sformutowania brzegowego, a nastepnie réznymi algorytmami
MEB dla tego problemu.
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6.4.1. Wyprowadzenie rozwigzania fundamentalnego

W celu wyprowadzenia rozwiazania fundamentalnego zapiszmy definiujace go
réwnanie (1.15) w biegunowym ukladzie wspélrzednych r, 0, przyjmujac po-
czatek w punkcie (§,n) przylozenia zrédla punktowego. Jezeli chwilowo wyla-
czymy ten punkt z rozwazan, to rozwigzanie fundamentalne speini warunek

LO 07 L 10 o ey >0 (6.24)

ror \" or r2 00 nYLT ’
Ze wzgledu na osiowg symetri¢ ostatnie rownanie upraszcza si¢ do naste-

pujacego
L9 ) _ 0 Vr >0 6.25
ror \"or )~ re (6:25)
Po dwukrotnym znalezieniu funkcji pierwotnej otrzymujemy

v =Alnr+ B (6.26)
Stala B mozna przyjaé réwng zeru, albo B = —Alnrg, gdzie rg jest ar-

bitralnie przyjeta dtugoscia stuzaca do uzyskania bezwymiarowego wyrazenia
pod logarytmem. Natomiast stala A obliczymy z warunku (1.20), czyli spel-
niajac

—k / oV dzdey = o(&1,&2) YoeV (6.27)
BQ
Lewsa strone ostatniego réwnania przeksztatcimy nastepujaco:
/QDVQU*dCCldxz =
RQ

= / V2 v*dzidasy (definicja pochodnej dystrybucyjne;j)
B 2
[ 0 ( 00 o . .
=21A / Inr — | r— |dr (zmiana zmiennych i symetria)
/ or \ or

R R
=27A lim {—/g—@dr + |:’I“ In Tg—gp} | } (catkowanie przez czesci)
r
£ £

R — oo T
e —0

=21 Ap(&1,82) (ograniczony nosnik funkcji ¢).
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Wykorzystujac powyzszy wynik w réwnaniu (6.27), otrzymamy

1
A= ——— 6.28
2wk ( )

6.4.2. Wyprowadzenie tozsamosci Somigliany

Rozwazmy teraz szczegbdlowo ostatni etap wyprowadzenia tozsamosci Somi-
gliany dla zagadnienia Laplace’a. Polega on na podstawieniu za funkcje testowa
w zasadzie Bettiego-Maxwella (1.24) rozwiazania fundamentalnego 7™, ktére
ma osobliwo$é typu logarytmicznego w punkcie (£, 7). Dlatego, podobnie jak w
przypadku 1D, zamiast catego obszaru {2 nalezy rozwazy¢ obszar () bez kota
K o $rodku w punkcie (£,7) i o promieniu dlugosci €, a nastepnie dokonaé
przejécia granicznego, dazac z dtugoécia promienia do zera. Dla obszaru Q\ K'!
z brzegiem (I'\ K) U (0K N Q) mamy

Rys.6.7. Zadanie 2D — obszar catkowania przy wyprowadzaniu tozsamosci Somi-
gliany dla réznych potozen punktu osobliwo$ci

- / T*fdQ — / T5kT dQ+

Q\K Q\K
+ / (T3nikT + T* gimy) dT + / (T3nikT + T* gini) AT =0 (6.29)
\K AKNQ

'O\ K oznacza réznice zbioréw Q, K, czyli zbiér punktéw nalezacych do € i nie nalezacych
do K.
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Graniczne wartosci poszczegdlnych wyrazen sg nastepujace:

lim T*fdQ = / T*fdQ (calka niewlasciwa)
e—0

O\K Q
lim THkTdQ =0 (bo  Ve>0, T% =0)
e—20 ’ ’

o\K
lim (T3nikT +T* g;m;) dT (6.30)
e —0 ’

I\K

— / (T’;nsz +T*q; n,) dr (calka niewlasciwa)

r

Przed rozwazeniem ostatniej granicy zauwazmy, ze poczawszy od pewnej
wartodci €, krzywa 0K N Q (rys. 6.7) jest

(a) zbiorem pustym, albo
(b) tukiem okregu opartym na kacie ¥(e), albo
(c) okregiem (W = 2m).

W pierwszym przypadku catka po 0K NS we wzorze (6.29) znika, a w pozo-
stalych, na podstawie twierdzenia o wartosci Sredniej dla catek, istnieja punkty
(2,9) i (&,9) € OK NQ takie, ze odpowiednie calki mozna zastapi¢ iloczy-
nem wartosci funkcji podcatkowej w odpowiednim punkcie przez dtugosé tuku
(e¥(e), po ktérym odbywa sie catkowanie, czyli

1 ecosa(—cosa)+ esina(—sina)

TinkTdl = —— 5 T(#,§)ke¥(c) =
OKNQ
v(e)
= T 7 [
27T (x7 y)
oraz .
. . qn(Z
Ehino / T* gin;dl' = —Ehino l\Il(a) ;Sk)aln €‘|
OKNQ
wiec
. . N v
lim / (T3nkT +T* gin;) dT = -—T(&,7) (6.31)
e—0 ’ 27T

OKNQ
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gdzie U jest przykladowo réowne 7 dla (£, n) nalezacego do gtadkiej czesci brze-
gu, a T dla wierzchotka prostokata. Po wstawieniu granicznych wartosci (6.30),

(6.31) do wzoru (6.29) otrzymuje sie wyprowadzona wczesniej, ale bez powyz-
szych szczegbléow, tozsamosé Somigliany (1.25) z parametrem ¢ obliczanym
w nastepujacy sposob:

1 dla punktéw wewnetrznych,
v .
c= o dla punktéw brzegowych, (6.32)
™
0 dla punktéw zewnetrznych.

6.4.3. Wariacyjne sformutowanie calkowego réwnania brzego-
wego

Rozwazmy teraz bardziej ogdlny przypadek warunkéw brzegowych niz po-
przednio, czyli zar6wno typu Dirichleta (1.2), jak i Neumanna (1.3). Powo-
duje to, ze niewiadoma funkcja jest temperatura na czesci I'y i intensywnosé
strumienia ciepla (pochodna normalna pomnozona przez stala materialowa k)
na pozostalej czesci I'r brzegu I'. Sformutowanie brzegowe ma wtedy postaé
nastepujaca:

ZnaleZé funkcje o : I' = R

T(s) na Ty
pls) = {

qn(S) na I'r
takg, Ze
ql *
5761, &2)e(61, &) _/90('7;17'%'2)(171('7;17'%'2751752)dt(:v1,:v2)+

+/Sp(xth)T*(xlaané.th)dt(ml,xg) =
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- —%[1 — (&1, &)IT (&1, &2)+

+ /T(m,ﬂ@)q;(ﬂcl,wm&?&)dt(ml,zg)—i‘
I'r

- /an('rla x2)T*(‘T1, X2, 515 52) dt(xl,x2)+
Fq

+ /f(CU1,332)T*(CU1,C'32,51,52)d~’61dl“2 V(&1,&) el
Q

gdzie

1 dla (51,52) qu
7(51752) =
0 dla (&1,&) € T'r

Ogdlng metoda rozwiazania takiego réwnania jest podejscie wariacyjne,
ktére daje nastepujace sformutowanie brzegowe: ZnaleZé ¢ : I' — R takq, Ze

/1/} |: Y 51752 /T xlaxQ)Qn(x17x27§17§2) dt(xl,azg)+

q

+/QH(xlax2)T*(x1,x27£17£2) dt(l‘l,mg) ds(fl,fg) =

= [606) | 5o =T +
r

+ /T(x17$2)Q:L($17$2=§17§2)dt(ml,xg) +
I'r

—/?n(iﬂl,ﬁﬂz)T*(ﬂ?l,m,&,ﬁz)dt(xl,xg) +
Fq

+/f(9617902)T*(961,962,§1,§2)dw1dxz dse, e V€ V(D)
Q
(6.33)

gdzie V(T') jest przestrzenia funkcji testowych. Zamiast dokladnego rozwia-
zania zagadnienia (6.33) bedziemy obliczaé jego aproksymacje ¢ w pewnej
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skoniczenie wymiarowej przestrzeni Vj, czyli w postaci
N
©"(s) = aix(s) (6.34)
i=1

Funkcje bazowe x(s) zaleza od przyjetej metody numerycznej. W przypad-
ku MES i MEB sa to bazowe funkcje ksztaltu. Gdyby zastosowaé¢ metode typu
réznic skonczonych (podejscie bezsiatkowe), bylyby to np. funkcje wynikajace
z aproksymacji metoda ruchomych, wazonych, najmniejszych kwadratéw.

Przyjmujac, ze funkcje testowe sa aproksymowane przez te same funkcje
X, otrzymuje sie uklad réwnan algebraicznych na niewiadome a;

Ha=b (6.35)

gdzie

v

Hi; = /Xz‘(S) g’YXj(S) - /Xj(t)q:L[xl(t%xQ(t)a&(S)a&(S)] dt +
r P

+ [ OT .20, 80). )]t
I'r

\\) _
—(1-T
27T( )T +

bi = /Xi(s) {/f(xlgx2)T*|:x1,332’51(8),52(5)] dzdry —
Q

T

+ [Tl (0, 22(0),€0(5), ()] de+

I'r

= [T () m0). 09 ()

Ly

Taki uktad réwnan jest symetryczny i pelny. W przypadku metody kol-
lokacji byl réowniez pelny, ale niesymetryczny, jednak obliczanie jego wspot-
czynnikéw nie wymagalto dwukrotnego catkowania. Uklad ten dla przyktadu
testowego z punktu 6.2, po zastosowaniu do odpowiednich catek 5-punktowej
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kwadratury Gaussa-Legendre’a, ma postaé

2388E+0 BH864E—-1 —.1127FE -1 .b864F —1 ay

.b864F —1 2388E+0 Bb864E -1 —.1127TE—1 as
—1127E—-1 Hb864E—1 2388E+0 .b864F —1 az |

b864E -1 —.1127E—1 .b864E —1 2388E+0 a4

1252
—.1249
| —.1249 (6.36)
1252
Po rozwiazaniu uktadu (6.36) otrzymujemy
ay 0.5005
ay | | —0.4997
as | | —0.4997 (6.37)
aq 0.5005

Wartosci rozwigzania we wnetrzu pokrywaja sie praktycznie z wynikami uzy-
skanymi metoda kollokacji.

6.4.4. Aproksymacja funkcji brzegowych w narozach

W ogélnym przypadku funkcja T jest ciggla na calym brzegu i dlatego do
jej aproksymacji stosuje sie elementy dostosowane. Szczegdlnej uwagi wymaga
natomiast aproksymacja funkcji ¢,, ktora w narozach albo w miejscu zmiany
sobciazenia” moze by¢ nieciagta. Mozliwe sg przynajmniej nastepujace sposo-
by uwzglednienia tego faktu:

e Wprowadzenie ciaglej aproksymacji i modelowanie niecigglosci odpowie-
dnio malymi elementami brzegowymi (rys.6.8a). Prowadzi to do pew-
nych btedéw, zwykle jednak niewielkich i zlokalizowanych w poblizu nie-
ciagtosci.

e Wprowadzenie niecigglej aproksymacji rozwiagzania, najlepiej tylko w pun-
ktach, w ktérych ta nieciggloéé sie pojawia. Oznacza to, ze odpowie-
dnie wezty konicowe elementéw brzegowych sa traktowane jako naleza-
ce do wnetrza elementu (rys.6.8b). Nie stwarza to komplikacji w wersji
Bubnowa-Galerkina, ale wymaga dodatkowych zabiegéw przy metodzie
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kollokacji. Potrzebne jest albo wprowadzenie dodatkowych réwnan, al-
bo zastosowanie punktéw kollokacji nie pokrywajacych sie z weztowymi,
albo tez odsuniecie weztéow od koncéw elementéw o arbitralnie przyje-
ta odlegtosé, np. % dlugosci elementu (rys.6.8c). Gdyby ta nieciaglosé
wystepowala na koncu kazdego elementu (nawet jezeli rozwiazanie jest
tam ciagle), to taka aproksymacja nie gwarantowalaby zbieznoséci meto-
dy (monotonicznego zmniejszania sie bledu wraz z malejaca dlugoscia
elementow). Dlatego nieciaglo$é¢ nalezy wprowadzaé¢ tylko w narozach
faktycznie wystepujacych w danym obszarze, a nie np. w narozach po-
wstajacych przez dyskretyzacje gladkiego, krzywoliniowego brzegu za
pomoca elementéw liniowych.

(a) (b) ()

Rys.6.8. Zadanie 2D — aproksymacja funkcji nieciaglej w narozu: ,male” elementy

(a), wezly podwdjne (b), odsuniete wezly koncowe (c)

6.4.5. MEB w zagadnieniach teorii sprezystosci

Bardzo podobnie jak zagadnienie Poissona rozwiazuje sie¢ zadania teorii spre-
zystoéci. Podstawowa niewiadoma jest w tym przypadku pole przemieszczen,
a tozsamosé Somigliany, czyli wzér reprezentujacy rozwigzanie, ma postaé

Cua(Y) = /bj(X)Uaj(Xay) dx + / [tj(X)UOéj (X7 y) - uj(X)TOéj(Xay)] dsx
Q

gdzie:

[2)9]
(6.38)

Uaj(x,y) — rozwigzanie fundamentalne Kelvina dla zagadnienia teo-
rii sprezystosci, majace interpretacje j-tej wspolrzednej przemieszczenia
w punkcie x od jednostkowej sity skupionej przylozonej w punkcie y
i w kierunku «, w obszarze rozciagnietym do calej plaszczyzny R?,

Toj = Sajk i — oblicza si¢ na brzegu obszaru, ny sa wspolrzednymi
wersora normalnego, zewnetrznego do tego brzegu,
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Sajk — sktadowe tensora naprezen w punkcie x od jednostkowej sity sku-
pionej przyltozonej w punkcie y w kierunku osi «,

tj,b; — sktadowe obcigzenia na brzegu i we wnetrzu,
c — parametr zalezny od poltozenia punktu y,
i, j,k,a=1,2

Dla ptaskiego stanu odksztalcenia

1+v r papj]
Upyj=————— |(dv—=3)In| — ) bai 6.39
7 4nE(1 —v) [( v=3)n (7“0) " r? (639
Il+v 1 2pzpjpa}
St 27E(1 —v) r? {( v)(Oiapj + Gjapi + dijpa) + 2 (6.40)

gdzie p; = x; — &, %= pi + p3.

Zasadnicza réznica miedzy zagadnieniem Poissona a plaskim zadaniem
teorii sprezystosci jest to, ze obecnie niewiadoma funkcja przyjmuje warto-
sci wektorowe. W zwiazku z tym w zadaniach 2D, do obliczenia rozwiazania
z tozsamosci Somigliany (6.38), w kazdym punkcie brzegu nalezy znaé¢ dwie
sktadowe przemieszczenia (u1,uz) i dwie sktadowe obciazenia (t1,t3). Tylko
potowa z tych czterech wielkosci jest znana z warunkéw brzegowych. Przykta-
dowo dla tarczy pokazanej na rys. 6.9 z warunkéw brzegowych wiemy, ze

t1=O UQZO na AB
ti=p to=0 na BC
t1=0 ta =0 na CDEF
up =0 ty=0 na AFE

Przyjeto, ze tarcza wykonana jest ze stali o module Younga F = 200 GPa
i wspoltczynniku Poissona v = 0.3. Zastosowano program do analizy ptaskiego
stanu odksztalcenia, wiec aby uzyskaé¢ rozwigzanie dla ptaskiego stanu napre-
zenia, wstawiono stale materialowe zmodyfikowane w ponizszy sposéb

B 1+ 2v o v
(14+v)%’ 1+v
Przyjmujac obcigzenie 100 N rozlozone na boku BC o ditugoéci 0.1 m
i zaktadajac grubos¢ tarczy d=0.01m, otrzymuje si¢ stale obciazenie brzegu
100

— "  _ 100kPa.
01001  00kPa

q
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Rozwiazanie przy 800 brzegowych stopniach swobody aproksymujacych

ur o na AB
U] Us na BC
U] U na CDFE
t1 (75 na AFE

pokazano na rys. 6.10. Pochodne rozwigzania doktadnego w narozu wewne-
trznym D sa osobliwe (koncentracja naprezen). W poblizu tego punktu nalezy
spodziewaé sie najwiekszego bledu. Aby go zmniejszyé, nalezaloby tam zage-
Sci¢ elementy.

A X9

0.1

—— T

Rys.6.9. Tarcza — schemat podparcia i obciazenia

6.4.6. MEB dla obszaréw nieograniczonych

Jedng z zalet MEB jest tatwosé jej zastosowania do obszaréw nieograniczo-
nych, np. przy analizie deformacji gruntu woko6l tunelu (statyka), odbicia
dzwieku od okretu podwodnego (akustyka), odbicia promieni radaru od sa-
molotu (elektromagnetyka). Inne metody komputerowe wymagaja w takich
zadaniach zastosowania albo skoficzonego obszaru obliczeniowego i psujacych
doktadnosé rozwiazania, szczegdlnie w zjawiskach falowych, odpowiednich wa-
runkéw brzegowych, albo elementéw nieskonczonych wymagajacych z kolei
specjalnej aproksymacji w kierunku radialnym.
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Rys.6.10. Tarcza — numerycznie obliczone poziome i pionowe sktadowe pola prze-
mieszczen

W tozsamosci Somigliany dla obszaru nieograniczonego catka po obszarze
znika w przypadku braku Zrédet i pozostaje catkowanie wylacznie po ograni-
czonym brzegu. Caly algorytm MEB pozostaje praktycznie bez zmian.

6.5. Calkowanie w metodzie elementéw brzegowych

Jedna z podstawowych trudnosci w stosowaniu MEB jest obliczanie catek nie-
wiladciwych i ,,bliskich” niewtasciwym, czyli takich, w ktérych funkcja podcat-
kowa nie ma osobliwo$ci, ale jest calkowana w jej poblizu, np. po elemencie
brzegowym sasiadujacym z elementem, do ktérego nalezy punkt osobliwy.

Na poczatku przytoczmy twierdzenie méwiace, kiedy catki z funkcji wy-
stepujacych w rozwigzaniach fundamentalnych sg niewlasciwe.

Twierdzenie 6

Zatozenia
1
1 I= / ~ da.
rm
D

2. D CR",D - obszar ograniczony, n=1,2,5.

3. Obszar D zawiera punkt osobliwosci, od ktdrego obliczana jest od-
leglo$é, oznaczona przez r.
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Teza ) .
m <0 = 31 joko calka wilasciwa
0<m<n = 31 jako caltka niewlasciwa w sensie klasycznym
m=mn = 31 jako calka niewlasciwa w sensie wartosci

gtownej Cauchy’ego
n<m = 71,
vn [Inrde € R
D

Dla uzupelnienia podamy jeszcze definicje catek niewlasciwych w sensie
klasycznym i w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego po odcinku [a, b] z funkcji
F(r), majacej osobliwo$¢ w punkcie ¢ € (a,b).

Definicja. JeZeli istniejg granice

c—e¢ b

lim F(r)dr i lim F(r)dr (6.41)
e—0 §—0
a c+o

b

to ich suma jest wartoscig calki niewlasciwej [ F(r)dr.
a

Definicja. JeZeli istnieje granica

lim

e —0

C/_EF(T)dT + /b F(r)dr (6.42)

cte

b

to jest ona wartoscig gléwng calki niewlasciwej [ F(r)dr.
a

Zrédlem osobliwosci w MEB jest rozwiazanie fundamentalne. Typy tych
osobliwos$ci i rodzaje zwiazanych z nimi calek niewtasciwych dla réznych rze-
dow réwnan rézniczkowych i wymiaréw przestrzeni, w ktorych sg rozwiazy-
wane zestawiono w tab.6.3. Z twierdzenia 6 wynika, ze catki z rozwiazan fun-
damentalnych sa albo wlasciwe, albo istnieja w sensie klasycznym, natomiast
calki z pochodnych rozwiazania fundamentalnego, majacych wyzszy rzad oso-
bliwosci, albo sa wlasciwe (1D), albo istnieja w sensie wartosci gtéwnej. Dla
zagadnien czwartego rzedu (belki, plyty) rozwiazania fundamentalne sa funk-
cjami klasy C? (1D), typu r2Inr (2D) oraz rInr (3D). Ich drugie i trzecie
pochodne sa funkcjami takiego rodzaju, jak rozwigzania fundamentalne i ich
pochodne dla zagadnien drugiego rzedu (zestawione w tabeli 6.3).
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k — wymiar zadania (Q € R") 1 2 3
n — wymiar brzegu I' = 0Q, (n=k—1) 0 1 2
Typ rozwiazania fundamentalnego C°| Inr %
Rzad osobliwosci (m z twierdzenia 6) -1],05" |1
Rzad osobliwosci pochodnej rozwiazania fundamentalnego | 0 1 2

Tabela 6.3. Zestawienie typéw osobliwoéci rozwiazania fundamentalnego dla za-
gadnien drugiego rzedu i wymiaréw obszaréw, po ktorych sg caltko-
wane — rzad osobliwoéci ,,0.5” oznacza symbolicznie osobliwos$é typu
logarytmicznego

Sposéréd wielu metod obliczania catek niewlasciwych oméwimy kolejno:
analityczna, numeryczna, ruchu sztywnego i analityczno-numeryczna.

Metoda analityczna

Podejscie analityczne, mozliwe do zastosowania tylko w niektorych przypad-
kach, daje wynik dokltadny. Ten sposéb obliczania calek niewtasciwych (przy
okazji réowniez wlasciwych) oméwimy na przykladzie zadania z punktu 6.2.
W ogélnym przypadku, np. elementéw krzywoliniowych, catki I;;, J;; oblicza
sig, korzystajac z elementu wzorcowego. Umozliwia on zaréwno tatwa definicje
funkcji ksztaltu, jak i sprowadzenie calkowania do odcinka [0,1] (ewentual-
nie [-1,1]), dla ktérego sa stablicowane wagi i punkty kwadratur calkowania
numerycznego.

Przyjmijmy, ze elementem wzorcowym jest odcinek [0,1] na osi 7 (rys.
6.11). Zdefiniujmy na nim stala funkcje ksztaltu N(T) do aproksymacji roz-
wigzania réwnania calkowego i dwie liniowe funkeje ksztattu ¢y (1), o (7) do
aproksymacji geometrii elementéw brzegowych (element superparametryczny)

N(r)=1 i(r)=1—7  o(r)=r1

Jezeli element prostoliniowy e; ma konce P(z1,y1), Q(22,92), to jego row-
nanie parametryczne, albo inaczej pewne odwzorowanie g; elementu wzorco-
wego na j-ty rzeczywisty, ma postaé

gj+ Rj(1) = [2191(7) + 222(1)] i + [y1901 (T) + yota(7)] j
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>

0

Rys.6.11. Element wzorcowy (€) i jego odwzorowanie (g;) na element rzeczywisty

(e;)

gdzie R; jest wektorem wodzacym punktéw nalezgcych do elementu rzeczy-
wistego e;, 7 € [0,1], a i,j sa wersorami osi (z,y) globalnego ukladu wspoét-
rzednych. Po przeksztalceniu otrzymamy

Rj(7) = o1 + (w2 —x)7]i+ [y1 + (2 — y1)7]J

Funkcje ksztaltu na elementach rzeczywistych sa ztozeniem odwzorowania
g; i funkcji N, czyli
N1
N=N og;
Faktycznie dla elementéow stosowanych w przyktadzie mamy N = 1.
Do catkowania potrzebna bedzie pochodna wektora wodzacego R;

dR;
d_J: (xo —x1)i+ (y2 —y1)J
-

Mozna teraz sprowadzi¢ caltkowanie po elemencie rzeczywistym do catko-
wania po elemencie wzorcowym w nastepujacy sposob:

1
. dR;dR;
Iij = O/T [2(m),y(7). & m)] [ 47
. TS (6.43)
I * . b’}
Ty 0/ [2(), (7)) @ [ (r), (7). iy mi)] | 2 d
. . [dR;dR; . . ) . .
Wyrazenie T 4 jest odpowiednikiem jakobianu, gdyz wyraza pro-
T dr

porcje¢ zmiany diugosci przy transformacji g;. Dla elementu prostoliniowego
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jest stale i réwne dlugosci elementu rzeczywistego. Po oznaczeniu tego wyra-
zenia przez h; wzory przyjmujg postac

1
Iy = hy [ T*la(r),y(r),&mo)] dr

° (6.44)
T = by [ Tla(),y()] ¢ lo(r),y(r), i) dr
0
gdzie
(r)=z1+ @2 —z)7  y(7)=y1+ (Y2 —y1)7
1 1 —&i —
T*($>y>£ia77i) = —m In 72 go*(:v,y,&-,m) = % <x ng Ny + y 7‘2n ny)

r? = (21— &)% + (22 — i)’
Ny, Ny 58 Wspolrzednymi wersora normalnej w punkcie (&;,7;), zewnetrznej do
obszaru.

Obliczmy teraz odleglto$¢ r miedzy dwoma punktami [£(7;),n(7;)] oraz
[z(7),y(7)] nalezacymi do odcinka e;. Zalézmy na poczatku, ze punkt (£,7)
nalezy do wnetrza i-tego odcinka i dzieli go na odcinki o dtugosciach hg, hy

r=y/[o1+ (w2 —a1)T — 21 — (22 — 2T+ Y1 + (2 — )7 —y1 — (Y2 — 1))

a po uproszczeniu

r = hi’T — T z‘
Mozna teraz obliczy¢ pierwsza z calek

1
1
I, = — . 1 . .
(4] 27T]€h2/ n[(hl‘T TZD]dT

0
L T 1
= _27;]{: Inh; + /IH(TZ‘ —7)dr + /ln(T — Ti)dT]
0 Ti
gdzie
ha I

T = —, l—7=—
i i
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Na podstawie definicji calki niewtasciwej jako odpowiedniej granicy i po
uwzglednieniu, ze [Inzdr = x1lnz — z otrzymujemy

hi
I; = ~9rk h, + ;ln — 7+ (1 —7)In(1 —71) — (1 —7)]

a po odpowiednich przeksztalceniach i uwzglednieniu wczesniej rozwazanego
przypadku ¢ # j otrzymujemy

1
S [ha(l=Inha) + o1 —Inhy)] dla i = ji o >0, >0
s
1 .
I = ﬁ[hj(l—lnhj)] dla i =j, hg =0albohy =0

M
h; ZT*[w(Tk%y(Tk)’&,m)]wk dla i #j
k=1

gdzie 13, wi sa weztami i wagami M-punktowej kwadratury Gaussa-Legendre’a
(w przykladzie stosowano M = 5).

Przedstawiony sposob caltkowania za pomoca elementu wzorcowego mo-
ze by¢ wykorzystany réwniez do elementéw krzywoliniowych. Nalezy wtedy
zastosowaé wiecej geometrycznych stopni swobody.

Metoda numeryczna

Niektére typy catek mozna obliczyé¢ numerycznie, korzystajac z odpowiedniej
wersji kwadratur typu Gaussa, np. przystosowanych do catkowania funkcji
f(€)In¢ po odcinku [0,1] wzorem

1 n
[ HOmeds =3 f&w, (6.45)
0 1=1

Wezly (&) i wagi (w;) tej kwadratury podano w tab. 6.4.
Nalezy pamietac¢ o wtasciwej zmianie zmiennych przed zastosowaniem wzo-
ru (6.45). Przykladowo, odwzorowanie z = h{ odcinka [0, 1] na odcinek |0, A,

— = h, pozwala na nastepujace przeksztatcenia:

dg

majace Jacobian

h 1 1
Inzdz =h [ In(h€)d = hlnh +h [ In(£)dE
[re=r] /
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n | Wezty Wagi

0.112009 | —0.718539
0.602277 | —0.281461
3 1 0.063891 | —0.513405
0.368997 | —0.391980
0.766880 | —0.094615
41 0.041448 | —0.383464
0.245275 | —0.386875
0.556165 | —0.190435
0.848982 | —0.039225

Tabela 6.4. Wezly i wagi dla kwadratury (6.45)

Dopiero do ostatniej catki, w ktérej f(§) = 1 mozna zastosowaé kwadrature
z tab. 6.4.

Metoda ruchu sztywnego
Polega ona na tym, ze zapisujemy tozsamosé¢ Somigliany dla statego jednost-
kowego rozwiazania (T' = 1) z zerowym obciazeniem ( f = 0, g, = 0), otrzy-
mujac nastepujaca zaleznosc:

e = [aayendin, Ve €R?
r

Po uwzglednieniu dyskretyzacji T(t) = Zj-v:l Tj1; i dla funkcji ksztattu
typu Lagrange’a, dla ktorych T; = 1, gdy T'(t) = 1, otrzymujemy tozsamos¢

N
dem =% / Vg, &) Aty V(E ) € R
=17

Podstawiajac (£,m) = (&,m:) € e; C T’ (punkt nalezacy do i-tego elementu
brzegowego), mozna przedstawié¢ sume calek niewtasciwych po elemencie e; za
pomocg sumy calek wlasciwych po pozostatych elementach

N N
c(&,n) — Z/%q;(%y@i,m)dt(m,w => / Viqn(x,y, &, i) dt () (6.46)

jzlei jzlp\ei
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Wa(z2,y2)

W
1 p 1(x1,y1)

Rys.6.12. Transformacja kwadratu na tréojkat za pomoca tréjkatno-biegunowego
uktadu wspdlrzednych (6.48)

Wzér (6.46) pozwala sprawdzi¢ dokladnos$é obliczen. Jezeli natomiast ma-
my do czynienia z aproksymacja odcinkowo stala, to mozna obliczy¢ jeden ze
wspotczynnikéw uktadu réwnan algebraicznych pojawiajacy sie przy stosowa-
niu metody kollokacji dla zadania z warunkami Dirichleta, a zawierajacy nie
tylko catke niewladciwa, ale réwniez parametr ¢ zalezny od gltadkosci brzegu
w punkcie (§,7)

N
0(5777)—/%(90 Y, §z,77z dt(xy Z /qn 1‘ Y, 527772) dt(x Y) (§i777i) €eé
€ =1, Jej

(6.47)

Metoda analityczno-numeryczna
Jednym ze sposob6w zamiany powierzchniowej catki niewlasciwej na wlasciwa
jest zastosowanie tréjkatno-biegunowego uktadu wspétrzednych ¢, s (rys.6.12).
Zakladamy, ze punkt osobliwosci znajduje sie¢ w dowolnym wierzchotku tréj-
kata, po ktorym odbywa sie¢ catkowanie. Jezeli obszar jest inny, to nalezy
podzieli¢ go na odpowiednie podobszary tréjkatne.

Przyjmujac, ze punktem osobliwodci jest wierzchotek W (zo, o), a pozo-
stalymi wierzchotkami sa Wi(x1,y1), Wa(z2,y2), zmiana zmiennych ma po-
staé

= (1—q)zo+q(l —s)z1 + gszo
: ,5€0,1 6.48
g { y=1=qyo+q(l—s)y1+aqsyz a5 €[0.1] (6.48)

Jakobian tego odwzorowania jest réwny 2qA, gdzie A jest polem tréjkata
D = W1W,yWs3. Taka zmiana zmiennych pozwala np. na nastepujace prze-
ksztalcenie:
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1 1
/lnr2dxdy =2A /qlnqdq+ /lnpds (6.49)
D 0 0
gdzie
p(s) = [(1 = s)z1 + swa — x> + [(1 = s)y1 + sy2 — yol” (6.50)

Calki po prawej stronie wzoru (6.49) sa wlasciwe i moga by¢ obliczone anali-
tycznie albo kwadraturg Gaussa-Legendre’a.

Calki wlasciwe wymagaja odpowiedniego doboru ilosci punktéw catkowa-
nia. Poniewaz funkcje podcatkowe nie sg w MEB wielomianami, wiec najlepiej
dobra¢ doktadnosé adaptacyjnie, przez zwigkszanie ich liczby i sprawdzanie jak
zmienia si¢ wynik, az do momentu ustabilizowania wynikéw. Jest to szczegdlnie
wazne dla catek bliskich osobliwym.

Mozna unikna¢ obliczania catek niewtasciwych po zapisaniu réwnania cal-
kowego dla punktéw lezacych poza obszarem 2 (przypadek ¢=0), ale wybor
takich punktéw albo odpowiedniej krzywej w podejéciu wariacyjnym jest nie-
jednoznaczny i ma duzy wplyw na jakos$¢ rozwiazania. W zwiazku z tym to
podejscie jest rzadko stosowane.

6.6. Adaptacja w MEB

Prawie kazde rozwiagzanie uzyskane numerycznie jest obarczone pewna nie-
doktadnoscia. Dlatego dla wiarygodnosci wynikéw bardzo istotne jest oszaco-
wanie btedu obliczenn i ewentualna jego minimalizacja. Podejscie, w ktorym
steruje si¢ dokladnoscig aproksymacji na podstawie analizy jako$ci rozwiag-
zania nazywa sie podejéciem adaptacyjnym. Jego celem jest uzyskanie albo
wymaganej dokladnosci w calym obszarze, albo tylko w wybranych punktach
przy jak najmniejszej liczbie niewiadomych. Podejscie adaptacyjne wymaga:

e oszacowania bledu a posteriori, najlepiej po jednokrotnym rozwiazaniu
zagadnienia,

e odpowiedniej strategii adaptacii,

e algorytmu umozliwiajacego zmiane siatki i powtérzenie obliczen z ewen-
tualnym wykorzystaniem poprzednich wynikéw.
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Zwiekszanie dokladnosci obliczen w metodzie elementéw brzegowych od-
bywa sie tak jak w MES, a wiec najczesciej przez:

e zmniejszanie wymiaréw elementéw (adaptacja typu h),

e zwickszanie stopnia funkcji ksztaltu (adaptacja typu p),

e jednoczesna zmiane parametréw h i p (adaptacja typu hp),
e relokacje weztéw (adaptacja typu r),

e generacje nowej siatki (adaptacja typu s).

Powstaje pytanie, czy warto dodatkowo komplikowaé¢ algorytm obliczen
i dokonywaé¢ adaptacji zamiast od razu zastosowaé siatke z wieloma stopnia-
mi swobody. Okazuje si¢, ze pomimo rosnacych mozliwosci komputerow wciaz
istnieja zagadnienia zaréwno w mechanice, jak i w innych dziatach fizyki, w
ktérych bez podejscia adaptacyjnego nie da si¢ uzyskaé¢ wartosciowych rozwia-
zan, np. ze wzgledu na potrzebe doktadnej aproksymacji w bardzo matej czesci
duzego obszaru albo na zbytnia kumulacje btedu zaokraglen czy drastyczne
pogorszenie zbieznosci spowodowane bardzo duzg liczba niewiadomych. Po-
nadto, przy duzych zadaniach, oszczednosé kilkudziesieciu procent czasu obli-
czen, dzieki adaptacyjnie dobranej dyskretyzacji, moze oznaczaé¢ oszczednosé
kilku dni albo godzin, co ma istotne znaczenie np. przy przewidywaniu pogody.

Podstawa adaptacji jest wiarygodna ocena bledu rozwiazania, dajaca jed-
nocze$nie dodatkowa cenng informacje o jakosci wynikéw. Istotne jest, aby ta
ocena byta przeprowadzona za pomoca udowodnionego matematycznie podej-
Scia. Metody heurystyczne bywaja tutaj zawodne.

Istnieje wiele metod oszacowania bledu. Podstawowe z nich to metody:

1. A priori,
2. A posteriori,
— residualne,
— jawne,
— niejawne,
— interpolacyjne,
— oparte na wygladzaniu pochodnych rozwigzania,

— korzystajace z wielu rozwiazan uzyskanych na réznych siatkach.
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Niektore metody biora pod uwage btad zaburzenia (pollution error), czyli
wywotany niedoktadnoscia w innym, nawet odlegtym miejscu, w szczegdlnosci
modelowaniem osobliwosci. Dodatkowo istnieja metody pozwalajace oszaco-
waé blad wybranej wielko$ci w pewnym zadanym punkcie (goal oriented).

Metody a priori pozwalajg przewidzie¢ teoretycznie poprawnosé zastoso-
wanej aproksymacji, tempo zbieznosci i stabilno$¢ obliczen, ale do adaptacji
potrzebne sa metody a posteriori, ktérymi dokonuje si¢ doktadniejszego osza-
cowania rozktadu bledu obliczen po ich wykonaniu. W tym punkcie przedsta-
wimy idee oszacowania btedu typu residualnego w wersji jawnej, ktora jest
matematycznie udowodniona, a jednocze$nie nie wymaga czasochtonnych ob-
liczen, jak to ma miejsce np. w wersji niejawnej, w ktorej rozwiazuje sie wiele
,malych” zagadnien ze specjalnie dobranymi warunkami brzegowymi. Meto-
dy interpolacyjne bazuja na wynikach teorii interpolacji funkcji i relacji btedu
stad wynikajacego z bledem rozwiazania zagadnienia brzegowego, zwanego
bledem aproksymacji. Z kolei metody oparte na wygtadzaniu odwotuja sie do
réznych sposobow ucigglania pochodnych rozwigzania numerycznego na etapie
postprocesingu, czyli opracowania wynikow.

Przeprowadzmy analize btedu rozwiazania numerycznego na przyktadzie
zagadnienia Dirichleta (6.5) z dowolnym obszarem 2. Odpowiadajace mu réw-
nanie brzegowe mozna zapisa¢ w skrocie

(He)(&m) = f(&n)  V(En) el (6.51)
gdzie

(H)Em) = [ ol )T* @y dsey
r

£&m = [ T a6 dsey) — e T(En)
r

Po dyskretyzacji otrzymujemy uktad réwnan algebraicznych
Ha=f (6.52)

a stad wspélczynniki rozwigzania numerycznego " = Yo aixi (xi — znane
funkcje), ktérego blad jest funkcja

e(s) = p(s) — " (s) (6.53)

Po podstawieniu ¢ = e 4 ¢" do réwnania (6.51) otrzymujemy

(He)(&,m) = f(&m) — (H")(&n) V() el (6.54)
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Prawa strona tego réwnania jest znana, gdy dysponujemy rozwiazaniem
przyblizonym zadania i jest to residuum (R), a réwnanie (6.54) jest réwnaniem
na btad (e) rozwiazania numerycznego (¢"). Stanowi ono podstawe metod
residualnych.

W jawnej wersji residualnej metody oszacowania btedu a posteriori korzy-
sta sie z tego, ze na podstawie ciaglosci i bijektywnosci operatora H mozna
udowodnié¢ istnienie dwoch statych dodatnich Cy,Cs, zaleznych od H, a nie-
zaleznych od h, p, takich ze

Ci[Rlir<llellor< C2 [ Rl1r (6.55)

2
g%+ (%) ] ds (6.56)

Sumowanie kwadratéw funkcji i jej pochodnej moze budzi¢ watpliwosci ze
wzgledu na to, ze jezeli funkcja g ma interpretacje pewnej wielkosci fizycznej,

gdzie

lglor= | [sds  lglir= | [

r T

togi d—g maja inne wymiary. Faktycznie wzory (6.56) sa czysto matematyczna
deﬁnicj;, a nie zwiazkiem miedzy wielkoSciami fizycznymi, ale dla unikniecia
nieporozumien mozna zmodyfikowaé druga norme bez utraty waznosci twier-
dzenia o oszacowaniu btedu. Przyjmijmy wiec w dalszym ciagu, ze

d 2
HWFE/W%%QIM (6:57)

T

gdzie a, 3 > 0.
Obliczajac catke z pochodnej, nalezy pamigtaé, aby te pochodna odpo-
wiednio transformowaé po zmianie zmiennych

dg\* b (dgdr\® dR; dR;
/& S_O/ drds) \dar ar
[ (dg\? (dR;dR;\ ! [aR;aR, 1 i (dg g
_0/ dr dr dr dr dr T_EO/ dr 4

(6.58)
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Nieréwnosci (6.55) sa podstawowym wymaganiem stawianym funkcji (tu-
taj R) shuzacej do oszacowania bledu obliczen, a poniewaz residuum w MEB
jest funkcja ciggla, dlatego tez uzywa sie go bezposrednio jako estymatora do-
ktadnosci obliczen. Do adaptacji potrzebna jest lokalizacja bledu do poziomu
elementu, czyli informacja, jakie jest jego oszacowanie w poszczegllnych ele-
mentach brzegowych. Przyjmuje sie, ze jego oszacowaniem jest wktad danego
elementu do normy (6.57), czyli liczba 1y zwana wskaznikiem bledu, obliczana

wzorem
w= |/

€k

2
aR?+ 3 <%> ] ds (6.59)

Po obliczeniu wszystkich wskaZznikéw btedu mozna znalezé ich maksymalna
wartosé Nmax, a nastepnie zdecydowaé, ktére elementy podzieli¢ albo w ktérych
podniesé stopien aproksymacji. Adaptacji dokonuje sie dla tych elementéw, dla
ktorych

N 2 enmax

gdzie 0 € [0,1]. Nalezy tu zaznaczy¢, ze strategia adaptacji nie jest na ogdt
zadaniem tatwym, zwtlaszcza gdy nalezy zdecydowaé jakiego ma byé¢ typu
(h,p,hp,...).

Dla zagadnienia Dirichleta z obszarem kwadratowym, takim jak w przykta-
dzie testowym, norma residuum w poszczegdlnych elementach przedstawiona
zostata w tab. 6.5.

Element IR o | R 1
1 3.858E-02 | 0.18940
2 5.588E-02 | 0.27285
3 5.588E-02 | 0.27285
4 3.858E-02 | 0.18940

Tabela 6.5. Oszacowanie bledu w kolejnych elementach dla zadania testowego

Na tej podstawie, przyjmujac np. § = 0.8, co jest duza wartoscia, ale
przyktad jest szczegdlny, mozna podzieli¢ elementy 2,3 na mniejsze, powtorzy¢
obliczenia i ponownie oszacowaé blad. Poniewaz oszacowanie bledu jest tym
lepsze, im doktadniejsza jest dyskretyzacja, dlatego znalezienie optymalnej
siatki odbywa sie iteracyjnie.
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6.7. Inne metody brzegowe

6.7.1. Posrednia metoda elementéw brzegowych

W poprzednich punktach stosowaliSmy tzw. bezposrednie sformutowanie brze-
gowe. Obecnie krétko oméwimy sformutowanie poérednie i wynikajaca z nie-
go nieco inna wersje metody elementéow brzegowych. Nazwa pochodzi stad,
ze niewiadomymi sa pewne dodatkowe funkcje nie wystepujace bezposrednio
w sformulowaniu zagadnienia.

Korzystajac z tego, ze catka po brzegu obszaru w tozsamosci Somiglia-
ny (1.25) jest catka ogdlna réwnania rézniczkowego, mozna ja zastapié¢ catka
po dowolnej krzywej v (rys. 6.13) z iloczynu rozwiazania fundamentalnego
i pewnej funkcji ¢ (posrednia niewiadoma). Otrzymujemy wtedy ogélna po-
sta¢ rozwiazania jako nastepujaca funkcje zalezna od :

T(§777) :/f(mth)T*(xlaangan) dxlde+/T*(x7y7§777)1/}(§777)d8(x,y)
Q

)
(6.60)

Rys.6.13. Idea posredniej wersji MEB

Poniewaz funkcja T'(€,n), wyrazona wzorem (6.60), spelnia tozsamosciowo
rownanie rézniczkowe, wiec niewiadoma funkcje ¢ oblicza sie przez spelnienie
warunkow brzegowych metoda Bubnowa-Galerkina albo kollokacji punktowe;.
Jezeli krzywa v jest polozona na zewnatrz obszaru €, to nie ma w takim sfor-
mutowaniu catek niewtasciwych. Brak jest jednak kryteriéw pozwalajacych na
wybor krzywej v tak, aby zapewni¢ jednoznacznos¢ rozwiazania i stabilnosé
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obliczen. Jednowymiarowa wersja tej metody jest metoda Bleicha zapropono-
wana w 1927r., a stuzaca do obliczania ugie¢ belek na sprezystym podtozu.
Role niewiadomej funkcji ¢ pelni w niej uktad czterech sit skupionych, umie-
szczonych w tak dobranych punktach poza belka, aby obliczenia byly mozliwie
najprostsze dzieki zerowaniu si¢ pewnych wspélczynnikéw.

Szczegblnym przypadkiem poséredniej wersji MEB jest przyjecie niewia-
domego obciazenia 1) jako zbioru zrédel punktowych (sit skupionych w me-
chanice) Q16(¢, 5,y @20(e0,m0)s - - - » @NO(¢y ) - ROZWiazania poszukujemy wte-
dy w postaci

N
T(z,y) = /f($1,$2)T*(331,562,5,77) deydas + Y QT (x,y,&,m:)  (6.61)
A =1

Spetnia ono, podobnie jak w innych metodach brzegowych, tozsamoscio-
wo réwnanie rézniczkowe. Nalezy teraz tak dobraé niewiadome wspotczynniki
Q1,Q2, ..., aby mozliwie jak najlepiej spelnialo warunki brzegowe. Zajmijmy
sie, dla utatwienia, przypadkiem gdy zadany jest wylacznie warunek Dirichleta
i zapiszmy go w sposéb staby, tzn.

/U(T ~T)ds=0 YoeV (6.62)
I

Przyktadowo przyjmijmy dla zadania testowego z punktu 6.2 cztery Zré-
dla (N = 4) roztozone na okregu o promieniu dlugosci 5 (rys. 6.14). Stosujac
metode Bubnowa-Galerkina i przyjmujac, ze funkcjami testowymi v sa te sa-
me funkcje T*(z,y, &, n;), ktére zastosowano jako prébne we wzorze (6.61),
otrzymujmy dla czterech niewiadomych, zwiazanych z czterema punktami
P, Py, P53, Py, uktad rownan algebraicznych postaci

41.55 41.44 41.34 41.44 Q1 3.401
41.44 41.55 4144 41.34 Q2 | | 3.226
41.34 41.44 41.55 41.44 Qs | | 3.023
41.44 41.34 41.44 41.55 Q4 3.226

ktérego rozwiazanie daje

o)) 2.223
Q| | 3144
Qs | — | 3.987

Q4 3.144
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P, ./ g N B
/ «

/ v \
/ \
\ z |
\ /

\ /
. .
P ~ P

Rys.6.14. Idea posredniej wersji MEB — przyklad testowy

Temperature w $rodku kwadratu obliczono wzorem (6.61) z doktadnoscia
pieciu cyfr znaczacych. Jakos¢ wyniku zalezy nie tylko od iloéci funkcji ba-
zowych, ale réwniez od rozmieszczenia punktow P;. W przykladzie zaréwno
dlugo$¢ promienia okregu, jak i polozenie punktéw dobrano, mozliwie jak naj-
lepiej, metoda prob.

6.7.2. Metoda Trefftza

W metodzie Trefftza, zwanej metoda funkcji T-kompletnych, stosuje sie aprok-
symacje rozwiazania zapewniajacg dokltadne spelnienie réwnania rézniczko-
wego za pomocg odpowiednich, nieosobliwych i nie zwigzanych z rozwiaza-
niem fundamentalnym funkcji bazowych. ZaliczyliSmy ja do metod brzego-
wych, gdyz podobnie jak w MEB warunkami, ktére nalezy spelnié¢ (na ogét
w przyblizeniu) sa warunki brzegowe, a réwnanie rézniczkowe jest spelniane
doktadnie dzieki odpowiedniej postaci rozwigzania numerycznego. Zostala ona
omoéwiona w rozdziale 4.3.4.



Rozdziat 7

Metoda réznic skonczonych

7.1. Uwagi wstepne

Opisana w rozdziale 5 metoda elementéw skonczonych (MES) jest metoda
dobrze zdefiniowana, skuteczng oraz bezpieczna w modelowaniu najbardziej
nawet ztozonych zagadnien brzegowych mechaniki. Jest to metoda uniwersal-
na, ale i ona nie jest bez wad, ktore ujawniaja sie w ztozonych zagadnieniach.
Rozwazmy kilka takich probleméw. Modelowanie proceséw duzych deformacji
cial, gdzie czesto elementy degenerujg swéj ksztalt, w stopniu uniemozliwia-
jacym prowadzenie dalszych obliczenn bez kompletnej regeneracji siatki, jest
pierwszym i do$¢ oczywistym przyktadem. Powstawanie i rozwdj szczelin oraz
przyktady z ruchomym brzegiem to kolejne przypadki, w ktérych w MES na-
potyka sie istotne trudnosci z uwagi na bardzo duze wymagania, jesli zacho-
dzi koniecznos¢ zmiany siatki wezléw w czasie obliczen. Tradycyjne metody,
opracowane w MES, usuwania powyzszych ograniczen sa okupione olbrzymim
wysitkiem z uwagi na to, ze wezlty taczy Scista relacja z elementami.

Powyzej opisane wymagania sg w duzej mierze spelnione, w sposéb natu-
ralny, przez duzg grupe metod zwanych bezsiatkowymi. Sa to metody, ktérych
zrédla mozna znalezé w uogélnionej metodzie réznic skonczonych (UMRS)
i w zasadzie stanowiace niewielkie jej uogélnienie, a w ktoérych centralnym
punktem zainteresowania jest wezet. W tych metodach aproksymacja jest roz-
pieta na grupie weztéw i nie ma dodatkowych relacji miedzy weztami a elemen-
tami (tablica topologii). W rozdziale tym, wykorzystujac ogdlne zasady budo-
wy algorytmu metody bezsiatkowej, oméwimy dokladniej UMRS. Ze wzgle-
dow dydaktycznych jednakze najpierw zostanie przedstawiona klasyczna MRS,
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w ktérej przyjmuje sie regularne siatki weztéw. W konicowej czesci rozdziatu
(punkt 7.9) oméwimy tez krétko pewna wersje metody bezsiatkowej, jaka jest
bezelementowa metoda Galerkina (BMG).

Do zalet metod bezsiatkowych nalezy zaliczy¢:

e prostszy niz w MES sposéb tworzenia modelu adaptacyjnego, z uwagi
na tatwos¢ generacji siatki weztéw ze zmienng gestodcia,

e brak probleméw z ruchomymi brzegami i nieciggltoéciami (latwe lokalne
zageszezanie siatki na granicy zmiany fazy lub w otoczeniu czota szcze-

liny),
e prostsze niz w MES usuniecie efektéw blokady!,

e znane wlasnosci aproksymacji stosowanej w metodach bezsiatkowych,
gdzie z uwagi na ciagltos¢ aproksymacji istnieje mozliwos¢ wykorzystania
twierdzenia o bledzie interpolacji. Znane jest wéwczas oszacowanie btedu
a priori, a wiec rzad zbieznoéci metody, co jest kluczowa sprawa przy
optymalizacji siatki w adaptacyjnej wersji metody.

W bezsiatkowych metodach stosuje si¢ aproksymacje oparte na réznych
wersjach metody najmniejszych kwadratéw, lub podziatu jednosci. Najbardziej
zaawansowana jest metoda wazonych, ruchomych najmniejszych kwadratéw
(WRNK) (ang.Moving Weighted Least Squares - MWLS). Aproksymacje WRNK
okredlaja trzy gtéwne sktadniki:

e baza wielomianowa, niekiedy wzbogacona dodatkowo o funkcje modelu-
jace nieciagloéci réznego typu,

e funkcja wagowa okre$lona na nosniku zwartym, zwigzana z kazdym we-
ztem siatki lub lokalnie z punktem, w ktorym definiujemy aproksymacje,

e zbior wspoélezynnikéw aproksymacji, zaleznych od polozenia punktu.

Na ogét wykorzystuje sie wigksza liczbe weztéw do rozpiecia aproksymacji
niz wynosi liczba wspétczynnikéw aproksymacji, co jest powodem zastosowa-
nia metody najmniejszych kwadratéw do ich wyznaczenia.

'Efekt blokady wystepuje wtedy, kiedy stosunek normy pochodnej do normy funkcji jest
bardzo duzy. Wystepuje on bardzo czesto w problemach zginania plyt, powlok lub jesli
problemy zginania chcemy rozwiazaé, stosujac elementy tarczowe (dla belek) badz tréjwy-
miarowe (dla plyt i powtok).
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Nosnik funkcji wagowej definiuje obszar wplywu wezta, czyli obszar do-
okota niego, w ktorym wezel ten daje swdj wklad do aproksymacji. Sposobdéw
definicji obszaru wplywu pojawito sie sporo, tak jak wiele wprowadzono réw-
niez réznych funkcji wagowych. Problemy te zostang oméwione szczegdtowo
z uwagi na fakt, ze stanowig one o istocie metody.

Przy omawianiu metod zwrécimy szczegdlna uwage na:

e definicje bazy wielomianowej metod bezsiatkowych w ukladzie global-
nym oraz lokalnym,

e definicje funkcji wagowych na nosniku zwartym, istotnie decydujacych o
jakosci aproksymacji, oraz oméwienie ich cech,

e sposoby szybkiej generacji regut aproksymacyjnych WRNK w uktadzie
globalnym oraz lokalnym?, zaktadajac, ze wspétczynniki aproksymaciji sg
zaré6wno stale, jak i zalezne od potozenia punktu obszaru; wyprowadze-
nie konsystentnej macierzy aproksymacyji bedacej uogdlnieniem macierzy
wzorow roznicowych.

7.2. Wprowadzenie do metody réznic skonczonych

7.2.1. Uwagi ogdblne

Metoda réznic skonczonych powstata jako przyblizona, dyskretna metoda roz-
wigzywania probleméw brzegowych opisanych réwnaniami rézniczkowymi, na-
stepnie rozszerzona na zagadnienia sformulowane w postaci wariacyjnej. Gtéw-
na idea klasycznej wersji metody polega na zamianie operatorow rézniczko-
wych na odpowiednie operatory réznicowe, okreslone na dyskretnym zbiorze
punktow; zbior ten nazywamy siatkq, a jego elementy weztami. Dzigki takiej
aproksymacji funkcji i jej pochodnych wyjéciowe zagadnienie brzegowe zostaje
sprowadzone do ukladu réwnan algebraicznych, w ktérych niewiadomymi sg
dyskretne wartosci funkcji i, niekiedy, ich pochodnych.

Uogolniona metoda réznic skonczonych przy dowolnie nieregularnych siat-
kach wezlow jest rozwijana juz od kilkudziesigciu lat. Podobnie jak w MES,
istota UMRS jest to, ze definiuje sie wielomian aproksymacyjny (niekiedy jest

2Nie jest obojetne, w jakim uktadzie sa wyprowadzone wspétezynniki aproksymacji. Jest
tu sporo nieporozumien. Ich wyjasnienie dla Czytelnikéw, ktorzy beda siggali do literatury,
moze mieé zasadnicze znaczenie.
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to funkcja analityczna) bedacy kombinacja liniowa pewnych funkeji aproksy-
macyjnych i wartosci weztowych. Funkcje aproksymacyjne sa zwane funkcja-
mi ksztaltu i maja podobne wlasnosci (z pewnymi wyjatkami), jak te znane
z MES. Wielomian aproksymacyjny daje si¢ rézniczkowaé i catkowaé, a wiec
moze mieé¢ zastosowanie do wszelkich sformutowan wariacyjnych. Jednoczesnie
UMRS pozwala na rezygnacje ze znajdywania relacji miedzy weztami w obsza-
rze, co jest sytuacja zupelnie odmienng niz w MES. Zauwazono tez, ze UMRS
jednoczesnie zachowuje zalety podejécia adaptacyjnego (latwe dogeszczanie
i rozgeszczanie siatki). I to zadecydowalo o gwaltownym rozwoju metody.

Obecnie podamy zasadnicze etapy realizacji UMRS jako metody nume-
rycznej, poczynajac od wyboru typu sformutowania problemu, skonczywszy
na ponownej generacji siatki wezléw, wynikajacej z analizy dokladnosci roz-
wigzania. Sposréd nich najwazniejsze to:

1. Definicja zagadnienia oraz wybér sformutowania (lokalne, globalne).

2. Konstrukcja siatki aproksymacyjnej: generacja siatki weztéow we
wnetrzu i na brzegu obszaru oraz ewentualnie wezléw zewnetrznych —
strefa przy brzegu na zewnatrz obszaru.

3. Konstrukcja siatki do catkowania — wybdr typu siatki do catkowa-
nia:

(a) siatka do calkowania niezalezna od siatki aproksymacyjnej,
(b) siatka do calkowania zalezna od wezléw siatki aproksymacyjnej:

i. Catkowanie dookota weztéw — podzial obszaru na podobszary
przypisane wezlom, ewentualnie rozbicie tego obszaru na proste
elementy geometryczne: trojkat, czworokat,

ii. Catkowanie miedzy weztami — podzial obszaru na proste ele-
menty geometryczne (tréjkaty, czworokaty).

4. Definicja algorytmicznej struktury UMRS:

(a) sposéb rozpiecia aproksymacji UMRS, okreslenie obszaru wplywu
danej gwiazdy (definicja wagi), definicja stopni swobody,

(b) selekcja wezléw do gwiazd oraz klasyfikacja gwiazd zaréwno z punk-
tu widzenia geometrycznego (jednakowy rozklad weztéw w gwiez-
dzie), jak i aproksymacyjnego (stabilnosé lub niestabilno$é genero-
wanego przez gwiazde schematu aproksymacyjnego).
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5. Generacja schematéw réznicowych dla poszczegélnych pochodnych
lub dla kompletu pochodnych (dla calego operatora) wymaganego rzedu.

6. Generacja réwnan réznicowych we wnetrzu oraz na brzegu obszaru
(w tym réwniez dyskretyzacja warunkéw brzegowych) dla wersji lokalne;
oraz wersji globalnej — calkowanie numeryczne i agregacja.

7. Rozwigzanie liniowego lub nieliniowego ukladu réwnan — o struk-
turze pasmowej symetrycznej lub niesymetrycznej (wersja wariacyjna),
rozproszonej (rzadkiej) — wersja lokalna lub mieszanej, pasmowo rozpro-
Szonej.

8. Postprocessing oraz analiza bledéw a posteriori:

(a) obliczanie niewiadomych pierwotnych (przemieszczen) i wtérnych
(odksztalcen i naprezen),

(b) analiza bledéw a posteriori — obliczanie bledéw rozwiazania oraz
potrzebnej gestosci siatki,

(¢) wizualizacja wynikéw oraz synteza zagadnienia.

9. Ponowna generacja siatki — opierajaca sie na oszacowanym bledzie
rozwigzania oraz przyjetej strategii wyznaczania gestosci weztow. Trans-
formacja rozwiazania miedzy siatkami. Powr6t do obliczen.

Sposréd wymienionych probleméw najwazniejszymi i najtrudniejszymi, bo
decydujacymi o ogélnosci i skutecznosci metody, sa: generacja weztéw siatki,
dobér weztéw do gwiazd, sposdb rozpiecia aproksymacji MRS i sposéb catko-
wania numerycznego (przydzialu powierzchni weztom) — co jest nieco szerszym
spojrzeniem na MRS, niz w klasycznej wersji tej metody. Nalezy jednak stwier-
dzié, iz realizacja adaptacyjnej wersji MRS zmienia te optyke, gdyz pierwszo-
rzednymi elementami metody staja sie réwniez: sposéb oszacowania bledéw
a posteriori oraz przyjeta strategia wyznaczania optymalnej gestosci i zagesz-
czania siatki weztow — silnie zwiazana z oszacowaniami bledu a priori, a wiec
z teorig metody.

7.2.2. Lokalne sformulowanie MRS

Rozpatrzmy lokalne zagadnienie brzegowe opisane réwnaniem operatorowym

Lu=f dla PeQ (7.1)
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we wnetrzu obszaru 2 oraz warunkami brzegowymi
Bu=g dla P e oQ (7.2)

na brzegu obszaru 052, gdzie u = u(P) jest poszukiwana funkcja punktu ob-
szaru P, zas L 1 B sg operatorami rézniczkowymi.

Operacje Lu, a takze Bu oraz dowolne inne operacje rozniczkowania mozna
ztozy¢ z prostych operacji Du obliczania poszczegdlnych pochodnych funkcji,
gdzie przez D oznaczono (liniowy) operator rézniczkowania, ktérego dyskre-
tyzacje przedstawimy ponize;j.

Dla dokonania dyskretyzacji réwnan (7.1) i (7.2) w calym obszarze € i na
jego brzegu 0f) wybieramy zbiér I' punktéw P, € Q, k = 1,2,...,r, zwanych
dalej weztami wewnetrznymi oraz zbiér OI' punktéw P, € 0Q k=7r+1,r +
2,...,7 + m, lezacych na brzegu 02 lub tez w jego otoczeniu zewnetrznym,
zwanych wezltami zewnetrznymi (rys.7.1a). Tworza one razem siatke weztéw
dla danego problemu brzegowego.

Punkty Py;, zwane dalej weztami, tworza konfiguracje zwana dalej gwiaz-
da — rys.7.1b. Jej wezlem centralnym (punktem centralnym) jest punkt Pj.
Ksztalt gwiazdy zalezy od postaci i rzedu operatora rézniczkowego zamienia-
nego na operator (schemat) réznicowy, od przyjetych stopni swobody, zalozo-
nej doktadnosci aproksymacji oraz od siatki, czyli zbioru wszystkich weztéw.

W MRS warto$é liniowego operatora D w punkcie Py, rys.7.1b, przedstawia
sie jako liniowa kombinacje wartosci funkcji (w najprostszym przypadku) w
punktach Pj; wybranych z otoczenia punktu Py

Du(Py) = > aju(Pryi) (7.3)

Wyrazenie (7.3) nazywamy schematem réznicowym operatora D w punkcie Py.

Jesli wykorzystamy operatory réznicowe (7.3), aby zapisa¢ réwnania (7.1)
w postaci dyskretnej dla wszystkich r wezléw wewnetrznych oraz (7.2) dla we-
zléw brzegowych, to otrzymamy uktad réwnan algebraicznych, przedstawiony
w zapisie macierzowym jako

Au=f (7.4)
w ktérych niewiadomymi sa wartoéci weztowe u(Py), k = 1,2, ...,n. Sa to réw-
nania liniowe lub nieliniowe zaleznie od postaci operatoréow L i B.

7.2.3. Globalne sformulowanie MRS

Metode réznic skonczonych mozna tez stosowaé do probleméw brzegowych
sformutowanych jako poszukiwanie ekstremum funkcjonalu lub rozwiazanie
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Rys.7.1. Siatka wezléw obszarze ) (a) oraz typowa gwiazda weztéw (b)

réwnania wariacyjnego (patrz rozdzial 4). W sformulowaniu globalnym, po
dyskretyzacji operatorow w wybranych punktach numerycznego catkowania,
dokonujemy catkowania, a nastepnie agregacji rownan, tak jak to sie dzieje
w MES, wykorzystujac funkcjonal, ktéry mozemy zapisaé¢ w ogdlnej formie

T(u) = / F(u)dQ (7.5)
Q

Catlkujac numerycznie ten funkcjonal, otrzymujemy

N

i=1

XAQZ = J(ul,' i ,UN)

gdzie AQ); jest powierzchnia (waga) przypisana weztowi P, a x; polozeniem i-
tego punktu catkowania. Ukltad réwnan, z ktérego oblicza si¢ nieznane wartosci
weztowe funkcji u; otrzymuje sie z warunkéw stacjonarnoéci funkcji

oJ
8ui

=0 dlai=1,2,...,N (7.6)

W przypadku globalnego sformutowania, okreslonego przez réwnania wa-
riacyjne w postaci

(Lu,v)o = (f,v)a  (Lou,v)an = (9,v)e0 (7.7)
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gdzie v jest funkcja testujaca, zas u funkcja prébna, réwniez dokonujemy dys-
kretyzacji operatoréw oraz catkowania numerycznego, otrzymujac odpowiedni
uktad réwnan.

W poréwnaniu ze sformutowaniem lokalnym wariacyjna MRS wykazuje
szereg zalet, takich jak na ogdl nizszy rzad operatoréw réznicowych oraz nie-
kiedy symetria macierzy ukladu réwnan (zalezy to takze od sposobu dyskre-
tyzacji warunkéw brzegowych). W przypadku bardzo ztozonym latwiej mozna
woéwcezas uwzglednié¢ zmienng grubosé, warstwowa strukture, efekty termiczne
i inne. Istnieje ponadto pewne podobienstwo algorytmu z MES (calkowanie,
agregacja i w duzym stopniu rozwiazanie uktadu réwnan).

Nalezy jednakze wspomieé, ze otrzymanie réwnan problemu w globalnej
MRS jest zwiazane z procesem agregacji, natomiast w lokalnej MRS réwnania
otrzymuje sie wprost dla wezta, bez potrzeby nasumowywania wspétczynnikéw
rownan. Ponadto wyniki otrzymane za pomoca wariacyjnej MRS sg do$é¢ czute
na spos6b aproksymacji i catlkowania (czyli w najprostszej wersji MRS na
sposob przypisania weztom siatki obszaru calkowania).

W sformutowaniu bezsiatkowej MRS funkcja u jest aproksymowana, po-
dobnie jak w MES, przez kombinacje lokalnie zdefiniowanych funkcji ksztattu®
N; jako:

Z

>~ q(x) =Y Nul' = NTu" (7.8)
i=1

~

przy czym N, jest liczbg punktéw w obszarze aproksymacji oraz

N; #0, jesli xe€Q; oraz N; =0, jesli x¢ (7.9)

Tutaj 2; jest podobszarem (2 zawierajagcym n punktéw, przy czym n << Np,.

W tym miejscu potrzebny jest komentarz dotyczacy procedury postepo-
wania w réznych metodach. W przeciwienstwie do UMRS w MES podobszary
2; podzielone sa na elementy, funkcje N; moga mieé¢ nieciaglosci (nieciagtosci
te moga by¢ w samej funkcji lub w ich pochodnych) na granicach elementéw.
W MES funkcje testowe v; sa zdefiniowane w tych samych obszarach co funkcje
interpolacyjne. W MRS ta zasada nie musi by¢ zachowana.

~ 3Tylda nad funkcjg ksztattu oznacza, ze nie spelnia ona warunku delty Kroneckera, tzn.
Ni(x;) # 0i5. Oznacza to, ze funkcja aproksymujaca nie odtwarza $cisle wartoéci weztowych.
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7.3. Klasyczna MRS

7.3.1. Istota klasycznej MRS

Pod nazwa klasycznej MRS bedziemy rozumieé¢ wersje metody, w ktérej sto-
suje sie wylacznie regularne (strukturalne) siatki weztéw. Siatki wezléw moga
przybieraé¢ rézne formy, zaleznie od tego, jaki ksztalt ma obszar, na ktérym
zdefiniowano zagadnienie brzegowe oraz jaki jest brzeg tego obszaru. Przy-
ktady siatek dla zagadnien dwuwymiarowych zaprezentowano na na rys.7.2.

(a) Az Az (b)
YA
) >
e ) 4 \ /]
{ J SN
‘ <
T ‘l‘ Xz
(c) y Az Az (d) y

O wezel gwiazdy
® wezel centralny

Rys.7.2. Przyklady siatek regularnych w obszarze dwuwymiarowych 2 oraz typowe
gwiazdy wezléw

Dla regularnej siatki wystarczy przyjaé jej typ i modut* (lub moduly, jedli
ich jest kilka), aby okresli¢ polozenia wszystkich wezléw i dokonaé podziatu
obszaru na podobszary (strefy wplywéw) przypisane poszczegdlnym weztom.
Generacja siatki w strefach brzegowych nastrecza powazne trudnoéci. To wla-
$nie jest jedna z przyczyn ograniczonego zakresu zastosowan tej wersji metody.

*Modut siatki jest to (typowa) odleglo$é miedzy weztami.



290 7. Metoda réznic skonczonych

7.3.2. Dobér gwiazd i generacja schematéw réznicowych

Regularnosé siatki umozliwia zastosowanie tego samego operatora réznicowego
(wzoru réznicowego) we wszystkich weztach wewnetrznych, czyli mamy ten
sam schemat réznicowy dla bardzo duzej grupy weztow.

Wzory réznicowe na pochodne funkcji uzyskujemy miedzy innymi poprzez
tzw. ilorazy réznicowe. Najlepiej mozna to zilustrowaé na przykladzie funkcji
jednej zmiennej, rys.7.3.

YA

8

1—1 1 1+ 1

Rys.7.3. Budowa ilorazéw réznicowych dla funkeji u = 22

Wezmy funkcje y = 22 oraz wyréznijmy trzy punkty z;_q, x; oraz i,

o wspOlrzednych: (0.8, 0.64), (0.9, 0.81) i (1.0, 1.0). Pierwsza i druga pochod-
d?y
" da?
jak pokazano to na rys.7.3 oraz obliczmy warto$¢ pierwszej pochodnej w punk-
cie ¢ w sposéb przyblizony jako tangens kata nachylenia siecznej do krzywej
(zamiast tangensa stycznej do krzywej). Warto$é¢ tangensa kata nachylenia
siecznej do krzywej przechodzacej przez punkty ¢ — 1 oraz ¢ + 1 wynosi

d
na w punkcie x; maja wartos$é d—y |Z =138 |Z = 2. Poprowadzmy 3 sieczne,
x

Uit — Ujm1 Uiy — Ui
wp = el 2l el 4 O(R?) - iloraz réznicowy centralny
Tiyl — Ti—1 2h
(7.10)

gdzie O(h?) oznacza, ze rzad zbieznosci schematu wynosi 2 (tzn. btad wy-
znaczenia pochodnej przez iloraz réznicowy centralny zanika z kwadratem od-
legtosci miedzy weztami). Podstawiajac wspotrzedne punktéw do powyzszego
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1.0 - 0.64

T0—08 1.8. Otrzymalisémy doktadna wartoscé

wzoru, otrzymujemy u, =
pierwszej pochodnej.

Z rys.7.3 mozemy wywnioskowaé, ze wartosci pierwszej pochodnej moze-
my réwniez otrzymadé jako tangens kata nachylenia dwéch innych siecznych
przechodzacych przez punkty ¢ — 1,7 oraz i,¢ + 1

o = WL T Wi Uil T Ui

i = = + O(h) - iloraz réznicowy w przéd — (7.11)
Tipl — T4 h

oraz

Ui — Uj— U — Uj—
Uy = —— 1= L O(h) — iloraz réznicowy wstecz (7.12)
T; — Ti—1 h

Podstawiajac wspotrzedne punktéw do powyzszych wzordw, otrzymujemy
1.0 —0.81

kolejno u, = To—o09 = 1.9 dla ilorazu réznicowego w przod oraz u, =
0.81 — 0.64 . o o
09_08 _ 1.7 dla ilorazu réznicowego wstecz. Procentowy btad okreslenia

wartosci pierwszej pochodnej w punkcie z = 0.9 wynosi dla obydwu schematéw
réznicowych 5.6 %, co jest bledem stosunkowo malym.

Aby obliczyé wartos¢ drugiej pochodnej w punkcie 4, obliczmy najpierw
pierwsza pochodna w punktach a i b, tj. w Srodkach obydwu odcinkéw, otrzy-
mujac

! Ui — Uj—1 ro_ Uil — Uy
U, = ——, U= ——"—
@ h b h

Wykorzystujac powyzszy wynik mamy
g Wy — Uy U1 — 22U+ Uiy

BT T 02

+0(h) (7.13)

064—2-081+1
0.01 -

Wartosé drugiej pochodnej w punkcie ¢ wynosi u =
0.02

001
Komentujac te wyniki, mozna stwierdzi¢, ze sa one dokladne, ale tak do-

brych rezultatéw nie otrzymamy, jesli funkcja bedzie innego typu (np. u = z).

= 2, co jest wartodcia Scista.

Wzory réznicowe przedstawia sie w postaci graficznej jako tzw. schematy
roznicowe (liczby w ramkach sa to wspdlezynniki przy kolejnych wartosciach
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weztowych). Dla wprowadzonych poprzednio wzoréw réznicowych maja one
postaé

S )
%m:x’ ~ %( 0}-1) (7.14)
i o
. 1) (7.15)

Schemat réznicowy dla dowolnego operatora rézniczkowego typu
dJ
L= Ci——

mozna otrzymaé przez ztozenie schematéw réznicowych dla poszezegdlnych po-
chodnych. I tak dla liniowego operatora drugiego rzedu funkcji jednej zmiennej

Lu ="+ au + bu

mamy

tul,.,, ~ ([ ) L2 [ )

Podobnie postepuje sie w przypadku operatorow réznicowych, w ktorych
wystepuja pochodne czastkowe.

Schematy réznicowe dla przypadkéw wielowymiarowych tworzy sie podob-
nie jak dla przypadku jednowymiarowego. Rozwazmy na plaszczyznie siat-
ke prostokatna, rys.7.4. Postepujac jak poprzednio, mozemy zapisa¢ ilorazy
réznicowe odpowiadajace wybranym pochodnym czastkowym funkcji u(x,y).
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Oznaczajac u; j = u(x;,y;), mamy

ou 1
90 | = gL — wie1g) + O(n?)
,J
ou 1
al = ﬂ(ui,jﬂ —uj-1) + O(K?)
o “ 1 (7.16)
902 | = 7z (i1 = 2uij + uir1y) + O(h)
,J
&%u 1
ooy | m(uifl,jfl — Ui—1 1+ Ui, j+1 — Uit1,j—1) + O(hk)
,J

Powyzsze wzory réznicowe w sposéb jednoznaczny okredlaja gwiazde dla
wezla. Analizujac wyprowadzone wzory rdznicowe, mozna zauwazyé, ze dla
kazdego liniowego operatora rozniczkowego L odpowiadajacy mu operator
roznicowy moze byé przedstawiony jako liniowa kombinacja wartosci funk-
cji u(Piyj) traktowanych jako podstawowe stopnie swobody, tj. niewiadome
metody i pewnych wspélczynnikéw

7=0

Sumowanie jest rozciagniete po wszystkich weztach gwiazdy réznicowej
j =0,1,...,m, przy czym Bj(l-) sa znanymi wspétczynnikami. Wzoér (7.17)
ma charakter ogélny z uwagi na to ze operator L moze reprezentowaé dane
réwnanie rézniczkowe, warunki brzegowe, jak i wystepowaé w zasadzie waria-
cyjnej lub funkcjonale J(u).

Mozna odwrécié sytuacje, wtedy zakladajac shusznosé relacji (7.17), dobie-
ramy najpierw odpowiednia gwiazde, a potem na tej podstawie znajdujemy
odpowiedni wzor réznicowy. Mozna to uczynié na kilka sposobéw.

1. Dokonujac lokalnej aproksymacji funkcji

u(P) ~ Y ¢i(P)u(Pi)) (7.18)
j=0
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Yy
A
Yit2— 5 -
1, J+2
k
yi-‘rl_ |9 O O
i-1,j4+1| 4,5+1 |i+1,5+]]
k
Yi — D, O @ O O— —x
-2, |15 | 4 i+1,5 | i+2,j
k
Yi-1 o O o —x
i-1,5-1 | 4,5-1 i+1,5-1
k
Yi-2 — O v
i, J-2
wh o h o h o h
I ™ T T 1
| | | | | .
Xi-2 Ti-1 X Ti4+1 Ti4+2 T

Rys.7.4. Prostokatna siatka réznicowa

wykorzystujac wartosci u(Pi ;) w weztach gwiazdy oraz funkcje bazowe ¢(P),
a nastepnie znajdujac warto$¢ operatora L w punkcie P,

m
Lu(P) =Y Lej(P)|u(Piy)
=0
otrzymamy poszukiwane wspodlczynniki wzoru réznicowego Lu(F;) jako
Bji) = Lei(P)|;

2. Przedstawiajac wzoér (7.17) w postaci

Lul; = 373" ol ul) (P ) (7.19)
j=0s=0

gdzie, oprocz weztowych wartodci funkeji w(Pi4 ;) , réwniez wartosci weztowe
pochodnych u(s)(PHj) sa brane jako stopnie swobody.
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Rys.7.5. Operator Laplace’a VZ2h? : standardowy — siatka prostokatna (a), wyz-
szego rzedu — siatka prostokatna (b), standardowy — siatka heksagonalna
(c), standardowy — siatka tréjkatna (d)

, o] . s R S . 7
Wspolezynniki wzoréw réznicowych ag(z) nie s3 znane, zatem musza by¢
okreslone. Mozna tego dokona¢ znowu na dwa sposoby:

1. Rozwijajac obywie strony réwnania (7.19) w szereg Taylora w punkcie
P; , zadajac ich zgodno$ci dla mozliwie najwigkszej liczby kolejnych wy-
razéw tego rozwiniegcia, lub

2. Zadajac, aby wzér (7.19) byl spelniony $cisle dla mozliwie najwickszej
liczby kolejnych jednomianéw coraz wyzszego stopnia z! w obszarze
1D, i z'y/ w obszarze 2D, etc., gdzie 4,5 =0,1,... .

Obecnie wyprowadzimy wzor réznicowy dla operatora Laplace’a, dla gwiaz-
dy (c) z rys.7.5, wykorzystujac sposéb 1.
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Opisujemy wspélrzedne punktéow w lokalnym uktadzie wspotrzednych zwia-
zanym z punktem centralnym 0. Wektor wspétrzednych punktow w uktadzie
x,y ma postaé

x = {(0,0), (0, =), <_\§3)h, g) , (@h g>} (7.20)

Operator Laplace’a przedstawiamy jako kombinacje liniowa wartosci funk-

cji i pewnych wspolczynnikow
V2f=afi+Bfa+7f3+0fo (7.21)

Funkcje rozwijamy w szereg Taylora wzgledem punktu XO
f(zo+ Az, yo+Ay) = f(mo,yo)—i—foAx—i—foAy—i— 0 Ag? + o Ay? (7.22)
Wstawiajac powyzsze rozwiniecie do wszystklch punktow, mamy
fo=Jo

1 1
Ju=fo+ [0+ 1, (=h) + 5 220+ 5 fyy (1)

2 2
fo = fo+f°< f) mh (—?h) +§;y(g) (7.23)

V3 B 1 (VBN 1 ()2
fs=fo+ [} <7h> +f, <§) + §f:g:v <7h> + §fg9y <§>

Przemnazajgc réwnanie pierwsze przez J, drugie przez «, trzecie przez (3,
czwarte przez v i dodajac rownania stronami, otrzymujemy

L. [ @
Vof= +6 f=dfo+afi+Bfr+f3=

82
=(a+B+v+6)fo+ <—£h6+£h >f£+

+ <—ha + gﬂ + Qw) fy°+ (7.24)
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Mamy zatem

— z poréwnania wspotczynnikéw przy pochodnej 2
x

_£h5+£h S B=n (7.25)

— z poréwnania wspotczynnikéw przy pochodnej 50
Y

h, h
—ha+3B+57=0 —a=y (7.26)

82
Poréwnujac wspoétczynniki przy pochodnej 922 mamy
x

1 <_§h> L1 <§h> a=1 (7.27)

2 2 2

skad a = -—
2
Poréwnujac wspoélczynniki przy pochodnej 902 otrzymujemy
Yy

%(—h)2 + % (g)zﬁ + % (2)27 =1 (7.28)
Wynik jest ten sam co poprzednio, zatem
a:B:’y:g% (7.29)
Dla cztonu przy wartosci funkeji mamy
afotafot+afo+difo=0 (7.30)
skad
0=—-3a= _4ﬁ (7.31)

W rozwinieciu (7.22) mozna uwzglednié¢ réwniez pochodna mieszana, ale
nie wniesie ona nic nowego poza relacja, ze 3 = 7.
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Wzér V2 £ jest wzorem interpolacyjnym, dlatego w rozwinieciu (7.22) po-
winno by¢ tyle samo wspdlczynnikéw niewiadomych, ile jest punktéow. Aby
sie nie zastanawia¢, ktére cztony nalezy uwzgledni¢, a ktére nie, mozna wziaé
wszystkie do najwyzszego potrzebnego rzedu (tu 59—;2), co skutkuje tylko tym,
ze otrzymujemy wzory na relacje miedzy wspoétczynnikami. Dodatkowe cztony
po prostu nic nie wnosza.

Wyprowadzimy teraz wzor réznicowy dla operatora Laplace’a, dla gwiazdy
(a) z rys. 7.5. Wektor wspélrzednych punktéw w ukladzie x,y ma postaé

x = {(0,0), (0, —h), (—h,0),(0,h), (h,0)} (7.32)

Operator Laplace’a zapisujemy jako kombinacje liniowa wartosci funkcji
w weztach gwiazdy i pewnych wspotczynnikow

Vf=afi+Bfa+1fs+0f1+cfo (7.33)
Funkcje rozwijamy w szereg Taylora w punkcie xq
1 1
fi=fot folz+ f)Ay+ 5 fruAa® + fo, Axdy + 5 f,Ay* - (7:34)
Podstawiajac powyzsze rozwiniecie do wszystkich punktéw, otrzymujemy
fo=Jo
1 1
fl = fO +f£0+fg9(_h) + 5 1’01'0+ :gy0+ 5 5yh2
1 1
fa=fot+ L2(=h) + £0+ S (=R + 2,0+ Sf0  (7.35)
1 1
f3 :f0+f§0+fy0h+§ 0.0+ a(c)y0+§ wh”
1 1
fa = Fort LR+ J)0+ SELES + 2,0 + 5 £p,0

Przemnazajgc kolejno powyzsze rownania przez €, «, 3,7, 6, otrzymujemy
0? 0?
Vif=|55+735 | f=cfotafi+Bfa+7fs+0fs=
ox oy
= fole+a+ B+ +d+) + fA(=hB+hB) + f)(~ha + hy)+ (7-30)

1 1
+ £ (5(—h)2+h25)+ o (§h2a+h2fy)
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7 przyréwnania wspotczynnikéw przy pochodnych 2 i 90 wynika odpo-
x Oy

wiednio, ze

7 przyréwnania wspélczynnikéw przy pochodnej E wynika
x

1.5 15 1
= — =1 = — .
(2h +5h )5 - p= (7.38)
Poréwnujac wspotczynniki przy pochodnej Em otrzymujemy
Yy
1.5 15 1

1

Ponadto z relacji (7.37) wynika, ze 6 = % iy = Dla czlonu zerowego

h2"
mamy
1
e+ta+B8+y+5=0 — e:—4ﬁ (7.40)
Operator V*f
B Y CRN . R

de | 4 — | = 2L 49~ T 4 7.41
Vi <8:U2 + 8y2> Ox?t + 0x2 Oy? + oy* (741)

mozna ztozy¢ poprzez skladanie operatoréw
Vif = V3(V2f) (7.42)

Przemnazamy formalnie wspdtczynniki operatora V2 przez operator V2
w kazdym wezle rys. 7.6 — otrzymujemy stad formule réznicowa na operator
V4.

Przyktady kilku typowych operatoréow réznicowych dla siatek regularnych
zostaly zaprezentowane na rys.7.7 i 7.8. Wszystkie te operatory wykorzystuja
jedynie wartosci funkcji jako zmienne weztowe.

W tab.7.1 przedstawiono wspoétczynniki dla operatoréw réznicowych gene-
rowanych klasycznie, jak i za pomocg metody najmniejszych kwadratow, ktéra
zostanie szczegbtowo omdwiona w dalszej czedci rozdziatu.
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1] 2 ‘ W ‘ 211
\ 1-1‘_\ M 18 {11 ”
] . -
I L1411
L -8taif—tes—fa]8 (1
L] = gl

1]

Rys.7.7. Operator biharmoniczny V4h?* — siatka kwadratowa: standardowy, otrzy-
many przez zlozenie V?2(a), wyzszego rzedu otrzymany za pomoca mini-

malizacji (b)



h
h Przypadek Wezel
h h
operator wspotczynnik 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1
" Bl a 3| 3
1 2 2 1
b ~ %0 % | 3] 3| % %
o - a —2 1|1
5 1 5 5 1 1
b 31 12| 6/ 12| 6|6 | 12| 612
1 1 1
oy B2 a "1l 1 1 "1
1 1 1 1
b 1 1 1 1
o2, 2 a —4 1 1|1 1
10 1 2 2 2 1 2 1
b 3l 61316l 3131 61316

Tabela 7.1. Wspotczynniki operatoréw MRS dla pierwszych i drugich pochodnych
oraz dla operatora Laplace’a generowanych metoda klasyczna (a), za
pomoca WRNK (b)

SYIN euzdAse[y] *¢'L

T0€
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VR
Q
Q
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~_—
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le
x5

Rys.7.8. Operatory réznicowe zalezne od czasu — siatka prostokatna — operator
paraboliczny: explicit (a), standardowy niejawny (b), Cranka—Nicholsona
niejawny (c), standardowy hiperboliczny (d)

7.3.3. Generacja ré6wnan MRS

W lokalnym sformulowaniu MRS réwnania sg generowane metoda kollokacji
we wszystkich N weztach wewnetrznych I' obszaru (2

Lu ’l ~ Z Bj(i)uzqrj = fi, 1= 1, ce ,N (743)
7=0
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W sformutowaniu globalnym po dyskretyzacji operatoréw dokonujemy cal-
kowania, a nastepnie agregacji rownan, tak jak to sie dzieje w MES.

W funkcjonale (7.5) zastepuje sie pochodne réznicami skonczonymi oraz
przeprowadza calkowanie numerycznie, co mozna zapisaé

N
T(u) = /QF(u) 40~ S Fu)AQ; = J(us, ... uy)
i=1

gdzie AQ; jest powierzchnia (waga) przypisana weztowi P; . Uklad réwnan na
nieznane wartosci weztowe funkcji u; otrzymuje sie z warunkéw stacjonarnosci
tego funkcjonatu

aJ i OF (u1,...,un)

- = AQ; =0 dla j=1,2,...,N 7.44
auj auj alJ ( )

Xi

i=1

zatem nastepuje nasumowywanie wspotczynnikéw réwnan otrzymanych dla
kazdego elementarnego obszaru 2; . W przypadku globalnego sformutowania,
danego w formie stabej, dyskretyzuje sie rownania

(Lu,ou)q = (f,0u)q, (Lpu,v)an = (g,v)s0 (7.45)

gdzie v jest funkcja testujaca, zas w funkcjg probna. Zamiany catki na sume
dokonuje sie w podobny sposéb jak we wzorze (7.44), z tym ze zamiast procesu
rozniczkowania przyrownuje sie cztony przy kazdej funkcji testowej do zera,
wczesniej grupujac je odpowiednio.

7.3.4. Uwzglednienie warunkéw brzegowych

Uwzglednienie warunkéw brzegowych to jeden z najwiekszych probleméw, ja-
kie nalezy rozwiaza¢, by skompletowaé¢ uktad rownan w MRS. Jesli sformu-
lowanie problemu jest lokalne, warunki brzegowe mozemy uwzglednié¢ przy
tworzeniu schematéw roznicowych dla weztow brzegowych. Trzeba tu jednak
rozrozni¢ dwa przypadki:

e warunek brzegowy jest typu Dirichleta (podstawowy), tzn. narzucony
jest na funkcje,

e warunek brzegowy jest w postaci réwnania rézniczkowego (naturalny),
w ktérym wystepujacy operator rézniczkowy jest na ogdt inny niz w sfor-
mulowaniu zagadnienia brzegowego wewnatrz obszaru.



304 7. Metoda réznic skonczonych

W pierwszym przypadku dyskretyzacja warunku brzegowego w weztach le-
zacych na brzegu obszaru jest prosta, gdyz wystarczy narzuci¢ warto$¢ funkeji
w punkcie brzegowym

u(P;) =g; dla P, €00 (7.46)

W drugim przypadku dyskretyzujemy réwnanie rézniczkowe (7.2)

m—1

w analogiczny sposéb jak réwnania we wnetrzu obszaru. Gwiazda weztéw jest
teraz niesymetryczna, a operator réznicowy ma gorsze wlasnosci aproksyma-
cyjue (jest na ogdél wolniej zbiezny), bo warunki brzegowe spelnia sie przez
ekstrapolacje z wnetrza obszaru. Sposéb ten ma jeszcze jedng powazna wa-
de — wymaga wprowadzenia réznych schematéw réznicowych w zaleznosci od
usytuowania wezta centralnego wzgledem brzegu.

Inny sposéb spelnienia warunkéw brzegowych (7.2) polega na wprowadze-
niu tzw. weztéw fikcyjnych, lezacych poza rozpatrywanym obszarem, w poblizu
jego brzegu. Daje to mozliwo$¢ budowania symetrycznych gwiazd dla weztow
centralnych lezacych na brzegu.

W sformutowaniu lokalnym MRS, w kazdym z weztéw centralnych leza-
cych na brzegu, dyskretyzuje sie¢ réwnanie obowiazujace w obszarze oraz drugie
réwnanie bedace warunkiem brzegowym. Powoduje to zaangazowanie weztéw
fikcyjnych, ktére sa weztami nadmiarowymi. Kazdy wezel fikcyjny dostarcza
zatem dodatkowa niewiadoma, stad liczba weztéw nadmiarowych musi odpo-
wiadaé liczbie warunkow brzegowych. Zbieznosé rozwiazania na brzegu ulega
istotnej poprawie, ale dotyczy to tylko zagadnien statycznych.

W sformutowaniu globalnym MRS warunki brzegowe, w ktorych wystepu-
ja operatory rozniczkowe, po dyskretyzacji, stanowia ograniczenia dla funk-
cjonalu. Innym sposobem jest sprowadzenie ograniczen (7.2) do naturalnych
i wlaczenie ich do funkcjonatu definiujacego problem. Wtedy zostana one au-
tomatycznie spelnione, ale funkcjonal zmieni postaé. Trzecia koncepcja spet-
nienia warunkéw brzegowych typu rézniczkowego w globalnej MRS jest wpro-
wadzenie takich stopni swobody (a wigc takiej aproksymacji) na brzegu, aby
odpowiadaly one bezpoérednio operatorowi rézniczkowemu na nim. Pozwa-
la to na narzucenie wartosci na niewiadoma na brzegu jak w warunkach ty-
pu Dirichleta. Problemem tutaj jest to, ze wprowadzenie dodatkowych stopni
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swobody tylko w wezlach brzegowych powoduje pogorszenie uwarunkowania
macierzy uktadu réwnan. Ponadto takie ekstra stopnie swobody moga mieé
niemechaniczny charakter, a wigc inny wymiar, niz stopnie swobody zastoso-
wane w dyskretyzacji problemu brzegowego.

7.4. Klasyfikacja réwnan rézniczkowych czastkowych
II rzedu

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe, liniowe, II rzedu
41Uy + AUy + A3Uyy + a4ty + asuy + agu = f(2,y) (7.48)

Typ tego réwnania zalezy tylko od trzech pierwszych czlonéw. Aby skla-
syfikowac typ takiego rownania, nalezy obliczy¢ wyrdznik

A = a3 —4dajas (7.49)

Typ tego réwnania bedzie zalezatl od znaku A. Jesli A < 0, réwnanie jest
typu eliptycznego. Przykladowo dla réwnania

Ugg + Uyy+ = C (7.50)

mamy A =1—4 < 0 — réwnanie jest typu eliptycznego.
Dla A = 0 rownanie jest typu parabolicznego. Réwnanie

Upy = Ut (7.51)

ma wyréznik A = 0, zatem jest ono typu parabolicznego.
Jesli wyréznik A > 0, réwnanie jest typu hiperbolicznego. Rozpatrujac
réwnanie

Ugpy — Ut = 0 (752)

mamy dodatni znak wyrédznika A > 0 — réwnanie jest typu hiperbolicznego.
W dalszej czesci podrecznika pokazemy przyklady rozwiazan réwnan roéz-
niczkowych eliptycznych, parabolicznych i hiperbolicznych za pomocg MRS.
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7.5. Przyklady rozwigzan probleméw mechaniki kla-
syczng MRS

Obecnie rozwigzemy szereg przyktadéw celem ilustracji wprowadzonych me-
tod. Wykorzystamy zaréwno lokalne, jak i globalne sformulowanie zagadnien
brzegowych. Zastosowane zostang rézne metody dyskretne: MRS — lokalna,
MRS — wariacyjna, MES oraz podejscie mieszane taczace ze soba processing
MES i postprocessing MRS. Bedzie to oznaczaé, ze do obliczania naprezen,
czyli pochodnych, wykorzystamy operatory MRS, ale jako rozwiazanie podsta-
wowe uzyjemy wynikow MES. Takie podejscie jest dzisiaj standardem metod
obliczeniowych. W przyktadach pokazemy takze wpltyw sposobu dyskretyzacji
warunkow brzegowych na rozwiazanie w lokalnej MRS.

7.5.1. Rozwigzanie zagadnienia deformacji preta

Przyktad 7.1. Rozwazmy zastosowanie wyprowadzonych wzoréw réznico-
wych do rozwiazania znanego nam juz zagadnienia deformacji preta obcia-
zonego obciazeniem o liniowym rozkladzie dziatajacym wzdtuz osi preta, dla
danych AE =1, P =0, f(z) =z, L = 1. Uktad réwnan definiujacych zagad-

nienie

d?u
u(0) =0 podstawowy (kinematyczny) warunek brzegowy

du

AEd—(L) =P naturalny (statyczny) warunek brzegowy
x
(7.53)
upraszcza sie do postaci
d?u du

Przyjeto siatke 6-weztowa, zatem odlegtos¢ miedzy weztami h = 0.2. Kazde
réwnanie uktadu (7.54) jest dyskretyzowane odpowiednim schematem. Uklad



7.5. Przyklady rozwigzan probleméw mechaniki klasyczng MRS 307

réwnan przedstawia sie nastepujaco:

punkt 1 — warunek brzegowy Dirichleta u; =0
1
punkt 2 — réwnanie problemu, schemat (7.13)  (u1 — 2ug + U3)ﬁ = —0.2
1
punkt 3 — réwnanie problemu, schemat (7.13)  (u2 — 2us + U4)ﬁ =—-04
1
punkt 4 — réwnanie problemu, schemat (7.13)  (ug — 2ug + U5)ﬁ =—-0.6
punkt 5 — réwnanie problemu, schemat (7.13)  (u4 — 2us + Uﬁ)ﬁ =-0.8
1
punkt 6 — warunek naturalny, schemat (7.12)  (—us + UG)E =0
Po prostych przeksztatceniach uklad réwnan przyjmuje postaé
_ 0
1
1 0 0 0 0 077/ wu ] 125
1 =2 1 0 00| u 5
0 1 -2 1 00 us3 ~Ton
= 125
0 0 1 -2 10 Uy 3 (7.55)
0 0 0 1 -2 1 us ~195
L0 0 O -1 1] [ ug | 4
125
(- 0 -
Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, otrzymujemy wynik: uy = 0, uy =
55 104 156 180 180
0 T 70 T 0 T 70 YT 0
1 1
Rozwiazanie $ciste jest funkcja u(x) = 51‘ — éx‘?’, zatem przemieszczenia
- o . . 74 142 198
Sciste w weztach sa nastepujace: u1 =0, uz = -, us = 5, Us = e, Us =
236 250 . . s PR
= Ug = =0 Btad wzgledny dla przemieszczenia w punkcie 6 jest dosé¢ duzy

i wynosi 27.6 %. Wynika to z faktu, ze do dyskretyzacji naturalnego warunku
brzegowego (7.54)3 zastosowano iloraz réznicowy wstecz.

Aby poprawié¢ sytuacje, do dyskretyzacji naturalnego warunku brzegowe-
go trzeba wprowadzi¢ operatory réznicowe innego typu o wyzszej dokladno-
Sci. Wyprowadzimy je metoda bezposérednia, wykorzystujac rozwiniecie funkcji



308 7. Metoda réznic skonczonych

w szereg Taylora wokél punktu centralnego (punktu, w ktérym poszukujemy
wartosci operatora). Stosujac rozwiniecie funkeji u wokét punktu i do wyrazéw
IT rzedu, dla punktéw ¢ — 1 oraz ¢ + 1 otrzymamy

1
u(wz - h) = Ui—1 R U — u;h + §u;/h2
1 (7.56)
w(x; +h) = w1 ~ u; +ulh + 5u;/hz

Odejmujac od drugiego réwnania pierwsze, otrzymujemy wzor na pierwsza
pochodna dokladnie taki jak (7.10). Podobnie dla pochodnej drugiego rzedu —
dodajac powyzsze dwa réwnania do siebie — otrzymamy wzér na druga pochod-
nag w postaci (7.13). Ale widaé juz, ze powyzszy sposéb umozliwia stosowanie
dowolnie nieregularnej siatki weztéw oraz zmiennej liczby weztéow w gwiezdzie
(mozna uwzgledni¢ w rozwinieciu wieksza liczbe wyrazéw).

Wykorzystujac powyzszy wynik, wyprowadzmy wzér réznicowy na pierw-
sza pochodna, biorac 3 wezty: 4, 5 i 6. Rozwijajac funkcje w szereg Taylora
wokél punktu 6, dla weztéw 4 1 5 otrzymamy

1 1
Uy R UG — quh + §ug4h2 Us ~ Ug — u%h + §Ugh2

Mnozac drugie réwnanie powyzszego uktadu réwnan przez 4 i odejmujac
od tak przeksztalconego réwnania pierwsze, otrzymujemy schemat réznicowy
w postaci

— dus — 3
u = Uq + dus s + O(h2) — iloraz réznicowy wstecz II rzedu

! h

Statyczny warunek brzegowy, dajacy szoste réwnanie w ukladzie (7.55),
mozna teraz zapisaé¢ jako

—uy4 + 4us — 3ug =0

zatem globalny uktad réwnan problemu jest nastepujacy:
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0
) o 1
1 0 0 0 071[w T
1 =2 1 0 0 0]/ u
0 1 -2 1 0 0||u|_| 758
0 0 1 -2 1 0] w 3
0 0 0 1 -2 1|/ us o8
0 0 0 -1 4 -3 us| 1
125
L 0_

Rozwiazujac powyzszy uklad réwnan, otrzymujemy wynik: u; = 0, ug =
72 138 198 228 240 )

=y uz = =0’ Uy = =0’ Uz = = ug = 0" Btad wzgledny dla przemiesz-
czenia w punkcie 6 jest teraz maly i wynosi 3.9 %. Wynika to z faktu, ze do
dyskretyzacji naturalnego warunku brzegowego zastosowano iloraz réznicowy
wyzszego rzedu. Ten wariant metody nazwiemy MRS(1).

Istnieje jeszcze inny, dokladniejszy, sposéb spelnienia statycznego warunku
brzegowego. Dyskretyzujac réwniez réwnanie problemu (7.54)3 w wezle 6, mu-
simy zaangazowaé¢ do tego jeden wezel poza obszarem (nazwijmy go wezltem
nr 7), ale za to do dyskretyzacji statycznego warunku brzegowego w wezle 6
mozemy zastosowaé schemat centralny. Pozwala to na uzyskanie dodatkowe-
go réwnania, za pomocg ktérego eliminujemy niewiadoma ur. Réwnanie to
prowadzi do relacji us = ur.

Globalny uktad réwnan przyjmuje teraz forme

0
1

1 0 0o 0 0 0 O]/ w | 125
1 =2 1 0 0 00 s 2
0 1 -2 1 0 00 us 125
0 0 1 -2 1 00||lwl|l=]|_3
0O 0 0 1 -2 10 us 125
00 0 0 1 -2 1] ug 4
0 0 0 0 -1 0 1]]|ur| 125
125

. 0_
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Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy rozwiazanie: uy =

75 144 201 240 255
=0 ug = =0 Uy = =0 us = =0’ ug = =0 Btad wzgledny prze-
mieszczenia w punkcie 6 wynosi obecnie 2.0 %, co jest bardzo malym bledem.
Ten wariant metody nazwiemy MRS(2).

Dla poréwnania zamiescimy rozwigzanie opisywanego zagadnienia za po-
moca MES. Lokalna macierz sztywnoéci dla pojedynczego elementu ma postaé
(patrz p.5.3.1)

05 Ug =

Ke

_ EcA° 1 -1
T e -1 1

Przyjmujac E€A®=1 i [® = 0.2, zagregowany uktad réwnan MES preta
zdyskretyzowanego piecioma elementami mozna zapisaé¢ jako

5 -5 0 0 0 O07[wu 1 [0.006667 T
5 10 =5 0 0 0|/ w 0.04
0 =5 10 —5 0 0 || us]| 0.08
0 0 —5 —10 =5 0 || wa| 0.12
0 0 0 -5 10 =5 || us 0.16

.0 0 0 0 -5 5] |wus) |0.093333

Po uwzglednieniu kinematycznego warunku brzegowego otrzymujemy roz-
wigzanie, ktére jest rozwiazaniem $cistym — zob. tab.7.2. Dodatkowo wpro-
wadzono do tablicy rozwiazanie otrzymane bezelementowa metoda Galerkina
(BMG), bedaca pewnym wariantem wariacyjnej MRS — patrz przyktad 7.85.
BMG oméwiono szczegdltowo w dalszej czesci rozdziatu.

A zatem MES okazala sie tu metoda najdokladniejsza. Ale czy aby na
pewno? Otéz inzyniera interesuja przede wszystkim naprezenia, a wiec warto-
Sci pochodnych. Zobaczmy jak to wyglada dla poszczegdlnych metod, tab.7.3.

Rysunki 7.9 i 7.10 ilustruja zamieszczone w tabelach 7.2 i 7.3 wyniki. Na
rys.7.9 przedstawiono przemieszczenia w weztach otrzymane MRS, dwoma wa-
riantami, MES oraz poréwnano je ze Scistymi wynikami. Jak tatwo zauwazy¢,
wyniki otrzymane za pomoca MES pokrywaja sie ze Scistymi rezultatami.
Na rys.7.10 pokazano naprezenia w weztach. Naprezenia dla MES obliczono
jako usrednione wartosci naprezen ze Srodkéw elementéw. Wyniki otrzyma-
ne drugim wariantem MRS pokrywaja sie ze Scistymi rezultatami, mimo ze

SW przykladzie 7.8 zostang zamieszczone wyniki obliczen dla ciagu siatek oraz oméwione
problemy zbieznoéci i stabilnosci wynikow.
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Nr | MRS(1) | MRS(2) | MES | BMG | Wartosé
wezla doktadna

1 0 0 0 0 0
72 75 74 73.94 74

2| 70 | o | 7m0 | 70 | 70
138 144 142 142.05 142

J 750 | 70 | 70 | 70 | 750

4 g @ % 197.78 %
750 750 750 750 750
228 240 236 236.31 236

g 750 | 70 | 70 | 70 | 750
240 255 250 249.85 250

0 750 | 70 | 70 | 70 | 750

Tabela 7.2. Poréwnanie przemieszczen otrzymanych réznymi metodami: MRS-
lokalna, MRS-wariacyjna, MES oraz bezelementowa metoda Galerkina
(BMG)

przemieszczenia byly obarczone znacznie wigkszym bledem niz te uzyskane
za pomocg MES. Ponadto naprezenia bedace wynikiem bezposredniego post-
processingu MRS na przemieszczeniach MES i z u$rednienia sg takie same.
Oznacza to, ze sa one nadzbiezne®. Na rys.7.9 i 7.10 przedstawiono réwniez
wyniki MEB. Pokrywaja sie one z wynikami Scistymi zaréwno dla naprezen,
jak i przemieszczen.

Czytelnika spotkata spora niespodzianka. Wartosci naprezen w weztach
dla MES, obliczone jako uérednione wartosci naprezen ze $rodkow elementow
(patrz przyklad 5.1), sa obarczone wiekszym bledem niz te, ktére otrzyma-
no z rozwigzania MRS, mimo ze przemieszczenia uzyskane za pomoca MRS
sg mniej doktadne. To jest bardzo ciekawa i wazna wlasnos¢ MRS. W wielu
przypadkach warto$¢ pochodnej jest obliczona z takim samym, lub duzo mniej-
szym, btedem jak wartos¢ funkcji. Jest to zjawisko nadzbieznosci w MRS, ktére
bedzie w dalszym ciagu przedmiotem rozwazan. Jest ono, niekiedy, znacznie
silniejsze niz w MES. Oznacza to takze, ze do mierzenia btedu obliczen nalezy
uzywacé zaréwno norm zerowego (np. Lo ), jak i pierwszego rzedu (np. normy

5Nadzbieznosé¢ oznacza, ze w pewnych punktach otrzymuje sie wyniki lepsze niz wynika to
z teorii metody. W MES i MRS istnieja takie punkty. Nazywa si¢ je punktami nadzbieznosci.
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Nr [ MRS(1) [ MRS(2) | MES | MES/MRS | BMG | Wartosé
wezta doktadna

P T T BT BT [ R
750 750 750 750 750 750

5 34_5 @ @ @ 355.13 @
750 750 750 750 750 750
300 315 310 310 309.60 315

3 70 | 70 | 70 70 | 7m0 | 750

4 % @ % @ 235.65 @
750 750 750 750 750 750
120 135 130 130 130.19 135

g w0 | 70 | 70 750 70 | 750

15 5 -5 5.36
6 | ~70 O 1w wo | mo| °

Tabela 7.3. Poréwnanie naprezen w wezlach otrzymanych réznymi metodami:
MRS-lokalna, MRS-wariacyjna, MES - metoda usredniania, MES - po-
dejsciem mieszanym: processing MES/postprocessing MRS oraz bez-
elementowa metoda Galerkina (BMG)

energii’). Warto zwrécié uwage na to, ze wartoéci naprezen otrzymane za po-
moca BMG sa zblizone do superzbieznych wartosci otrzymanych za pomoca
MES. Jednakze taka doktadno$é, w przypadku BMG, mamy praktycznie w
kazdym punkcie.

Obecnie rozwiazemy zagadnienie deformacji preta, wykorzystujac sformu-
lowanie globalne. Funkcjonal calkowitej energii potencjalnej, odpowiadajacy
sformutowaniu lokalnemu (7.53), ma postaé

L

J(u) = %i(j—i)de— /uxdx (7.57)
0

0

Zakladamy, ze dyskretyzacja zagadnienia dokonywana jest za pomocg MRS,
ale w wersji wariacyjnej. Catkowanie przeprowadzamy po elementach, tak jak

"Uwaga! Stwierdzenie: norma energii jest niedciste, wynika ono z pewnej tradycji. W isto-
cie bowiem 'norma’ energii, z punktu widzenie matematycznego, jest seminorma. Z faktu, ze
norma energii zeruje si¢ nie wynika bowiem, ze rozwigzanie jest zerowe.



7.5. Przyklady rozwigzan probleméw mechaniki klasyczng MRS 313

Przemieszczenia wezlow

Rys.7.9.

Naprezenie G,

0.4

S
w
\

o
(V)
|

e
—

- — A—- — MRS(1)
———— MRS (2)
— o MES
o BMG
scisle, MEB

0.2 04 0.6 0.8 1
wspotrzedna x

Przemieszczenia w weztach obliczone za pomoca MRS, MES, BMG oraz

MEB

0.6

— — 4 — — MES, MES/MRS, BMG
——O—— MRS(1)
——B8—— MRS(Q2)

Scisle, MEB

0

0.2 04 0.6 0.8 1
wspotrzedna x

Rys.7.10. Naprezenia w wezlach obliczone za pomocag MRS, MES, BMG oraz MEB
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w MES, zaktadajac, ze catkujemy metoda trapezow. Zastepujac pochodne ilo-
razami réznicowymi oraz sumujac caltki po poszczegdlnych elementach, otrzy-
mujeny

J(u) = % (uZ;ul)Qh_ 0.0u; ;O.2u2h+

1 —uz\? 0.2 0.4

1 — 2 0.4 0.6
+§<U4hu3) h—ym—

1 —ug\? 0.6 0.8

1 — 2 0.8 1.0
+§<UGhUS) b u5;— ue

Po zrézniczkowaniu powyzszego funkcjonatu wzgledem nieznanych parametréw
weztowych, realizujac warunek stacjonarnosci funkcjonatu, mamy

o7 ,
e ZQUQ—U3—0.2h =0

3UQ

oJ )
— = —ugs +2uz —ug — 0.4h* =0
3U3

a.J )
— = —ug+2uy —us — 0.6h* =0
Ouy

o7 )
— = —ug +2us —ug — 0.8 =0
8U5

o.J ,

— = —u5+ug— 0.5h* =0

Buﬁ

W powyzszym uktadzie pominieto réwnanie dla niewiadomej u; z uwagi na
jednorodny (zerowy) warunek brzegowy dla tej niewiadomej. Po rozwiazaniu
powyzszego ukladu réwnan otrzymujemy nastepujace wyniki: uy = 0, ugy =

75 144 201 240 255
=0 ug = =0 Uy = =0’ us = =0’ ug = =0 Btad wzgledny dla
przemieszczenia w punkcie 6 wynosi 2.0 %. OtrzymaliSmy wiec dokladnie takie

samo rozwigzanie jak dla lokalnej MRS.
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Komentujac otrzymane wyniki, nalezy stwierdzi¢, ze doktadne pordéwna-
nie wynikéw réznych metod wymaga zastosowania ciggu siatek. Zostanie to
uwzglednione w dalszych punktach rozdziatu.

7.5.2. Deformacja wolno podpartej belki — lokalna i wariacyjna
MRS

Przyktad 7.2. Zastosujemy lokalng MRS do obliczenia ugiecia belki wolno
podpartej obciazonej obciazeniem réwnomiernie roztozonym, rys.7.11. Zadanie
jest nastepujace: znalez¢ linie ugiecia belki opisana rownaniem
M (z)
i
=—— 0O<a<lL
v EI v (7.58)
z warunkami  w(0) = w(L) =0

q
1 9 3
h | h .
- L >
Yw |

Rys.7.11. Dyskretyzacja zginanej belki

Przyjmujemy trzy siatki: 3,5,9-weztowe. Moment zginajacy w przyjetym
uktadzie wspotrzednych wyraza sie wzorem
gL q@? g

x—-—="—(L—2x)

Mz) == 2~ 9

Zadanie 1. Siatka 3-wezlowa: h =

Do

Z uwagi na warunki brzegowe: wy = 0, ws = 0 réwnanie (7.58) dyskretyzujemy

: L L qL? , L7
tylko w punkcie 1. Uwzgledniajac, ze M1 = M 3] = 3§ oraz h® = T
mamy
1 qL? 1
(wo = 2w +w2) 75 = ——~7
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skad
qL?
w1 =
' G4ET
5 qL*

1 1 L3 } dok — t
Ugl@Cle SCi1s1€e ’U)l —384—EI, zatei
2

wy = 1Ew?0k

Ugiecie w $rodku belki wyznaczone zostalo z 20 % doktadnoscia, a wiec
stosunkowo malo doktadnie, ale pamietajmy, ze do dyskretyzacji zagadnienia
przyjeto siatke o zaledwie 3 weztach. Bedziemy teraz zageszczaé siatke i Sledzié
btad rozwiazania.

L

4
7 uwagi na warunki brzegowe: wg = 0,wq4 = 0 i symetri¢ zadania réwna-

nie (7.58) dyskretyzujemy tylko w punktach 1 i 2. Uwzgledniajac, ze M; =
L 3qL? L qL? , L7
M[—|= My=M/|— :?orazh =15 mamy

Zadanie 2. Siatka 5-wezlowa: h =

4 327 2
1 3qL% 1
—9 - = _ —
(wo = 2w1 + wy) Lz 32 EI
5 (7.59)
9 1 qL” 1
(w1 = 2wzt ws) 7 = ==~ 57
16
Po wykorzystaniu warunku symetrii ws = ws, warunku brzegowego wg = 0
1 qL*
oraz przyjmujac oznaczenie ) = @QE—I’ uktad réwnan (7.59) przybiera forme

3
—2w; +wp = _ZQ
2’(1)1 — 2w2 = —Q

5 5 qL*
P iazani ; kladu réwnaf Cwy = 20 = 21
o rozwiazaniu powyzszego ukladu réwnan mamy: wy 4@ 12 B

7@ T qL*

BT TSR | . |
Poréwnanie rozwiazania dokladnego i aproksymacyjnego jest nastepujace:
20 21

wy = —wi  wy = Zwik (7.60)

“ 19 ! 2790



7.5. Przyklady rozwigzan probleméw mechaniki klasyczng MRS 317

L
Zadanie 3. Siatka 9-wezlowa: h = —

8
Z uwagi na warunki brzegowe i symetri¢ zadania réwnanie (7.58) dyskretyzu-
L 7
jemy tylko w punktach 1,2,3,4. Uwzgledniajac, ze M; = M 5= quQ
L 12 3L 15 L 16
My=M|—|=—ql? Mzg=M | — | =-—qL? My =M | = | = ——qL?
4 128 8 128 2 128
L2
oraz h? = —, mamy
64
7 L?
(wo = 2w+ we) 77 = =557
64
( Sy + w3) 12 L2
wy —2we +W3)v5 = ————=—=
S N Py o7
9 (7.61)
( s + wy) 1 157
W2 T A T = TR BT
64
16 12
(wy = 2wa+ws) 77 = =557

64

Po wykorzystaniu symetrii zagadnienia: ws = ws oraz warunku brzego-
2

wego wy = 0, mnozac réwnania (7.61) przez o1 oraz przyjmujac oznaczenie
4
qL

= S193 BT uklad réwnan (7.61) przyjmie forme

—2wy +wg = —7Q
wy — 2wy + w3z = —12Q
wo — 2ws + wg = —15Q
w3 — 2wy + w3z = —16Q
Przemnazajac rownania drugie i trzecie przez dwa, dodajac stronami pierw-

sze réwnanie do drugiego oraz trzecie do czwartego, otrzymujemy uktad 2
rownan

—3ws + 2wz = —31Q
211)2 — 2?1}3 = —46Q
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42 gqL*
8192 ET’

77 qL* 100 ¢gL* 108 gL*
390 Bl W= 100Q) = 3100 Bl W= 108Q = 3193 BT
Poréwnanie rozwiazania dokltadnego i aproksymacyjnego dla érodka belki

1
jest nastepujace: wy = 1—w°*, co oznacza 1.25 % bledu, a wiec jest to bardzo

80

Po rozwigzaniu powyzszego ukladu réwnan mamy w; = 42Q =

Wy = 77Q =

doktadny wynik.

Przyktad 7.3. Powtérzymy przyktad 7.2, stosujac wariacyjna MRS. Bedzie-
my poszukiwaé¢ minimum catkowitej energii potencjalnej

L
T(w) = 0/ E(w’)Q— Aiff)w dz (7.62)

Podobnie jak dla lokalnej MRS zastosujemy kilka uprzednio uzytych siatek.

L
Zadanie 1. Siatka 3-wezlowa: h = 3

Zastepujac pochodne ilorazami réznicowymi, catkujac obydwa cztony metoda
trapezéw oraz uwzgledniajac symetrie zagadnienia (catkujemy energie tylko
dla polowy belki i mnozymy przez 2), otrzymujemy

1 <w1—w0>2 Mywy + Myw

J(w;) = 2 [— - ser b (7.63)

2

Uwzgledniajac warunek brzegowy: wg = 0, warunek stacjonarnosci funk-
cjonalu mozna wyrazi¢ nastepujaco:
8J 2U1 M1
ow; h  EI
skad
M, h? 1 qL*
wl = = — —
EI 2 64 E1

Otrzymalismy wiec takie samo rozwiazanie jak dla wersji lokalnej MRS.



7.5. Przyklady rozwigzan probleméw mechaniki klasyczng MRS 319

Zadanie 2. Siatka 5-wezlowa: h = 1

Dyskretyzujac funkcjonal, jak poprzednio, otrzymujemy

2 h 2E1

n 1 <w2 - w1)2h_ Miwy + Maws
h 2E1

1 — 2 M, M
J(wi)zgl_ (u) . Mowo + Myw, -

. b (7.64)

Uwzgledniajac warunek brzegowy: wg = 0, warunek stacjonarnosci funk-
cjonalu mozna wyrazi¢ nastepujaco:

oJ 211)1 M1

A e R
ow — n BT Bl
oJ wo — W1 M1
G gz M,

Po przeksztalceniach uklad réwnan (7.3) przybiera postaé

4 2 2M,
YT T g
2 2 M.
— Wi + Wy =
h? h? EI

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan, otrzymujemy

My\ h? 3 o 1 5\ L? 5 qL*

(M o+ 22 (22 —qr?) = 2 4

i ( 1+ 2>EI <32q * 167 )16EI 512 EI
My h? 7 qL*

W2 =Wt T e T R0 ET

Otrzymany wynik jest identyczny jak w lokalnej wersji MRS. Podobne
wyniki daje siatka trzecia, dlatego nie bedziemy dla niej zamieszczaé¢ wynikow.
Warto zauwazy¢ fakt bardzo szybkiej zbieznoéci wynikéw aproksymacyjnych
do $cistych.
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7.5.3. Rozwigzanie zagadnienia skrecania preta — lokalna i wa-
riacyjna MRS

Przyklad 7.4. Rozwazymy analize stanu naprezenia w skrecanym precie
pryzmatycznym.

Sformulowanie problemu
Znalez¢ maksymalne naprezenia $cinajace w pryzmatycznym precie o przekro-
ju kwadratowym skrecanym momentem M

a/2 a/2
OF oF
M, = / / Fdxdy, 7= E Tye =~ 5 (7.65)
—a/2—a/2

Sformutowanie lokalne (réwnanie typu eliptycznego)

~V2F = 2G0 w Q

F =0 na 0f) (7.66)
gdzie F' jest funkcja skrecenia, G = ﬁ, za$ 0 — katem skrecenia.
Sformutowanie globalne
Zmnalez¢ funkcje F minimalizujaca funkcjonat

a/2 a/2
in.J J—//// ! oF 2+ o\’ 2GOF » dx d
e - 2 |\ 922 o) | vy (7.67)
—a/2—a/2

F =0 na 09

Dyskretyzacja MRS

Do obliczen przyjeto regularng siatke 3x3 wezly, jak to pokazano na rys.7.12,
wykorzystujac symetrie problemu, skad Fg = Fg = Fy = Fy , Fy = F; =
F5 = F3 . Warunki brzegowe sa postaci F3 = Fy = 0.

Sformutowanie lokalne
Wykorzystujac standardowy operator Laplace’a (tab.7.1), réwnanie problemu
po dyskretyzacji przybiera postac
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(a)

warunki symetrii

a2 Fy=Fs=F=F
Fy=F;=F5=F3

warunki brzegowe

Fy=F=0

+0+0 o

O«I»o——;—é T
| o
oF OF oF oF
' ox’ By Dz dy
Rys.7.12. Siatki obliczeniowe do przykltadu 7.4

2
5+m+ﬂﬁfy4ﬂ:—mw@)
natomiast, wykorzystujac ulepszony operator Laplace’a (tab.7.1), mamy

1 2 10 2
(B s+ Fo b Fo) + 2By Byt By Fs) — < Fy = 260 (g)
Obydwie zastosowane dyskretyzacje daja odpowiednio

1
Pazgaaﬂ:osﬁFﬁk

oraz 3
Hzidwf:LMMﬁk (7.68)

gdzie F@°K jest rozwiazaniem dokladnym. Przyjmujac a=1, #=0.01 oraz
G=10000, otrzymujemy nastepujace wyniki liczbowe: — dla standardowego
schematu operatora Laplace’a — F1=12.5 (btad 15.15 %), dla ulepszonego sche-
matu operatora Laplace’a — F1=15.0 (blad 1.8 %).
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Obecnie pokazemy rozwiagzanie problemu skrecania preta dla przyjetych
danych, dla ciagu siatek wykorzystujac programy napisane w MATLAB-ie.
Przesledzimy tez proces zbieznos$ci wynikéw aproksymacyjnych do Scistych.
Zadanie jest nastepujace: rozwiaza¢ problem skrecania preta pryzmatycznego
o przekroju kwadratowym. Sformulowanie jest dane za pomoca wzoréw (7.66).

Do obliczen przyjeto dane: #=0.01, G=10000. Procedura rozwigzania pro-
blemu za pomoca MRS jest nastepujaca:

1. Przyjecie siatki do obliczer - siatka 5x5 (rys. 7.13), skad Az = Ay = 1

T Y
P B v B R
w0 w0 w0 w0 w0
16 17 18 19 20
¢ * ® ®
wO wil w2 wil wO
1 12 J13) | 5 T
’ ’ 3 ’ 3 ¢ — >
w0 y/ w3 [w2 w0
8 & JE JE JRL
wo (Jwi w2 w1 T[wo
o o> o o o’
w0 w0 w0 w0 w0

Rys.7.13. Siatka weztow 5xb

2. Przyjecie schematu réznicowego (zob. rys. 7.5)

3. Ulozenie uktadu réwnan. Ma on nastepujaca postaé:
= —ch?
= —ch?

= —ch?

gdzie ¢ = 2GH

W zwartej formie mozna go zapisaé¢ jako

2F, — 4Fy
21N + F3 — 2F,
AP, — AT,

0] [ A
1] R
4 || R

— —ch?

1
1
1

(7.69)
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Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan otrzymujemy rozwigzanie

. 11 8.5938
1 _ChZ

Fy | == | 14 | = | 100375 (7.70)

I3 18 14.0625

Widok funkcji rozwigzania oraz jego warstwice przedstawiono na rys. 7.14.

Widok funkgji — siatka 5x5 Warstwice funkcji — siatka 5x5
' 5

15 _ 45

0 0 1 2 3 4 5

Rys.7.14. Widok i warstwice rozwiazania dla siatki 5x5

Podobnie rozwiazano problem jak poprzednio, ale dla siatki weztéw 7x7
(rys.7.15), h = Az = Ay = %.

Uktad réwnan dla powyzszej dyskretyzacji, przyjmujac poczwdérng syme-
trie i uwzgledniajac warunki brzegowe, jest nastepujacy:

2F; — AF) = —ch?

Fi + Fy + Fy — 4F, = —ch?
2F, + F5 — 4Fy = —ch?

2F, + 2Fs — 4F5 = —ch?

F3 + 2Fy + F5 — AFy = —ch?
AFy — 4Fy = —ch?

(7.71)
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y

< 43 44 45 46 47 48 49

[ ® ® ® ® )
wQ wO wO wO wO WO/ wO

36 \\'37 38 39 40 '41/ 42
w0 wl w2 w3 w2 7wl w0

29 30 M3t 32 34 35
w0 w2 N\(4 w5 ,’l\fvi w2 w0

D G € 2z X.zs’ 26 A C R,

w0 w3 W5// W6 w5 w3 wO

15 18 4 v 18 |~ 119 20 21
w0 w2/, 7 (w4 w5 w4 w2 wO
48 " o n | \\‘13 14
wo | “[wil w2 w3) w2 Wl w0

17 2 3 4 5 6 )7

® ® ® ® ® '}
s w0 w0 w0 w0 w0 w0 w0

|
Rys.7.15. Siatka weztow 7x7
W zwartej formie mozna go zapisaé¢ jako
[ —ch? ]

[ 4 2 0 0 0771 F1 7] B2 [ —5.5556
1 —4 1 1 0 0 Fy ) —5.5556
0 2 -4 0 1 0||F| | —-ch”| | —55556
0 2 0 —4 2 0 Fy | | _ecp2 | | —5.5556
0 0 1 2 -4 1 Fx 32 —5.5556

—c

| 0 0 0 4 4] | Fg | L —5.5556

| —ch® |

Po rozwigzaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy nastepujacy wy-

nik:

Widok rozwiazania oraz jego wartwice przedstawiono na rys. 7.16.

5.2885
7.7991
8.5470

11.8056

13.0342

| 14.4231 |

(7.73)
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Widok funkgji — siatka 7x7 Warstwice funkcji — siatka 7x7

0o

Rys.7.16. Widok i warstwice rozwiazania dla siatki 7x7

Kolejne rozwigzanie otrzymano dla siatki weztéw 9x9 (rys. 7.17), h = Ax =

_ 1
N3 74 75 76 77 78 79 80 81
w0 wo wo |wO wO w0 wO w0 ,“[wO0
N
N 7
64 165 66 67 68 69 70 1 72

w0 wl w2 w3 w4 w3 w2 7wl w0

55 56 ™57 58 59 60 ol 62 63
@ 4 ’3\ 4 9 ———9—0—0

w0 w2 W5 w6 w7 w6 e w5 w2 w0

AN
7/

46 47 48 < Jao 50 1 52 53 54
[ 2 4 4 3 9 ———0—0—0

w0 w3 w6 w8 w9 w8 w6 w3 w0

AY N ,
37 38 39 40 M 42 43 44 45 X
— @ 4 4 4 9 ———0¢ —— >
w0 w4 w7 w9, W]\.O w9 w7 w4 w0
7

28 29 30 3{ 32 |M]33 34 35 36
[ 2 4 ——0

w0 w3 w6, w8 w9 w8 w6 w3 wO

7 N
7/

19 20 21 22 23 24 25 26 27

[ S ' *———¢

w0 w2/ 7 |wb w6 w7 w6 w5 w2 w0

10 fal 12 13 14 15 16 |17 18
wo (“fwil w2 TW3 wad) [w3 w2 wl wo
7/
7
2
e |
w0 w0

N
N\
l4 5 6 7 8 NM19
————9

3
w0 w0 R w0 w0 w0 wo

7

Rys.7.17. Siatka weztow 9x9
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Ukltad réwnan dla powyzszej dyskretyzacji, przyjmujac poczwérna syme-
trie i uwzgledniajac warunki brzegowe, jest nastepujacy:

2F — AF) = —ch?

Fi + F5 + F5 — 4F, = —ch?
Fy + Fy + Fy — 4F3 = —ch?
2F; + Fr — AF), = —ch?
2F, + 2Fs — 4F5 = —ch®

9 (7.74)
Fs+ F5 + Fr + Fg — 4Fg = —ch
Fy+2F + Fy — 4F; = —ch?
2Fs + 2Fy — 4Fy = —ch®
Fr 4+ 2Fg + Fig — 4Fy = —ch?
4F9 — 4F10 = —Ch2
W zwartej formie mozna go zapisaé jako
(-4 2 0 0 0 0 0 0 0 o077[ F 7 [ —3.125
1 -4 1 0 O 0O O 0 0 o0 F —-3.125
o 1 -4 1 o0 1 0 0 0 O F3 —3.125
o o 2 -4 0 O 1 0 0 0 Fy -3.125
o 2 o0 0 -4 2 0 0 0 O Fs | | —=3.125
o o 1 0 1 -4 1 1 0 0 Fs | | —=3.125
o o o 1 o0 2 -4 0 1 0 Fy —3.125
o o o o o 2 o0 -4 2 0 F3 —3.125
o o o o o o 1 2 -4 1 Fy —-3.125
. 0 0 0 O o o0 0 0 4 —-4]| Fy | | —3.125 |

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu rownan otrzymujemy nastepujace rozwia-
zanie:
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T F ] [ 3.5558
P 5.5492
Iy 6.5832
Fy 6.9049
F; 8.9327
Fs | ~ | 10.7537 (7.75)
P 11.3281
Fy 13.0457
Fy 13.7753
| Fio | | 145565

Widok rozwiazania oraz jego wartwice przedstawiono na rys. 7.18.

Widok funkcji — siatka 9x9

Warstwice funkcji — siatka 9x9
9

8

Rys.7.18. Widok i warstwice rozwiagzania dla siatki 9x9

Warto zestawi¢ wyniki obliczen dla calego ciagu siatek oraz uzyskane btedy
obliczen (warto$¢ Scista Fyox = 14.7348):

o siatka 3x3, skok siatki h = 3, Fiax = 12.5, blad=15.17 %,
o siatka 5x5, skok siatki h = 1, Finax = 14.06, blad=4.56 %,
e siatka 7x7, skok siatki h = 3, Finax = 14.42, blad=2.12 %,
e siatka 9x9, skok siatki h = 3, Finax = 14.56, blad=1.21 %.

Tempo zbieznosci wynikéw aproksymacyjnych do Scistych zaprezentowano
na rys. 7.19.
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100

o]

=

biad [

1 IIIIIII|

01 1
skok siatki

Rys.7.19. Zbieznosé wynikéw aproksymacyjnych do Scistych dla problemu skreca-
nia

Sformutowanie globalne

Model dyskretny dla sformutowania globalnego powstaje poprzez zamiane po-
chodnych na wzory réznicowe i wykonanie catkowania numerycznego. Zasto-
sowano dwa warianty catkowania numerycznego roézniace sie doktadnoscia.

a. Liniowa aproksymacja i calkowanie po elemencie (wezly 1, 8, 7, 6),
rys.7.12b

1[/F,+Fy F+F;\ 212 [[/Fs+F F +F\ 212
e I Nk

2 2 a 2 2 a

1 2 1
- QGGZ(Fl + Fs + Fr + Fg)} “Z =F? - §G9a2F1

oJ 1
—— -0 — F, =-G0a®=1.696Fd°K
3r =" 1 = ;Goa 696 F

b. Liniowa aproksymacja i catkowanie dookota weztéw, gdzie warto$é opera-
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dF dF\ . . o
tora | F, —, — | jest najdokladniejsza, rys.7.12c,d,e
dz’ dy

1 Fg—Fl) CL (F7 Fg) CL
J==4|2 — 4+4{2—— ) —
2{{( a 4 + a 8
_ 2 2
2(2L Fl) a—+4( }
a 4
2

2
— 206 < Sy Rl +4F7“—> —9F? —G9a2F1

_l’_

8 16

aJ 1
— =0 F, = =G0a? ~ 0.848 Fdok
OF, I L

c. Catkowanie kwadraturami Simpsona II rzedu pomiedzy weztami. Nieco
lepsze rezultaty otrzymuje sie dla kwadratury Simpsona

8 8
J = §F12 - §G9a2F1
aJ 1
—— =0 F; = —Gfa? ~ 1.130Fdok
oF, AT gt 1

Obliczenie naprezen stycznych i momentu skrecajacego
Maksymalne naprezenia stycane Tmax = Tzy8 = Try6
Uzywajac schematu réznicowego w przéd w wezle 8, otrzymujemy

Fg — F; 2
s—h_2p
a

Tmax R —2 a

Lepsze rezultaty otrzymuje sig, stosujac schemat centralny (II rzedu)

1 2
§(sz1 + sz8) ~ EFI — T8 = EFI — T2yl

Stosujac schemat centralny w punkcie 1, naprezenia styczne przyjmuja
wartosci

Toyl = — =0 Toz1 = =0
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oraz

Tmax ~ —F1
a

Ten sam rezultat otrzymujemy, wykorzystujac schemat centralny dla pierw-
szej pochodnej bezposérednio w punkcie 8

2 1 4
x~ —(=3Fy+4F, — Fg)- = —F} 7.76
Tma a( 4+ 45 8) 2 0 1 ( )
Moment skrecajgcy
a. Stosujac najprostsza aproksymacje i catkowanie dookota weztéw, mamy

2 2 2

a a a 1
My~ 2 | Fi— + (Fo + Fy + Fp +F8)§ + (B3 + F5 + Fy +F9)1—6 = §a2F1

Stad maksymalne naprezenie styczne wynosi

Tmax ~ aFl = 4(1—33 = 0‘8327—m2x

b. Przyjmujac drugiego rzedu aproksymacje i catkowanie typu Simpsona po-
miedzy weztami, mamy

2

a 8
M, ~ 2[16F) + 4(F + Fy+ Fy + F) + (Fy + Fs + Py + Fy)] o = §a2F1
Stad maksymalne naprezenie Scinajace wynosi
4 9 M,
Tmax % ~Fy = 5@—; = 0.9367°K (7.77)

7.5.4. Rozwigzanie r6wnania biharmonicznego — réwnanie zgi-
nania ptyty

Rozwiazemy problem zginania plyty cienkiej obciazonej réwnomiernie rozto-
zonym obciazeniem ¢ (rys.7.20). Modelem matematycznym jest réwnanie elip-
tyczne IV rzedu

Viw=-L w Q (7.78)

4
D
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t3

12(1 — v?)
t — wysokos¢ przekroju.

gdzie D = F — sztywno$é plytowa, v — wspoélczynnik Poissona,

Na brzegach okreslone sg warunki, rys.7.20

2
w =0, 271;) = 0 na brzegach AC i BD (swobodne podparcie) (7.79)
oraz
ow . . .
w =0, o = 0 na brzegach AB i CD (utwierdzenie) (7.80)
Yy
| | { FPw  Pw 0
| |/ on? ox2
| |
| I
| |
| q |
Viw=-=
| D |
| |
A B
\ w =0
ow  Ow 0
on  Or

Rys.7.20. Problem zginania plyty

Do obliczen przyjeto nastepujace dane: Wymiary plyty 100 x 100 m, gru-
bos¢ pltyty t = 1 m, wspdlczynnik Poissona v = 0.3, modut Younga F =
1.092 - 107 kN/m?, stad D = 1.0 - 107 kNm. Zakladajac Az = Ay = h, ope-
rator réznicowy przybiera posta¢ — zob rys. 7.7, jego wyprowadzenie podano
wczesniej.

Ptyte zdyskretyzowano w sposob pokazany na rys. rys. 7.21.
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Yy
’W_5 - w6
|
21 22 23 24 25
s ¢ ® '
wO w0 w0 w0 w0
16 17 18 19 20
- — ¢ ! ! 3 @ ®
|w7 wO wl w2 wl wO
I 1 12 13 14 15 x
- — ¢ @ @ @ e —— >
w8 w0 w3 w4 w3 w0
6 7 8 9 10
® @ @ ! 3 ®
wo \_[wl w2) wl wo
1 2 3 4 5
w0 w0 w0 w0 w0

Rys.7.21. Siatka 25 weztéw do obliczen za pomoca MRS

Uwzgledniajac fakt, ze zadanie ma podwodjna symetrie, uktad rownan moz-

na zapisaé nastepujaco:

wr + ws + wi + wi + 2(wo + wo + wo + wa)—

-8
wo + wg + wo + wo + 2
-8

2

wg + wo + w3 + wo +

— 8(wp + w1 + wg + wy) + 20ws =

wo + wo + wa +w3) +

wo + wo + w3 + w3z )—

wy + wo + wy + wy) + 20wy =

(7.81)

wo + wo + wo + wp)—

wo + wo + wo + wo + 2(wy +wy +wy + wy)—

— 8(w2 + w3 + w2 —|—w3) + 20wy =

7 warunkéw brzegowych wynika, ze
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— brzeg AC
8210‘ wy — 2w + w1y 0
Oz lo h? T (7.82)
9w wg — 2wg + w3
0z ‘0 - h? =0 = ws=-uws
— brzeg CD
ow ws — W1 0
0y lo 2h (7.83)
ow Wg — W2 0 ’
_— = —-— = —_ w = W
0y lo 2h 6 2
W zwartej formie uktad réwnan (7.81) mozna zapisaé jako:
1
22 -8 -8 2 wy
—16 22 4 -8 | |wy | _ ght]|1 (7.84)
—16 4 20 -8 ws | D |1 ‘
8§ —16 —16 20 wy 1

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu réwnan otrzymujemy rozwiazanie

. 0.3084 ~0.1205
1
pA | 0.4145 —0.1619
oLl L = (7.85)
ws D | 0.4663 —0.1821
a 0.6313 —0.2466

Rozwiazanie oraz jego warstwice przedstawiono na rys.7.22.

7.5.5. Rozwigzania ré6wnan parabolicznych za pomocg MRS

Obecnie pokazemy rozwigzanie problemu sformutowanego za pomoca rownania
parabolicznego. Rozwazmy problem nieustalonego przeplywu ciepta w obsza-
rze jednowymiarowym, rzadzonym przez réwnanie

QUgy = U W S (7.86)



7. Metoda réznic skonczonych

334

Funkcja ugiecia — siatka 5x5 Warstwice funkcji — siatka 5x5

100

0%
Rys.7.22. Rozwiazanie plyty za pomoca MRS, widok i warstwice

z warunkiem brzegowym
u(a,t) = uq(t), u(b,t) = up(t) (7.87)

i warunkami poczatkowymi
(7.88)

u(z,0) = up(x)

gdzie t > 0 jest czasem, a parametr a = const, rys.7.23.

%

o0
s
= Q =
S =
] 3
X

Uuo
Rys.7.23. Obszar i warunki brzegowe dla rownania parabolicznego
Problem zdyskretyzowano za pomoca MRS w przestrzeni i czasie. Naj-
pierw zostanie zastosowany schemat explicite (jawny — warunkowo stabilny),

rys.7.24.
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ik+1
At

O——0O—=0

i1,k ik i+1,k

Az Az

Rys.7.24. Schemat jawny (explicite) catkowania po czasie

Druga pochodna przestrzenna dla chwili czasowej k mozna zapisaé naste-

pujaco:
Wit1k — 2Uik + Ui-1,k
Uz (k) = - A;‘z - (789)

Pierwsza pochodng wzgledem czasu, dla warstwy czasowej k, mozna zapi-
saé jak ponizej

Ui k+1 — Uik
Uy(j ) = — A7 - (7.90)
Réwnanie (7.86) mozna przedstawié teraz jako
Uipl ke — 2Ui ) + Uim1 e Uiyl — Uik
’ : L k— 0 7.91
“ Ax? At (7.91)

Przyjmijmy, ze
aAt
— = 7.92
(D)2 (7.92)
Z uwagi na to, ze schemat réznicowy (7.91) jest jawny, musi by¢ spelniony
warunek stabilnosci 1
A< 3 (7.93)
Oznacza to, ze krok czasowy nie moze by¢ dowolny, lecz ograniczony i po-
zostawaé w pewnej relacji z odleglosciag miedzy weztami w przestrzeni Azx.
Przemnazajac réwnanie (7.91) przez At, otrzymujemy

aAt
(Az)2 (Wit1k = 2uik + Uim1 k) = Uikt + Uik =0 (7.94)

i dalej, wykorzystujac definicje A, otrzymamy zwiazek na niewiadoma wartosé
u; k+1 dla warstwy czasowej k + 1

Ui k1 = Aig1 g+ (1= 20U + A1k (7.95)
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Zauwazmy, ze w schemacie (7.94) bezposrednio tkwi warunek stabilnosci.
Dla przyktadu rozwigzemy réwnanie, rys.7.25

Ugy = Ut (7.96)
z warunkami na brzegach x =0,iz =1
u(0,t) =100, w(1,t) =100 (7.97)

oraz warunkiem poczatkowym dla ¢t=0

u(z,0) = 100 — 400z + 40022 (7.98)
¢ 2
25 26 27, F .28 29 30
° o 'leo ° ®
wl3 wl4 wl51 = wilb wl4 wil3
|
19 20 21! 22 23 24
o [ ®e I o [ [ ]
wl0 will wil2, wil2 will w10
|
13 14 15 1 16 17 18
® ® e , o ° ®
w7 w8 w9 | w9 w8 w7
|
7 8 9 10 11 12
o [ ] [ ] [} [ ] [ ]
w4 w5 w6 : w6 w5 w4
1 2 3, .4 5 6 z
@ L | -

@
wl w2 w3

Rys.7.25. Dyskretyzacja zagadnienia w przestrzeni i czasie

Problem jest symetryczny wzgledem prostej x = 0.5, rys.7.25. Bedziemy
si¢ postugiwaé¢ numerami weztéw. Po uwzglednieniu symetrii wynika, ze z wa-
runkéw brzegowych i warunku poczatkowego

1-0
Uy = U4 = U7 = U0 — 100, U2 = 36, us = 4, Axr = T (799)

Warunek stabilnosci mozna teraz zapisa¢ w postaci

aAtkryt

)\kryt =
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skad
Ayt Az?
Aty = vt 2L (7.101)
Zatézmy At = 0.001 < Atyyy, skad
1-0.01 1
022 14 (7.102)

Wstawiajac warto$¢ A do réwnania (7.95), otrzymujemy jawny schemat
roznicowy w postaci

1 1
Ui+l = Uit + 5 Ui+ Uio1 g (7.103)

a jego graficzna posta¢ zostata pokazana na rys.7.26.

At

1/4

D—W

Az Az

Rys.7.26. Operator explicite dla réwnania parabolicznego

W kolejnych krokach czasowych musimy obliczy¢ wartosci us, ug, us, uo,
ull i u12.
Dla czasu t = At otrzymujemy
1 1 1 1

1 1
us 4u1+2u2+4u3 1 +2 +4

it = tse lay Lo (T
YT g TR E TR T T
Dla czasu t = 2 - At mamy
1 1 1 1 1 1
ug = ZU4 + —us + ZUG = 1100 + —44 + 112 =50
2 2 (7.105)

e e b 2l Lo Lo o
Ho = JUs T QUe T T = 2 1°7
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Dla czasu t = 3 - At wzér na nieznane wartosci funkcji jest nastepujacy:

1 1 1 1 1 1
Ul = Uy + —ug + —ug = —-100 + =50 + =20 = 55
4 2 4 4 2 4 7.106
_ 1 +1 +1 —150+120+120—275 (7100
H2 = gls Tt e =R st o

Rozwiazanie powyzsze zilustrowano na rys.7.27.

Schemat jawny, rozwigzania dla czasu: 0.0, 0.01, 0.02, 0.03
100, T T T T T T T T T

90
801
70+
60
50
40+

30 t=0.0

t=0.01
t=0.02
t=0.03

20-

10-

0

I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rys.7.27. Przebiegi rozwiazania dla kolejnych warstw czasowych

Obecnie przedstawimy dyskretyzacje réwnania parabolicznego za pomoca
niejawnego schematu Cranka-Nicolsona. Jest to schemat bezwarunkowo stabil-
ny. Dtugosé kroku czasowego nie zalezy od odleglosci miedzy weztami w prze-
strzeni, a jedynie wplywa na doktadnosé obliczen. Aby otrzymaé wynik, nalezy
rozwiazaé uktad rownan, w ktérym niewiadomymi sa nieznane wartosci funkeji
na kolejnej warstwie czasowej.

Problem formulujemy dla réwnania (7.86), ktére przepiszemy

OUgy = Uy (7.107)

z odpowiednimi warunkami brzegowymi (7.87) i warunkiem poczatkowym
(7.88).
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i-1,k+1 ik+1 i+1,k+1
O O O =+
At
O O O

i1,k ik i+1,k

Az Az

Rys.7.28. Schemat dyskretyzacyjny Cranka-Nicolsona

Schemat dyskretyzacyjny sklada sie z dwoch warstw weztéw — rys.7.28
Druga pochodng przestrzenng zapisujemy jako srednig dla dwbéch warstw
tit+ At, oznaczonych odpowiednio literami ki k + 1

Uge =

Lot o1 — 20 k1 + i1 k1 | Uik — 2Uik + Uit k>
_ ) ) ) ) ) ) 7‘108
2 < Az? + Ax? ( )
Pierwsza pochodng czasows przestawiamy jako schemat réznicowy w przdd

Uj o1 — Uik
= At

Wstawiajac (7.108) i (7.88) do réwnania (7.107), mamy

(7.109)

1 1 1 1
a§ui71,k+1 — Ui k+1 + Ui+1,k+1 n a§ui71,k — Uik + Uitk Uikl — Uik

Ax? Ax? At
(7.110)
Dzielac powyzsze réwnanie przez At oraz przegrupowujac réwnanie (nie-
alAt
wiadome przerzucamy na lewa strone réwnania) i zakladajac A = A2 hemy
x

1 1 1 1
5)\ui71,k+1 — (A D g1 + §>\uz+1,k+1 = —5)\1%71,1% + (A= Duip — §>\ui+1,k
(7.111)
Zmieniajac znaki, otrzymujemy

1 1 1 1
oAU L1 T (A4 D gy1 — AU Lkt = 5 A1+ (1= Nk + QAU+ 1k
(7.112)
1
Wstawiajac jak poprzednio A = 1 i a =1, otrzymujemy schemat Cranka-

-Nicolsona dla réwnania (7.107) o postaci (zob. rys.7.29)
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1/8 (5—/) 1/8

1/8 \3_@ 1/8

Rys.7.29. Schemat dyskretyzacyjny Cranka-Nicolsona

1 5 1 1 3 1
— Uikl Uikl — QUi Lkl = gUio1k Ui T SUit 1k (7.113)

Dla warstwy czasowej t = At mamy

1 5 1 1 3.1
—5100 + Jus — Zug = 2100+ 736 + o4

IR (7114
—= —ug — <ug = =36+ -4+ -4
g T TR TR TR
Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy rozwiazanie dla warstwy
czasowej t = At. Rozwigzanie dla czterech warstw czasowych przedstawia
rys.7.30.

7.5.6. Rozwigzanie réwnan hiperbolicznych za pomocag MRS

Obecnie pokazemy rozwigzanie problemu sformutowanego za pomoca rownania
hiperbolicznego. Rozwazamy problem zdefiniowany za pomoca réwnania, ktore
moze by¢ modelem matematycznym problemu drgan sprezystej struny

QUgy = Puy (7.115)
z warunkami brzegowymi
u(a,t) = uq(t), u(b,t) =up(t) (7.116)
i warunkami poczatkowymi
u(z,0) = up(xz), w(z,0) =vo(x) (7.117)

gdzie t > 0 oraz o = const, § = const, rys.7.31.
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Crank-Nicholson, rozwiazania dla czasu: 0.0, 0.01, 0.02, 0.03

100 T

90-
80r
701
60
50
40-

30t t=0.0
t=0.01
t=0.02

t=0.03

20

10r

0

I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rys.7.30. Rozwiazanie dla schematu dyskretyzacyjnego Cranka-Nicolsona

= Q =
3 =)
3 3
X
Ug, Ut = Vo

Rys.7.31. Obszar i warunki brzegowe dla réwnania hiperbolicznego
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Dyskretyzacje problemu opisanego réwnaniami (7.115)—(7.117) za pomoca
MRS dokonuje si¢, przyjmujac pewna siatke weztéw, rys.7.32 — dyskretyzuje-
my zaréwno przestrzen, jak i czas za pomoca jawnego schematu calkowania,
rys.7.33.

(a) t (b) t
fe=2 O o © k=t+1 O O o
i1
k=1 O O O fi—t o © o
i k1 i1k ik itk
k=0 o ® O—="  f=t—1 o 0 o)
i—1k ik itlk ik—1
fe=—101 0 0 0 k=0 O O 0 o—="

ik—1

Rys.7.32. Siatka punktéw do caltkowania po czasie; dla warstwy czasowej k = 0
(a), dla warstwy czasowej k > 0 (b)

O

ik+1
At
A
O¢-1,k Nik Oi—i—l,k:
At
Oz’,k—l
Ax Ax

Rys.7.33. Schemat jawny (explicite) catkowania po czasie

Zastepujac drugie pochodne wzgledem z oraz wzgledem ¢ wzorami réznico-
wymi, réwnanie (7.117) dla warstwy czasowej k (dla k > 0), rys.7.32b, mozna
zapisaé¢ nastepujaco:

Uit1k — 2Uik + Ui—1k ﬁuiJrl,k — 2 + Uik

A A (7.118)
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Dzielac powyzsze réwnanie przez czynnik A—tQ, oznaczajac przez \ = AL
(warunek A < 1 jest warunkiem stabilnosci), otrzymujemy

Ui 1 = MUt 1k — 2Uik + Ui—1k) + 2Usk — Ui -1 (7.119)

Taki schemat jest wazny dla typowego kroku czasowego k > 1. Dla war-
stwy czasowej k = 0 (t = top = 0) mamy nieokreslong warto$¢ u; y—1 = u; —1
(wezly na warstwie czasowej t_1). Warto$¢ t¢ wyznaczamy z drugiego warunku
poczatkowego (7.117), na wartos$é pierwszej pochodnej poszukiwanej funkeji
u wzgledem czasu. Warunek ten dyskretyzujemy, stosujac schemat réznicowy
centralny. Dla warstwy czasowej k = 0 i wezta ¢ mamy

= o 12
AT g (7.120)

skad
Uj—1 = —v0; 240t + U i1 (7.121)

Aby ,wystartowaé” z obliczeniami dla czasu t = 0 (czyli k=0), przeksztal-
camy schemat (7.119), otrzymujac

Ui 1 = MUip 1k — 2Ui g + Ui—1k) + 2Us 1 + V0i 200 — U gy (7.122)

Przenoszgc nieznang wartos¢ u; 1 na lewg strone réwnania, otrzymujemy
schemat dla warstwy czasowej k =0

[)\(ui_i_l,k - 2ui7k + ui_Lk) + 2ui7k + ’UOZ‘2At] (7.123)

N |

U k41 =

W przypadku vg; = 0 schemat dodatkowo si¢ upraszcza.
Jako przyktad rozwigzemy problem poczatkowo brzegowy

Uy = Uge, uw = u(x,t) (7.124)
z warunkami brzegowymi na brzegach x =0,ix =1
u(0,t) =1, wu(l,t)=1 (7.125)
oraz warunkami poczatkowymi dla t=0
u(z,0) = cos2mz  oraz v(z,0) = u(x,0) =0 (7.126)

Rozwigzanie ma o$ symetrii wzgledem punktu x = 0.5, rys.7.34.
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) ) )
A Y/ S S
1 10 11 12 11 10
4\/§ N, ) ) ) {
(/ Y/ Y N4 \)
1 7 8 9 8 7
4\/5 N, ) ) ) {
(/ A\ Y/ Y/ \)
1 4 5 6 5 4
V2L b b0
1 2 3 2 1

Rys.7.34. Dyskretyzacja zagadnienia w przestrzeni i czasie — siatka punktow

Dyskretyzacja problemu (7.124)—(7.126) jest nastepujaca: Przyjmujemy

nastepujace wartoéci przyrotéw wspoétrzednych Ax = %, At = ﬁ, skad

2
A= % = % < Akryt = 1. Z warunku poczatkowego na funkcje wynika, ze
up = 1,ug = cos?wi =cos g5 = 0,u3 = cosm = 0,uq = cos 37”,u5 = 1. Z wa-

runku brzegowego (7.125) mozna wywnioskowaé, ze ug = uy = ujg = u; = 1.
Z warunku poczatkowego (7.117)9 dla punktéw 2 i 3 wynika, ze

% =0 — u_s = us (7.127)
oraz
% =0 — u_3 = ug (7.128)
Schemat (7.119) przybiera po przyjeciu powyzszych danych postaé anali-
tyczng
1
QUi T Uik SUi—1 g Uikl Uikl = 0 (7.129)

za$ graficzng pokazang rys.7.35.
W kolejnych krokach czasowych musimy obliczyé¢ wartosci us, ug, ug, uo,
U1, 1 ug2.
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@
O—O——

@
Az Az

Rys.7.35. Schemat jawny (explicite) catkowania po czasie

At

At

Dla czasu t = 0, wykorzystujac réwnanie (7.122) (zob. rys.7.32a), otrzy-
mujenmy

171 171
U5:§ [§(u1—2u2+u;>,)+2u2] 25 [5(1+0—1)+0] =0
171 171 1

Dla czasu t = At, wykorzystujac relacje (7.129), mamy (zob. rys. 7.32b)

1 1 1 1
u8=§(U4—QU5+u6)+2U5—UQ=§(1—5)—%04—0—1
(0-2(=3)) +2(3) 1=
2 2 _2
7.131

Dla czasu t = 2 - At wzér na nieznane wartosci funkcji jest nastepujacy:

Ug = §(U5—2u6+U5)+2u6—U3:

1 1 1
U10:§(U7—2u8—|—u§))—|—2u8—U525(1—§—|—0.5)+——0:

—1( 2ug + ug) + 2 —1<1 1+1>+2 +-=1.25
U11—2U8 Ug + ug Uug U6—2 4 1 =

Rozwiazanie powyzsze zilustrowano na rys.7.36.
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Schemat jawny, rozwiazania dla czasu: 0.0, 0.35, 0.53, 0.71

1.5

t=0.71

5 I I I I I I I I I
] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rys.7.36. Przebiegi rozwiazania dla kolejnych warstw czasowych

7.5.7. Zalety i wady klasycznej MRS

Klasyczna MRS ma caly szereg zalet, ktére — w ogromnym skrocie — mozna
okresli¢ nastepujaco:

e latwa interpretacja modelu dyskretnego MRS oraz duza skutecznosé
w przypadku regularnego obszaru (prostokat, koto, elipsa, wycinek koto-
wy, wycinek elipsy, pierécien etc.) oraz regularnej (prostokatnej, quasi-
-prostokatnej, tréjkatnej — komorkowej) siatki weztéw. Wowcezas wyste-
puje duza latwos$¢ generacji siatki (generacji gwiazd), schematéw i réw-
nan réznicowych. Ponadto wygenerowany schemat réznicowy jest (na
og6l) jednakowy dla wszystkich weztéw wewnetrznych. Nie bez znacze-
nia pozostaje réwniez prostota catkowania numerycznego, oznaczajaca
prosty ,przydzial powierzchni” poszczegdlnym weztom siatki (wzér pro-
stokatéw). Jest to szczegblnie wazne w sformutowaniu globalnym MRS,
jak i w zagadnieniach niejednorodnych, w sformutowaniu lokalnym tej
metody;
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e bardzo dobrze opracowane podstawy teoretyczne MRS przy regularnych
siatkach wezléw;

e fakt istnienia lokalnego sformutowania MRS, co zasadniczo rézni te me-
tode od MES czy MEB i pozwala, w wielu przypadkach, postugiwaé sie
tylko oryginalnym, lokalnym sformutowaniem problemu, bez konieczno-
$ci konstruowania podejscia wariacyjnego.

Mankamenty klasycznej MRS, ktére w bardzo powaznym stopniu ograni-
czaja obszar jej zastosowan, to:

e trudnos¢ w zastosowaniu jej w obszarach o dowolnym, nieregularnym
ksztalcie, zwlaszcza gdy brzeg obszaru jest krzywoliniowy; dyskretyzacja
warunkoéw brzegowych napotyka wéwczas spore trudnosci. Na rys.7.37
pokazano dwie sytuacje, ktére wymagaja indywidualnego potraktowa-
nia;

e brak mozliwosci lokalnego zageszczania siatki, celem uzyskania mozliwie
najlepszego rozwigzania, przy najmniejszej liczbie stopni swobodys;

e trudno$é w taczeniu obszaréw o réznych wymiarach, np. belki (1D) z ply-
a (2D), belki(1D) i plyty(2D) z fundamentem (3D)- mechanika kon-
strukcji dostarcza tu ogromnej liczby tego typu przyktadéw ztozonych
zagadnien brzegowych;

e trudnosé w uwzglednianiu niejednorodnosci typu matematycznego (rézne
sformulowania matematyczne w podobszarach), czy fizycznego (rézny
material w podobszarach) oraz obciazen typu skupionego, przytozonych
w dowolnych punktach obszaru.

Wady te zostaly usuniete w sformutowaniu UMRS poprzez przyjecie do-
wolnie nieregularnych siatek weztéw oraz nadmiarowych weztéw przy generacji
uogdélnionych wzoréw (operatoréw) réznicowych. Uzywajac nadmiarowych we-
zléw, poprawia sie wspoélezynniki aproksymacji oraz zmniejsza reszte szeregu
Taylora. Trzeba jednak pamietaé, ze nadmiarowe wezly, w przypadku siatki
regularnej, nie poprawiaja dokladnosci; operator klasyczny jest na ogdét nie-
co doktadniejszy niz uogdlniony. Jednakze obydwa operatory, tj. klasyczny
i uogdlniony, maja — co jest najwazniejsze — ten sam rzad zbieznosci dla siatki
regularnej. W przypadku siatki nieregularnej operator klasyczny traci bardzo
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0 o0 o 90
. P\ _ or / P, &
r
) — obszar, 0f) — brzeg obszaru,

I' — obszar po dyskretyzacji, OI' — zdyskretyzowany brzeg,

Rys.7.37. Przyktadowe sytuacje na brzegu obszaru o dowolnym ksztalcie, pokry-
tego siatka prostokatna

szybko doktadnosé. Nastepuje utrata rzedu zbieznosci dla operatora klasycz-
nego, zachowuje go natomiast operator uogdlniony. Dodajac do tego fakt, ze
UMRS pozwala na tatwg realizacje dowolnych warunkéw brzegowych oraz na
lokalne zageszczanie siatki w strefach, gdzie to jest niezbedne — wszystko to
stanowi dostateczna motywacje do stosowania i dalszego rozwoju UMRS.

7.6. Uogdblniona MRS

7.6.1. Algorytmiczna struktura UMRS

Oméwienie UMRS zaczniemy od algorytmu bedacego uogdlnieniem algorytmu
klasycznej MRS. Jego celem jest okreslenie relacji pomiedzy obszarem (lub ele-
mentem) calkowania a zbiorem punktéw do aproksymacji, zwanym gwiazda.
Ponadto nalezy ustali¢ sposéb rozpiecia aproksymacji oraz metode caltkowania
— sposéb catkowania i typ przyjetych kwadratur. Takze sposéb uwzglednia-
nia warunkéw brzegowych, a niekiedy sposoéb dyskretyzacji zagadnienia, moze
mie¢ wplyw na to, jak beda generowane wzory aproksymacyjne.

Dyskretyzacje zagadnienia sformutowanego globalnie mozna dokonaé, sto-
sujac odpowiednie zasady wariacyjne lub podejscie Galerkina (w szczegélnosci
Bubnowa-Galerkina, lub Petrowa-Galerkina).

Dyskretyzacja zagadnienia sformulowanego lokalnie odbywa si¢ juz w za-
sadzie na etapie tworzenia wzoréw réznicowych. W przypadku réwnan réz-
niczkowych nieliniowych jest jeszcze jeden etap posredni, stuzacy linearyzacji
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rownan — jednokrotne rézniczkowanie uktadu réwnan wzgledem niewiadomych
funkcji i ich pochodnych.

Obecnie rozszerzymy i skomentujemy podstawowe etapy dyskretyzacji za-
gadnienia brzegowego za pomocg UMRS, ktorymi sa:

1. Definicja zagadnienia oraz wybor sformulowania dyskretnego (lokalne,
lub wariacyjne).

2. Konstrukcja siatki aproksymacyjnej. Generacja siatki wezléw we
wnetrzu i na brzegu obszaru oraz weztéw zewnetrznych — strefa przybrzez-
na na zewnatrz obszaru. Generacja weztéw we wnetrzu zalezy od narzuconej
funkcji ich gestosci: albo a priori, albo a posteriori po wykonaniu obliczen
i oszacowaniu bledéw a posteriori. Jedli znane sa: regularno$¢ rozwigzania
i rzad zbieznodci metody oraz zastosowany estymator bledu jest skuteczny,
mozna bardzo precyzyjnie zaprognozowaé rozklad weztéw. Sam dobér weztéw
do gwiazd jest juz sprawg prostsza. Mozna tu wyrdzni¢ nastepujace warianty:

e jedna gwiazda rozpieta nad elementem catkowania — punkt odniesie-
nia dla gwiazdy (punkt, wzgledem ktérego dobierana jest konfiguracja
gwiazdy) w érodku ciezkosci elementu,

e kilka gwiazd rozpigtych nad elementem — punkty odniesienia w punktach
Gaussa lub w wezlach elementu catkowania.

3. Konstrukcja siatki do catkowania. Wybér typu siatki zalezy od przy-
jetego sposobu catkowania:

a) siatka do calkowania, niezalezna od siatki aproksymacyjnej, moze byé¢
skonstruowana tak jak typowa siatka MES. Obszar jest podzielony na
proste elementy geometryczne, ktérych wezly sa na ogoét niezalezne od
weztéw aproksymacji. Jedynym wymaganiem tutaj jest, by mozna byto
dostatecznie doktadnie wykonaé catkowanie. W strefach, gdzie wystepuje
silna koncentracja weztow aproksymacji, elementy catkowania powinny
by¢ mniejsze, aczkolwiek jesli ten warunek nie jest spelniony, podnosi si¢
rzad kwadratury catkowania;

b) siatka do calkowania, zalezna od wezléw aproksymacji, umozliwia prze-
prowadzenie calkowania na dwa sposoby, ktére okresla sie jako (rys.7.38a):
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" @ - punkt centralny
O - wezly aproksymacji

x — punkty Gaussa
= — — —siatka dla catkowania -
O-O - siatka aproksymacyjna

Rys.7.38. Calkowanie typu Gaussa w MRS: dookola wezléw (a), miedzy wezta-
mi (b)

(i) calkowanie dookola wezléw — podzial obszaru na podobszary przy-
pisane weztom, np. przez konstrukcje tzw. wielokatéow Voronoi, ewen-
tualnie rozbicie tego obszaru na proste elementy geometryczne: tréj-
kat, czworokat, rys.7.38a, stuzace p6zniej do catkowania kwadratu-
rami Gaussa,

(ii) calkowanie miedzy wezlami, opierajace sie wygenerowanych wcze-
$niej elementach definiowanych za pomoca siatki aproksymacyjnej,
rys.7.38b.

4. Definicja algorytmicznej struktury UMRS. Na tym etapie nalezy
rozwazyc:

a) sposob rozpiecia aproksymacji UMRS, a wiec jakie punkty maja przypi-
sana gwiazde (obszar aproksymacji), okreslenie wpltywu danej gwiazdy
(definicja wagi), definicje rodzaju i liczby stopni swobody w wezle;

b) selekcje weztéw do gwiazd (precyzyjna definicja obszaréw aproksymacji),
klasyfikacje gwiazd zaréwno z punktu widzenia geometrycznego (gwiaz-
dy we wnetrzu, na brzegu wypuklym, wklestym, gwiazdy jednostronne
— wedrujacy brzeg etc.), jak i aproksymacyjnego (stabilnosé lub niesta-
bilno$¢ generowanego przez gwiazde schematu aproksymacyjnego);

c) okreslenie rozkladu obciazen i warunkéw brzegowych, sprawdzenie kon-
systentnosci modelu numerycznego, a wiec czy jest prawidlowa liczba
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Rys.7.39. Rozpiecie aproksymacji w $rodku ciezkosci elementu catkowania (a) lub
w §rodku ciezkosci gwiazdy (b) i (c)

podparé oraz czy liczba wezléw w gwiazdach jest wystarczajaca (w sto-
sunku do zalozonego stopnia aproksymacji). Ponadto nalezy zagwaranto-
waé, zeby kazdy wezel obszaru nalezal chociaz do jednej gwiazdy, a dwa
lub wiecej weztéw nie zajmowalo tej samej pozycji etc.;

d) wybranie metody rozwiazania ukladu réwnan liniowych oraz sposobu
agregacji wspoOtczynnikow ukitadu réwnan, okreélenie profilu macierzy
globalnej, szerokosci frontu etc.

5. Generacja schematéw réznicowych dla poszczegdlnych pochodnych lub
kompletu pochodnych (dla calego operatora okreslonego rzedu). W przypadku
silnej niestabilnosci aproksymacji (wyznacznik uktadu WRNK bliski zeru) do-
generowanie punktéw, ewentualnie powiekszenie obszaru wplywu weztéw lub
obnizenie stopnia aproksymacji — ponowna generacja wzoréw aproksymacyj-
nych. Istnieje kilka sposob6w rozpiecia aproksymacji:

a) W kazdym zadanym punkcie, np. w wezle aproksymacji, punkcie Gaussa
etc.;

b) W srodku ciezkosci elementu catkowania, rys.7.39a, lub w punkcie cen-
tralnym lokalnego obszaru catkowania, a nastepnie rozszerzenie aprok-
symacji na caly zadany obszar, wykorzystujac gotowy juz wielomian,
bedacy kombinacja wspoétczynnikéw aproksymacji i funkcji bazowych.

c) W srodku ciezkosci gwiazdy, w pozostalych punktach jak wyzej,
rys.7.39b,c.
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6. Generacja réwnan réznicowych we wnetrzu oraz na brzegu ob-
szaru (w tym réwniez dyskretyzacja warunkéw brzegowych) dla:

a) wersji lokalnej,

b) wersji wariacyjnej — calkowanie numeryczne i agregacja ukladu réwnan.
Narzucenie warunkéw brzegowych jest réwniez elementem kompletowa-
nia uktadu rownan metody. Mozna je spelnié¢ nastepujaco:

e na etapie globalnego ukladu réwnan (tak jak w MES); warunki
brzegowe na ogoét nie sa tu spelnione w sposéb Scisty — zaleznie
od generacji wzorow roznicowych. Istnieje mozliwo$é wprowadzenia
do globalnego uktadu rownan dodatkowych réwnan wynikajacych
z dyskretyzacji warunkéw brzegowych z ewentualnym wykorzysta-
niem wezléw zewnetrznych;

e przez wprowadzenie mnoznikéw Lagrange’a lub funkcji kary;

e przez Sciste spelnienie warunkéw brzegowych w czasie generacji
wzoréw réznicowych (wymuszenie dodatkowego warunku na wzo-
rach réznicowych);

e przez wprowadzenie dodatkowych stopni swobody (np. pochodnej
normalnej na brzegu);

e przez potaczenie MES i MRS — wariacyjnej, tzn. wykorzystanie in-
terpolacyjnych wlasnoéci funkcji ksztattu MES.

7. Rozwigzanie liniowego (lub nieliniowego) ukladu réwnan o struk-
turze pasmowej symetrycznej lub niesymetrycznej (wersja wariacyjna), rozpro-
szonej (rzadkiej) — wersja lokalna lub mieszanej pasmowo-rozproszonej (MRS-
wa lub MRS-wa/MRS-lok). W przypadku gdy problem jest nieliniowy, z regu-
ly staje sie¢ konieczny powrdt do punktu 5 z nowym rozwiazaniem startowym.
Jest to oczywiscie zalezne od typu algorytmu rozwiazujacego.

8. Postprocessing oraz analiza btedéw a posteriori. Elementami tego
etapu sa:

a) obliczanie wielko$ci pierwotnych i wtérnych — postprocessing,

b) analiza bledéw a posteriori — obliczanie bledéw rozwiazania oraz sza-
cowanie nowego rozktadu gestosci siatki, spelniajacego z géry zadane
warunki,
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c¢) wizualizacja wynikéw oraz synteza zagadnienia.

9. Ponowna generacja siatki, opierajgca sie na oszacowanym btedzie
rozwigzania oraz przyjetej strategii wyznaczania gestosSci wezléw
siatki. Siatka taka musi by¢ konsystentna z punktu widzenia matematyczne-
go (spelnienie réwnan matematycznych problemu) oraz fizycznego (spelnienie
réwnan fizycznych problemu), co wymaga transformacji rozwiazania miedzy
siatkami. Nastepuje powrét do obliczen, w szczegdlnych przypadkach nawet do
punktu 1 (np. w ,biegu” zmiana sformutowania). Na rys.7.40 przedstawiono
schemat blokowy algorytmu UMRS.

W dalszym ciaggu odniesiemy si¢ do wszystkich punktéw, ale na pierw-
szy plan zostana wysuniete wszystkie problemy zwiazane z generacja wzo-
réw aproksymacyjnych oraz dyskretyzacja zagadnien brzegowych celem udo-
stepnienia Czytelnikowi wiedzy pozwalajacej na samodzielny rozwéj metody?®.
7 uwagi na to, ze generacja siatki weztéow aproksymacyjnych jest zagadnieniem
waznym zostanie oméwiona w nastepnym punkcie.

7.6.2. Generacja siatek wezléw aproksymacyjnych

Podstawowym zatozeniem przy generacji siatek weztow jest to, ze siatki: aprok-
symacyjna i do catkowania moga by¢ tworzone niezaleznie. Jest to sytuacja
zasadniczo odbiegajaca od tego, co zwykle spotyka sie¢ w MES.

Obecnie skomentujemy sposoby generacji dowolnie nieregularnej siatki we-
zléw w metodach bezsiatkowych. Dowolnie nieregularna siatka pozwala na:
bardziej elastyczne, niz w przypadku siatki regularnej, dopasowanie potoze-
nia wezléw do dowolnego ksztaltu obszaru, zageszczenie siatki w strefie, gdzie
mozna spodziewaé sie duzych gradientow poszukiwanej funkcji oraz na tatwiej-
sze narzucenie warunkéw brzegowych, z uwagi na wicksza mozliwosé lepszego
wyboru punktéw zaréwno wewnatrz, jak i na zewnatrz obszaru, tam gdzie one
sg istotnie potrzebne.

Pod pojeciem dowolnie nieregularnej siatki weztéw bedziemy rozumieé siat-
ki na ptaszczyznie, na powierzchni i w przestrzeni o gestosci i konfiguracji
weztéow zupelnie dowolnej, ograniczonej jedynie zasadniczym wymaganiem,
jakie narzuca sie siatce wezléw w kazdej metodzie dyskretnej, tzn. wymaga-
niem mozliwie gtadkiego przejscia od strefy o duzej gestosci weztéw do strefy

8W Politechnice Krakowskiej funkcjonuje system NAFDEM, w ktérym zrealizowano omé-
wione tutaj koncepcje.
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Rys.7.40. Schemat blokowy algorytmu UMRS

o malej gestosci weztow. Taka siatka gwarantuje m.in. poprawnosé i stabilnosé
schematow aproksymacyjnych oraz mozliwo$é¢ uwzglednienia duzych gradien-
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téw poszukiwanego rozwiazania.

W ostatnich kilkunastu latach powstato kilka programéw pozwalajacych
automatycznie generowaé siatke. Jednakze z uwagi na intensywny rozwdj me-
tod bezsiatkowych uzywa sie¢ gléwnie generatoréw siatek, ktére powstaty dla
potrzeb MES. Zmiana typu aproksymacji w metodach bezsiatkowych spowo-
dowala, ze wykorzystanie generatoréw siatek MES w tych metodach jest moz-
liwe.

Jednym ze sposobdéw generacji siatki wezléw, zaréwno w MES, jak i w me-
todach bezsiatkowych, jest generowanie zbioru wezléw z okreslona gestoscia,
a nastepnie triangularyzacja siatki poprzez potaczenie weztéw w mozliwie naj-
lepsze tréjkaty. Tréjkaty te powinny byé¢ w miare mozliwosci ostrokatne. Moz-
liwosci tutaj jest bardzo wiele. Optymalny podzial zapewnia konstrukcja wie-
lokatéw Voronoi. Podobny wynik mozna uzyskaé przez konstrukcje wstepnej
siatki trojkatéw, ktora nastepnie podlega optymalizacji poprzez przesuwanie
weztow do srodka ciezkosci otoczen. Taki proces wykonany wielokrotnie po-
woduje jednak rozpelzywanie stref koncentracji weztéw na caly obszar, co jest
oczywiscie niekorzystne — potrzebny jest tu wiec pewien kompromis.

Innym podejsciem bedzie najpierw generacja siatki weztéw do calkowania,
z reguly czworokatnej, natomiast siatka aproksymacyjna bedzie tworzona nie-
zaleznie, a takze niekiedy modyfikowana w trakcie obliczen. Dlatego sprawa
zasadnicza staje sie dobor gwiazdy weztéw aproksymacji do danego punktu
centralnego (obliczeniowego), gdyz decyduje on o jakosci aproksymacji.

7.6.3. Kryteria selekcji gwiazd

Omawiajac kryteria selekcji gwiazd nalezy zauwazy¢, ze dla najczesciej uzy-
wanej aproksymacji drugiego stopnia (6 wpélczynnikéw) w gwiezdzie powinno
by¢ minimum 6 weztow, ale raczej nie wiecej niz 10. Jezeli w punkcie, wzgle-
dem ktoérego dobierana jest gwiazda, istnieje wezel, to najlepsza z nich bedzie
zawiera¢ 9 weztdéw, bo umozliwia to skonfigurowanie gwiazdy o symetrycznie
rozmieszczonych weztach. Jezeli punkt centralny gwiazdy nie jest weztem, to
optymalna liczba jej weztéw wynosi 8, w kazdej ¢wiartce uktadu — 2 wezty.

Kryteria selekcji gwiazd réznia sie w zaleznoéci od typu siatki do catkowa-
nia. W przypadku siatki do calkowania niezaleznej od siatki aproksymacyjnej
mozemy wyréozni¢ nastepujace kryteria selekcji gwiazd, rys.7.41.

1. Kryterium odlegtosci, biorace pod uwage nosnik czworokatny, kotowy lub
eliptyczny, rys.7.41a. Do gwiazdy nalezg tylko wezty lezace wewnatrz ob-
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szaru okre$lonego przez nosnik. Powazna wada tej koncepcji jest to, ze
gwiazda moze mie¢ silnie niesymetryczny rozktad weztéow, dajacy niesta-
bilny lub osobliwy schemat aproksymacyjny.

. Kryterium krzyza, rys.7.41b. Jest to proste i bardzo skuteczne kryte-

rium, w ktorym obszar zostal podzielony na 4 strefy. Do kazdej strefy
nalezy inna ¢wiartka uktadu wspoétrzednych wraz z jedna pétosia uktadu
wspélrzednych (co zaznaczono kreskami na rys.7.41b). Jest to kryte-
rium odlegltosciowo—topologiczne, bowiem nie tylko odlegtosé decyduje
o wlaczeniu wezta do gwiazdy, lecz rowniez przynaleznosé do okreslonej
¢wiartki uktadu wspotrzednych. W kazdej ¢wiartce dobiera sie okreslo-
na liczbe weztéw najblizszych tej poétosi uktadu wspotrzednych, ktora
zostala dolaczona do danej éwiartki. Dla lokalnej MRS (lub wariacyj-
nej MRS z catkowaniem dookola wezléw) dobiera sie zwykle 2 wezly do
gwiazdy w kazdej ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Jezeli 9 wezet jest we-
zlem centralnym, tzn. wlasnie wzgledem niego nastepuje selekcja weztow
gwiazdy, prezentowane kryterium jest bardzo skuteczne przy minimalnej
liczbie weztéw dobieranych do gwiazdy. Brak wezta w jej Srodku istotnie
obniza zalety kryterium krzyza.

Kryterium przynaleznosci sektorowej Perrone-Kao, rys.7.41c. Plaszczy-
zna jest podzielona na 8 sektoréw. W kazdym sektorze wybiera sie jeden
wezel. Kryterium to daje do$é¢ zréwnowazong konfiguracyjnie gwiazde,
ale niekiedy nie mozna w pewnych sektorach dobraé¢ wezta, np. w poblizu
brzegu.

Rys.7.41. Kryteria selekcji gwiazd: kryterium odleglosci (a), kryterium krzyza (b),

kryterium przynaleznosci sektorowej (c)
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W przypadku siatki do catkowania zaleznej od siatki aproksymacyjnej,
oprocz poprzednio wymienionych kryteriow selekcji gwiazd, mozemy wyréznié
jeszcze nastepujace, (rys.7.42-7.44):

1. Kryterium taczone Voronoi+kryterium krzyza, rys.7.42. Na rys.7.42 po-
kazano zasade konstrukeji wielokata Voronoi. Pomiedzy punktem A; a sa-
siednimi punktami prowadzone sg odcinki. Symetralne tych odcinkéw
odcinajg z plaszczyzny pewien obszar wypukly wokot wezta P;. Wezly,
ktére sasiaduja z wezlem P; poprzez wspélny bok (tzw. silny sasiad)
lub wierzchotek wielokata Voronoi (tzw. staby sasiad), naleza do otocze-
nia Voronoi wezta P;. Latwo zauwazy¢, ze gwiazdy zbudowane na we-
ztach z otoczenia Voronoi beda zawieraly rézna liczbe weztéw, co moze
uniemozliwi¢ zbudowanie aproksymacji lub prowadzi¢ do niestabilnosci
wzordéw aproksymacyjnych. Dlatego tez na rys.7.42b 5-weztowa gwiazde
z otoczenia Voronoi (silnych sasiadéw) uzupelniono 4 wezltami z kryte-
rium krzyza, wyszukujac w kazdej ¢wiartce wezel lezacy najblizej danej
poétosi uktadu wspédirzednych. To samo mozna zastosowaé dla siatki tréj-
katnej.

2. Kryterium krzyza + kryterium otoczenia — silni sasiedzi elementu cat-
kowania, rys.7.43. Jest to kryterium bardzo pomocne w przypadku gdy
mamy gotowa siatke trojkatna. Wtedy punktami pewnymi sg tzw. punk-
ty silnie zwiazane z danym tréjkatem (polaczone dwoma krawedziami).
Pozostate wezly uzupelnia si¢ z kryterium krzyza tak, aby w kazdej
¢wiartce uktadu znajdowaly sie 2 wezly.

3. Kryterium sasiad6w; jest to kryterium topologiczne, rys.7.44:

a) pierwsze otoczenie wezldéw elementu,

b) pierwsze otoczenie weztéw elementu uzupelnione o pierwsze otocze-
nia weztéw silnie zwiazanych z elementem (dla IIT rzedu wielomia-
néw),

c) pierwsze otoczenie weztéw silnie i stabo zwiazanych z elementem,

d) pierwsze i drugie otoczenia weztéw elementu.

Zaprezentowane kryteria topologiczne sa do$¢ oczywiste. Majac siatke —

wezly i relacje przylegania wezléw do elementéw — tatwo jest z jednej
strony dobra¢ wezty lezace najblizej rozpatrywanego punktu, z drugiej
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O punkty z wielokata Voronoi
m dodatkowe punkty z kryterium krzyza

Rys.7.42. Kryteria selekcji gwiazd: konstrukcja wielokata Voronoi (a), polaczenie
punktéw z wielokata Voronoi i kryterium krzyza (b)

(b) A

I

T
—

o wezly siatki

Vs

o kryterium krzyza

1}

m dodatkowy wezel ~
z kryterium otoczenia

Rys.7.43. Kryteria selekcji gwiazd: kryterium krzyza (a), kryterium laczone krzyza
i otoczenia (b)

za$ wybraé je tak, aby tworzyly korzystng konfiguracje z punktu widze-
nia stabilnosci schematu aproksymacyjnego. To, ktéry wariant kryterium
wybierzemy do realizacji zalezy od stopnia aproksymacji, ktérg chcemy
rozpiaé, wykorzystujac gwiazde. Warto tu zaznaczyé, ze w literaturze
metod bezsiatkowych zdecydowanie za malo uwagi poswieca si¢ meto-
dom selekcji weztow do gwiazd, a jest to sprawa kluczowa.

7.6.4. Aproksymacja MES a aproksymacja bezsiatkowa

Sposéb definiowania funkceji ksztalttu N7 w MES zostal opisany w rozdziale 5,
jednakze bedzie tu zaprezentowany ponownie, aby utatwi¢ Czytelnikowi zro-
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(a)

= element caltkowania
= = silni sgsiedzi elementu
- - slabi sasiedzi elementu
O wezly uzupelniajace
7 pierwszego otoczenia
silnych sasiadéw
elementu

A pierwsze otoczenia silnych M
i stabych weztéw elementu
(dodatkowy wezel)

X 11 2 otoczenia
weztow elementu
pierwsze otoczenia (dodatkowe wezly) pierwsze otoczenia weztow

weztow elementu elementu kolejno uzupetniane

Rys.7.44. Kryteria selekcji gwiazd: kryterium pierwszego otoczenia weztéw elemen-
tu (a), kryterium drugiego otoczenia (kolejne uzupelnianie wezléw) (b)

zumienie, czym si¢ one réznig w stosunku do funkcji ksztaltu wystepujacych
w metodach bezsiatkowych.

Zalézmy, ze mamy obszar aproksymacji €2; (chmure punktéw) funkeji u(x)
i niech sj, j = 1,...,n bedzie zbiorem n punktéw o wspétrzednych x € ;.
Na rys.7.45 pokazano obszary interpolacji dla metody bezsiatkowej oraz MES.
Nieznana funkcja v moze byé¢ aproksymowana wewnatrz {2; zwigzkiem

Rys.7.45. Obszary interpolacji: dla bezsiatkowej MRS (a), MES (b)

m

u(x) 2 u(x) = Zpl-(x)ai —pla (7.133)
i=1

gdzie a = [a1,ag,...,ay], a wektor p(x) zawiera typowe jednomiany, zwane
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bazowymi funkcjami interpolacyjnymi w przestrzeni wspétrzednych, zapew-
niajace kompletnosé bazy. Dla przestrzeni 2D

p(x) =[1,z,y] dla m =3 (7.134)

oraz
p(x) = [Lz,y,2% 2y, 9% dla m=6 .. itd. (7.135)

Wyrazenie na funkcje u(x) (7.133) mozemy teraz napisaé¢ dla n punktéw,
ktére zawiera obszar 2;, otrzymujac uklad réwnan

uf (1 Pl
h ~ T
U U2 P2
W=! i ={ 77 La=Pa (7.136)
ul Qin P,

gdzie u? = u(x;) sg nieznanymi, poszukiwanymi wartosciami funkcji v w punk-
cie j, 4 = u(x;) — aproksymacyjnymi warto$ciami i wreszcie p; = p(x;).

Jak wiadomo, w MES liczba punktéow aproksymacji u jest taka sama jak
liczba funkcji bazowych (dla jednego stopnia swobody w wezle), zatem m = n.
W tym przypadku mamy do czynienia z aproksymacja interpolacyjna i P
jest kwadratowa macierza, zatem przyréwnujac u” z Pa w réwnaniu (7.136)
i rozwiazujac tak otrzymany uklad réwnan, dostaniemy

a=Pluv"=Qu" Q=P (7.137)

Jak wida¢ z réwnania (7.136), kwadratowa macierz P ma postacé

p;i pl(X1) P2 (Xl) pn(X1)
P (x) = p:2 _ pl(?@) P2(:X2) e Pn(zxz) (7.138)
pg p1(xn) p2(Xn) ... Pu(Xn)

Podstawiajac relacje na a do réwnania (7.133), aproksymacje funkcji u
mozna przedstawié¢ jako

I

n
w0 =plQu'=NTu" = Z Nju? (7.139)
j=1
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gdzie

m

NT =[N;,No,...,N;]=p'Q lub  N; =) pi(x)Qy (7.140)
=1

Jak widaé ze zwiazku (7.140)9 funkcje ksztaltu powstaja jako iloczyn ko-
lejnych funkcji bazowych i kolejnych elementéw kolumny macierzy aproksy-
macyjnej Q. Macierz Q ma taka nazwe, poniewaz — jak to widaé¢ ze wzoru
(7.137) — wystarczy przemnozy¢ ja przez wartosci funkeji, aby otrzymaé nie-
znane wspoOlczynniki a;, a wiec i aproksymacje funkcji. O jej innych wtasno-
Sciach bedziemy moéwili w dalszym ciggu pracy. Warto na koniec podkredli¢,
ze zwiazek na aproksymacje funkcji @ (7.139) obowiazuje w calym elemencie.

Tak skonstruowane funkcje ksztaltu spelniaja warunek delty Kroneckera

)1, dla i=y
NJ(XZ)_{ 0, dla i#j, ij=1,...,n (7.141)
Oznacza to, ze dla dwdch réznych obszaréw interpolacji €; i €; (rys.7.45b)
korespondujace funkcje ksztaltu sa takie same na brzegach obszaréw (i) i (1),
tzn.

(@) _ O]
N;7 = N;

Nalezy tu podkresli¢, ze na ogdt nie wyprowadza sie funkcji ksztaltu w ten
sposob, korzystajac raczej z teorii interpolacji. Jednakze sposdb powyzszy byt
wykorzystywany w poczatkowym okresie rozwoju MES oraz jest zgodny z pro-
cedura, jaka ma miejsce w metodach bezsiatkowych, w tym w UMRS, i jest
dydaktycznie uzasadniony.

Odrebny problem powstaje, jesli liczba punktéw obszaru aproksymacji jest
wieksza od liczby funkcji bazowych, czyli jesli n > m. Wtedy macierz P nie
jest kwadratowa, nie da si¢ jej odwrocié¢ i aproksymacja nie musi byé zgodna
z wszystkimi warto$ciami u;‘ (funkcja aproksymujaca nie odtwarza $cile war-
tosci weztowych). W nastepnym punkcie podamy rézne sposoby rozwiazania
tego problemu.

7.6.5. Aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw — MNK,
baza w ukladzie lokalnym, zwigzek z MRS

Zaltézmy, ze mamy zbiér punktéw pokazany na rys.7.46.
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Ay

© dane
—— aproksymacja

T

>
Rys.7.46. Zagadnienie aproksymacji funkcji danej dyskretnym zbiorem jej wartosci

Funkcje dang dyskretnym zbiorem punktéow aproksymujemy funkcja linio-
wa
y=pla=ag+ax (7.142)

gdzie p = {p;} = {1,2}, a = {a;} = {ao, a1}
Funkcjonal btedu pomiedzy wartosciami $cistymi a aproksymacyjnymi moz-
na zapisac jako

N |

=53 i =

Z(ao +aix; — fZ)Q (7.143)
1=1 i=1

Po zrézniczkowaniu funkcjonatu bledu (7.143) mamy

oJ i
8— = Z(alxi +ag — f,) =0
b o
Y N (7.144)
— = a12; +aog — fi)r; =0
pay — 2 fi)zi
Ostatecznie otrzymujemy uktad rownan o postaci
n n n
> lag+ > wmiar = fi
i=1 =1 =1 (7145)

n n

> miag+ Y (wi)’ar = iwz‘fi
iz1

1=1 i=1



7.6. Uogdblniona MRS 363

Przyjmujac dane x = [1,2, 3], F = [1, 3, 2], mamy

1
apg = 1, ay = 5 (7.146)
czyli prosta o réwnaniu (zob. rys.7.47)
1
y=1+ Pk (7.147)
3.l:
3 o .
fé} ) ) . . -
E 2.5 - -
.’5 _ P - <
22 e
= -
=15 e
1 @
© dane
- - - gproksymacja
0. 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
wspbirzedna x
Rys.7.47. Aproksymacja danych dyskretnych funkcja liniows
Pochodna w dowolnym punkcie jest stala i ma wartoéé ¢y = %
Jedliby przyjaé¢ funkcje aproksymujaca w postaci paraboli
— T, 2
y=p a=ay+a1x + ax (7.148)

gdzie p = {p;} = {1,2,2%}, a = {a;} = {aog,a1,as}, to funkcjonat bledu
mozna wyrazi¢ tak

n
> (a0 + a1z + agx® — fi)? (7.149)
i=1

N | —
DO =

J=2> (i—fi)’ =
=1
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Po zrézniczkowaniu (7.149) mamy

oJ “

dag > (a22® + arzi +ag — f;) =0
i=1

o) I,

day > (apx® + ayw; + ag — fi)zi =0 (7.150)
i=1

oJ “

Bas = Z(a2x2 +ayz; +ag — fi)x? =0

2 .

-
I
A

Ostatecznie otrzymujemy uktad réwnan o postaci

n n n n
1‘211% +izll“za1 +i21x22a2 = izlfi
n n n n
inao + Zm?al + Z rlay = Zmifi (7.151)
i;l izl izl izl
Zx?ao + Zx?al + Zx?ag = Zx?fl
i=1 i=1 i=1 i=1

Po wstawieniu danych liczbowych ukltad réwnan wyglada nastepujaco:

3ag + 6a1 + 14a2 =6
6ag + 14a1 + 36a, = 13 (7.152)
1l4ag + 36a; + 98as = 31

Po rozwiazaniu powyzszego uktadu réwnan mamy: a9 = —4, a; = 6.5,
az = —1.5. Dla z = 1.5 wartodci funkcji i ich pochodnych mozna wyrazié
wzorami

y=—4+65z — 1527 skad y(1.5) = 2.375

y =6.5—-3r skad ¢/ (1.5) =2 (7.153)
!

y =-3

Jak widaé z postaci aproksymacji wspoélczynniki aproksymacji nie sa po-
chodnymi: ag # y(1.5), a1 #y'(1.5), a2 #y"(1.5).

Teraz dokonamy pewnego uogdlnienia. Zapiszmy funkcje bazowe w ukta-
dzie lokalnym zwigzanym z punktem z, w ktérym poszukujemy aproksymacji
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u u
1 i1 Tz i+1 .
O @ @ @ O ~
7 h=z—-=
I SR 2 D
~ - - >

Rys.7.48. Uklad lokalny w punkcie i dla gwiazdy weztéw w UMRS

—1ys.7.48. h = x — T jest wspdlrzedna punktu zapisang w uktadzie lokalnym
gwiazdy, zad§ T — wspolrzedng punktu centralnego, rys.7.48.

Mamy okreslong funkcje dana dyskretnym zbiorem jej wartosci a wiec
wspélrzedne punktéw x = [x1, 9, 3] 1 wartosci funkcji F = [f1, fa, f3].

Transformujemy funkcje do uktadu lokalnego takiego, ze h; = z; — &, i =
1,....n

Funkcje aproksymujaca zapiszmy jako

1 1
y(T+h) =pTa=ag+ ha; + 5hQaQ + 6h?’ag + ..+ (7.154)
gdzie elementy wektora bazowego
_ Lo 1.3 L om

sa zapisane w ukladzie lokalnym, ze wspdlczynnikami takimi, jak w kolej-
nych funkcjach bazowych szeregu Taylora, zas wektor a zawiera wspétczynniki
aproksymacji, ktére sg wartoscia funkcji i jej kolejnych pochodnych w punkcie
centralnym gwiazdy z (ktéry moze by¢é dowolnym punktem obszaru — nieko-
niecznie weztem). Ten de facto operator réznicowy jest okreslony tak

U 2u 3u My
a={a) = {u@), e). Ta @), T ... jx—m@)}

Zdefiniujmy macierz P

p” (ho 1 hy In ... Lap
P(x) = ( . LR ome (7.156)
" (hn) 1 hy ghy il
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oraz diagonalng macierz wag

w(hl) 0 0
W(x) = 0 w(fw) - 0 (7.157)
00 w(ha)

przy czym wagi wyrazaja wplyw odlegtosci danego wezta od punktu central-
nego ¥ i sg odwrotnie proporcjonalne do reszty szeregu Taylora, czyli do od-
legtosci wezta od punktu centralnego

1 1

w(hi) = ([h;])” ™1 = T

gdzie m jest numerem maksymalnego wyrazu wzietego w rozwinieciu. Wagi
powyzsze mozna zdefiniowaé¢ na nosniku zwartym, stosujac prosta transfor-
magcje z przedziatu nieskoniczonego na skonczony. Mozna stosowaé takze wagi

innego typu. Ich klasyfikacje przedstawiono w punkcie 7.9.1 podrecznika.
Funkcje btedu MNK mozna zapisaé¢ teraz wzorem

J(a) = %(Pa _F)"W(Pa—F) (7.158)
za$ jej pochodne
dJ
o2 =Aa-BF =0 (7.159)
gdzie
A=PTWP B=P'W (7.160)

W przypadku braku wag powyzsze macierze redukuja sie do
A=P'P B=P" (7.161)
Ostatecznie uktad réwnan na nieznane wspotczynniki a ma postaé
Aa=BF (7.162)
i jego rozwiazanie mozna wyrazi¢ w formie

a=A"'BF = QF (7.163)
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gdzie
Q=A"'B (7.164)

jest macierza o specjalnym znaczeniu, bowiem kombinacje wierszy tej macierzy
z elementami wektora wartosci wezlowych funkcji (zob. wzér (7.163)) daja
wartosci funkcji i jej pochodnych w punkcie Z, czyli jest to tzw. macierz wzoréw
roznicowych.

Funkcje aproksymujaca mozna teraz zapisa¢ w znanej postaci jako

y=pla=p QF =) (O p;Q;i)fi=>_ Nifi (7.165)
=

i=1 j=0

gdzie
j=0

sg znanymi juz wezeéniej z MES funkcjami ksztaltu. Warto zauwazyé¢, ze kaz-
da funkcja ksztaltu powstaje jako rezultat mnozenia odpowiedniej kolumny
macierzy wzordéw roéznicowych i wektora bazowego.

Wracajac do przyktadu, dla z = 1.5 i bazy kwadratowej mamy

172
1 5h 1 —05 0125
P=|1h 3h3|=|1 05 0125 (7.167)
U by 12 1 15 1125
3 3 1l
2 8 3 15  1.375
A=P'p=| 3 1 ZL |\ _1| 15 275 16875 |, B=P"
12 83 1.375 1.6875 1.2969
8 16 64
(7.168)

Stad mozna juz obliczy¢ macierz Q

0.375 0.75 —0.125
Q=A"'B=| -1 1 0. (7.169)
1 =2 1

oraz

a= QF = [2.375,2, —3] (7.170)
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Uwzgledniajac fakt, ze h = x — 1.5, z réwnania (7.154) mozna wywniosko-
wacé, ze funkcja aproksymujaca ma postaé

y(r) = 2.375 + 2(z — 1.5) — ;(x —1.5) (7.171)
zatem
y(1.5) = 2.375, ¢/(1.5) =2—3(x—1.5) =2, ¢"(1.5)=-3  (7.172)

Funkcje aproksymujaca mozna zapisaé tez w ukladzie lokalnym (zob. (7.154))
3
y(h) = 2.375 + 2h — 5h2 (7.173)

zatem uwzgledniajac fakt, ze dla punktu, w ktorym poszukuje si¢ aproksymacji
h = 0 mamy

y(0) =2.375, 9/ (0)=2-3h=2, ¥"(0)=-3 (7.174)

Wektor a zawiera wiec wartosci funkcji, pierwszej i drugiej pochodnej
w punkcie & = 1.5. Zasadnicza réznica pomiedzy wersja metody najmniejszych
kwadratéw zaprezentowang wcezeéniej, a obecnie polega na tym, ze poprzed-
nio wspotczynniki aproksymacji nie miaty tak dogodnej interpretacji. Macierz
Q jest, jak widaé, macierza wzoréw réznicowych, bo suma wspotczynnikow
w wierszach odpowiadajacych za pierwsza i druga pochodna jest réwna zeru,
a to jest jedna z gtéwnych cech macierzy wzoréw réznicowych.

Dla z = 2 (punkt w $rodku miedzy punktami 1 i 3) macierz wzoréw roz-
nicowych Q zawiera wspotczynniki typowe dla schematéw réznicowych zapre-
zentowanych wezeéniej (tutaj dla odlegtosci weztéw h = 1)

0 1 0
Q=| -05 0 05 (7.175)
1 -2 1
co mozna zapisaC tak
f
df 0 1 0 1
a=Df = | = -05 0 05 3 (7.176)
A2 f 1 -2 1 2
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We wzorach powyzszych zastosowano interpolacje. Przyjeto 3 wspoétczyn-
niki niewiadome i 3 punkty. Nic nie stoi na przeszkodzie, by przyjac¢, ze mamy
do czynienia z aproksymacja (sa wtedy nadmiarowe punkty). Ta droga uogél-
niono MRS, stosujac aproksymacje MNK z wagami.

Funkcje ksztaltu mozna zapisaé jako

2
N1 = Z lepj = —0.5h + h2
7=0
2
N2 = Z Qj2pj =1- 2h2 (7177)
7=0

2
N3 = Z Qj?)pj = 0.5h + h2
Jj=0

Przyjmijmy dla przyktadu, ze mamy dane 3 punkty oraz okreslone w nich
wartosci x = [1,2,3] i F = [1, 3, 2] oraz wektor bazowy w postaci

p=|[1,h], gdzie hi=z,—2, xT=15 (7.178)
zatem wektor wspéirzednych lokalnych punktéw wynosi
h =[-0.5,0.5,1.5] (7.179)

Macierze P, A, A=, Q maja postaci

1 h 1 —0.5 ]
P=|1h |=|1 05 (7.180)
1 hs 1 15
A_pip_| 3 15 Al 50 =] _ [ 04583 025
15 275 | SER ~0.25 05
(7.181)
2oz & 0.5833 0.3333 0.0833
_ —1pT _ 6 6 6 o . . .
Q=A"F"= l —05 0 0.5 1 _[ =05 0 0.5 ] (7.182)
Pochodne mozna zapisa¢ wzorem
a=Df = ! _qr= | 1D (7.183)
T T A TR T o '

dz
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Skomplikujmy teraz sytuacje i zatézmy, ze mamy do czynienia z aproksy-
macja wazong. Na aproksymacje w punkcie = wickszy wplyw beda teraz miaty
punkty blizej lezace rozwazanego punktu Z, jesli przyjmie sie wagi w postaci

w; = i = xll_j Macierz wag bedzie miata postaé
wy 00 = 0 0
W=|0 w 0 |[=]0 - 0 (7.184)
0 0 ws 0 -
Macierze W, P, A, A=, Q maja dla tego przypadku formy
&= 0 0 2 00
W=|0 & 0[=]020 (7.185)
0 0 + 00 2
1 —-0.5
P={(1 05 (7.186)
1 1.5
A=PTWP = 43 10 (7.187)
N | 1.0 25 '
B-Plw—| 20 2 3 (7.188)
B | =10 1.0 1.0 '
7.5 =3 7 r
1| 32 32 | | 05625 —0.0938
A= [ =3 14 | | —0.0938 0.4375 (7.189)
32 32 J L
18 12 2 7 r
 A-1p | 32 32 32| | 05625 0.375 0.0625
Q=A"B= [ =20 8 12 | | —0.625 0.250 0.375 (7.190)
32 32 32 L
W tym przypadku pochodne wynosza
f
1.8125
a=Df= d_f = QF = [ 0.875 ] (7.191)
dx

Wyniki aproksymacji w punkcie x = 1.5 zaprezentowano na rys.7.49 i 7.50.
Jesli uwzglednimy wagi, w kazdym punkcie mamy inng aproksymacje. Zostato
to narysowane dla catego przedziatu (1,3) na rys. 7.50.
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a4
3.5F B
3r (@) ~
— ~
= _
2 25} -7 ]
= —~
3 -
8 L |
£ 2 s ®
= “
1.5 _ - b
~
- O dane
1 e |
® — —y=05x+1
—y=0.875x+0.5
0.5 . . . . : : ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

wspdtrzedna x

Rys.7.49. Aproksymacja danych dyskretnych funkcja liniowa: linia ciagla — aprok-
symacja bez wag, linia przerywana — aproksymacja z wagami

2.8r

2.6r

2.4r

2.2

1.8-

1.6r

1.4

1.2r —— dane i
© bazaliniowaz wagami

% l‘.5 é 25 3

Rys.7.50. Aproksymacja danych dyskretnych funkcja liniowa z wagami dla caltego
przedziatu (1,3)
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Po zastosowaniu wag nie mamy wiec jednej, obowigzujacej dla calego prze-
dziatu, funkcji aproksymujacej, lecz w kazdym punkcie musimy przeprowadzié¢
proces aproksymacji; efekt ten wida¢ na rys. 7.50. W kazdym punkcie ma-
my inng funkcje liniowa. Geometrycznie efekt jest taki, jakby aproksymacja
z funkcji liniowej (rys.7.49) stala sie funkcja nieliniowa (rys. 7.50) mimo tego,
ze baza jest liniowa. Mozna réwniez narysowaé funkcje ksztalttu dla weztéw
1,2 i 3 oraz obliczy¢ ich sume — rys.7.51. Jak mozna si¢ byto spodziewaé, suma
funkcji ksztaltu réwna sie 1.

1 1
0.8
0.5
0.6
0.4
0
0.2
Funkcja ksztattu w. 1 Funkcja ksztaltu w. 2
-0.5 0
1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 25 3
1 1
1
0.5
1
1
0
1
| Funkcja ksztattu w. 3 ‘ | Suma funkcji ksztattu ‘
-0.5 1
1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 25 3

Rys.7.51. Funkcje ksztaltu dla MNK (baza liniowa) oraz ich suma

Wezmy przyklad, w ktérym zdefiniowano 4 punkty x = [1,1.5,2, 3] oraz
F = [1,2.5,3.2,2]. Zalézmy, ze baza jest kwadratowa. Po rozwiazaniu za-
gadnienia, jak poprzednio, funkcje ksztattu i aproksymacje funkcji ilustruja
rysunki 7.52 1 7.53.

Dla wielomianu drugiego stopnia, zdefiniowanego za pomocg punktow x =
[0,1,4,9,16,25] i F = [0,1.1,1.8,3.3,3.8,5.5], funkcje ksztaltu i aproksymacje
funkcji ilustruja rysunki 7.54 i 7.55.

Dla wielomianu trzeciego stopnia, zdefiniowanego za pomoca tych samych
punktow co poprzednio, funkcje ksztaltu i aproksymacje funkcji zilustrowano
na rys.7.56.
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1 1
Funkcja ksztattu w. 1
0.5 0.5
0 0
Funkcja ksztattu w. 2
-0.5 -0.5
1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 25 3
1 1
Funkcja ksztattu w. 4 [
0.5 0.5
0 0
| Funkcja ksztattu w. 3 |
-0.5 -0.5
1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 25 3

Rys.7.52. Funkcje ksztaltu dla MNK (baza kwadratowa)

1k 4
Suma funkcji ksztattu
n

1 1.5 2 25 3

O dane B

baza kwadratowa z wagami
n

0 . n
1 1.5 2 25 3

Rys.7.53. Suma funkcji ksztaltu oraz aproksymacja danych dyskretnych funkcja
kwadratowa z wagami
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1 1
Funkcja ksztattu w. 1 ’ Funkcja ksztattu w. 2 ‘
0.5
0
-0.5 -0.5
10 20 30 10 20 30
1 1
0.5 0.5
0 0
| Funkcja ksztattu w. 3 | | Funkcja ksztattu w. 4 |
-0.5 -0.5
0 10 20 30 0 10 20 30
Rys.7.54. Funkcje ksztaltu dla MNK (baza kwadratowa)
1 1
0.5 0.5
0 0
Funkcja ksztattu w. 5 Funkcja ksztattu w. 6
-0.5 -0.5
0 10 20 30 0 10 20 30
1 6
1
4
1
1
2
1 dane
| Suma funkcji ksztattu | baza kwadratowa
1 06

0 10 20 30 0 10 20 30

Rys.7.55. Funkcje ksztaltu dla MNK, ich suma oraz aproksymacja danych — baza
kwadratowa
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1 1
Funkcja ksztattu w. 1
0.5
0
Funkcja ksztaltu w. 4
-0.5 -0.5
10 20 30 0 10 20 30
Aproksymacja funkcji
1 6

Suma funkcji ksztattu

© dane

baza szescienna

0 10 20 30 0 10 20 30
Rys.7.56. Aproksymacja danych dyskretnych, baza trzeciego stopnia

Jak wida¢ na tym rysunku, wagi osobliwe spowodowaly, ze funkcja aprok-
symujaca odtwarza dokladnie wartosci §cisle (interpolacja) mimo iz funkcji
bazowych jest mniej niz wartoéci funkcji.

Reasumujac, warto zauwazy¢, ze MNK zostala powigzana z MRS. Powo-
dem dobrej doktadnosci tak sformutowanej MRS jest fakt, ze optymalizacji
przy takim sformutowaniu podlegaja zaréwno wspdlczynniki rozwiniecia, jak
i reszta w szeregu Taylora (wagi).

7.6.6. Poréwnania aproksymacji UMRS i MES w obszarze jed-
nowymiarowym

Aby zilustrowaé podobienstwa i réznice miedzy aproksymacja MES i UMRS,
rozwazmy najprostszy jednowymiarowy przyktad, rys.7.48. Wezmy nastepuja-
ce rozwiniecie funkcji w szereg wzgledem punktu centralnego (h jest tu wspol-
rzedna lokalna, k odleglo$cia miedzy weztami):

duih 4 1 d2ui
dz 2 dz?

U= u; + h2+R
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Przyjmujac, ze gwiazda jest rozpieta na trzech réwnomiernie roztozonych
punktach, pochodne w punkcie centralnym mozemy wyrazi¢ tak jak dla przy-
padku klasycznego, tzn.

% Uil — Ui—1 d?u; Uil — 2u Ui

dz 2k dz? k2

wtedy otrzymujemy nastepujacy wzér na funkcje w (7.6.6) dowolnym punkcie
obszaru:

_ Ujp] — Uj—1 Ty —2u; +ui—1, 9
w= it T h g 2 Wk
Kladac € = — oraz opuszczajac reszte szeregu Taylora, mamy

k

2
u=u; + g(uiﬂ —ui—1) + E(uzﬂ — 2u; + uj—1)
, (7.192)

= 5(—5 + ;g + (1= Hu; + %(5 + ) uii

a przyjmujac definicje funkeji ksztattu
1 1
Ni= (=648, Na=1-€, Ny=;(+¢)
ktorych postaé jest oczywista ze zwiazku (7.192), otrzymujemy
~ ~ ~ 3 ~
u = Nj_1ui—1 + Nju; + Ni—1 fit1 = Z Nyuy
k=1

W dowolnym punkcie mamy zatem

du de Ujp] — Ui—l Uil — 2U; + Uj—1
T R h
dz z]: dz 7 o 52

za$ dla punktu centralnego x = =

% _ Uig1 — Ui
dx 2k

W MES dla kwadratowych elementéw skonczonych mamy:

oraz Nifl = 0, Nz = 1, Ni+1 =0

. 1 1
uw="Y " Nyu; gdze N1=§(—§+§2)7 Ny=1-¢, N3:§(§+§2)
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a wiec mamy doktadnie taki sam zapis i dokladnie takie same funkcje ksztattu.
W MRS sytuacja rézni sie tym, ze kolejna gwiazda zachodzi na rozwazana
i wyprowadzany wzér jest uzywany gtéwnie, choé¢ tak byé¢ nie musi, dla wezta
centralnego, gdyz aproksymacja jest okreslona lokalnie w punkcie centralnym
i z uwagi na istnienie nadmiarowych wezléw oraz wspoétczynnikéw wagowych
i tam jest najdoktadniejsza. Zilustrowano to na rys.7.57.

(a) (b)
réznica miedzy aproksymacjami
w wezltach centralnych ¢-1 oraz i

- 1 i+l -1 1 i+l
element gwiazda

Rys.7.57. Przyklad ilustrujacy réznice miedzy MES (a) a MRS (b)

7.6.7. Aproksymacja UMRS w obszarze dwuwymiarowym

Aproksymacje UMRS, przedstawiong poprzednio, mozna znacznie uogdlnié,
przyjmujac bogatszy zestaw parametréw weztowych. Powodow do takiego po-
stepowania jest kilka:

1. Mozliwo$¢ zastosowania dowolnie nieregularnej siatki weztéow, w ztozo-
nych zagadnieniach, gdzie rézne czesci obszaru opisane sa operatorami
réznego rzedu (np. cialo masywne + powloka). Sytuacja taka wystepu-
je np. w analizie deformacji chtodni kominowej, gdzie powltoke opisuja
operatory II lub III rzedu, za$ fundament lub podtoze operator I rzedu.

2. Potrzeba $cistego uwzglednienia dowolnych warunkéw brzegowych.

3. Podniesienie dokladnosci aproksymacji (poprawienie zbieznosci meto-
dy).
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Biorac powyzsze pod uwage, przyjmijmy przykladowo, ze mamy sytuacje
jak na rys.7.58. Wektor stopni swobody przybierze w tym przypadku naste-
pujaca postac:

symbol stopnie swobody

punktu
@ O 1s5SW  wartoic funkcji u
0
© 25W-u —
on
ou 0
@O 355w u —,
dxr’ Oy
0%u
_9 —u —
7] SSW —u, 5
Pu O%u
_ V2= 4~
(6] LSSW - Viu= 55 + 55

Rys.7.58. Gwiazda z uogdlnionymi stopniami swobody

8UQ 8UQ 8u3 6u5 6u5 2 82’M7
= S U, e — 1
u {ulyu% o’ (3y ) U3, on y Uq, Us, o ay , Viug, ug, on2 (7 93)

W punkcie centralnym Py jest zdefiniowany operator

auo auo 82u0 82u0 82u0 apu()} (7.194)

a:{a’i}:{U’Oa%aa—ya 8.%'2 ) 8y2 7axay7"'7a—yp

Zaltézmy nastepujace rozwiniecie funkcji u w szereg. W otoczeniu punktu
centralnego Fy(Z,y) dowolnie ciagla funkcja u moze by¢ rozwinigta w szereg
Taylora, do wyrazéw p-tego rzedu wilacznie

Oug  Ouy  h2 0%ug Puy k2 0%ug kP OPuyg

— ugph 0 20 hk L ®
w= ot 8:U+ 8y+2 8x2+ Oxdy 2 Oy?2 p! Oyp

+e(h) (7.195)

gdzie (rys.7.58)
U:’LL(I',y) UO:U(f,g) X:(.f,y)

oraz

h=(hk) h=x-2 k=y—y p=Vh>+k?
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Reszta szeregu Taylora ma postaé

Z p + 1 hgkp+lfs anu(€777)
+ 1) = sl(p+1—9) " QxsQyptl—s

Opuszczajac reszte szeregu Taylora, zwiazek (7.195) mozna zapisaé réwniez
w formie

u(x) ~ a(x Z a;p;(h) = (7.196)

W dalszym ciagu bedziemy opuszczaé daszek nad funkcjg aproksymacyjna.
Wektor funkcji bazowych dla funkcji u jest wiec nastepujacy:

1 1 1
= {p;} ={1,h, k,=h% hk,=Kk* ... =k
p {p} {7 Y 72 Y 72 9 7p' }

Dla pochodnych wektory funkcji bazowych mozna wyrazi¢ w po-

o 0
ox’ Oy

staci

. =1{0,1,0,,k,0,...,0} p, = {0,0,1,O,h,k,...,§kp_1}

Dla innych funkgcji (lub innych rozwinie¢ w szereg) funkcje bazowe nalezy
zdefiniowaé osobno. Tak np. mozemy mie¢ oddzielne stopnie swobody typu
pochodnej normalnej ——, zdefiniowane w lokalnym uktadzie wspélrzednych

n

(rys.7.59). Przyjmujac oznaczenia: | = cos(¢), m = sin(¢) i ograniczajac sie do
pochodnych IT rzedu, mamy

Unp [ m O 0 0 Uy
Ug -m 1 0 0 0 Uy
Unn | = 0 0 12 2lm m? Uy
Uns 0 0 —Im PP—-m? I? Ugy
Unn 0 0 m? —2m  I? Uyy
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n =n(l,m) = (cosa, sin «)

Rys.7.59. Lokalny uklad wspotrzednych (s,n) dla wezla na brzegu

Z rozwiniecia (7.195) wnioskujemy, ze

ou —0 +18UQ +08UQ +h82u() +k82u() +082u0 X +O(9pu()
or 0 Ox oy Ox2 Oxdy oy: OyP
ou 0 +03u0 N 13u0 +082u0 +h82u0 +k82u0 - O0Pug
oy 4o Ox oy Ox? Oxdy oy: b OyP
(7.197)
ou ) . .
zatem pochodna normalna I bedzie przedstawiona w postaci szeregu
n
ou _lauo N Oug 0 _H@uo N Oug +lh32u0+
an oz oy 4o or " dy Ox2
b (4 mhy 20 4 2
m 92y m o2 T

za$ wektor funkcji bazowych dla pochodnej normalnej bedzie wygladal naste-
pujaco:
pPn =1 pz+mpy ={0,1,m,lh,lk +mh,mk,...}

I tak postepujemy dla dowolnego stopnia swobody. Aby opisaé sytuacje na
ou

rys.7.58, nalezy jeszcze wyprowadzi¢ wzory na funkcje V2u oraz — .
n

Stosujac w weztach gwiazdy wzér (7.195), otrzymujemy uklad réwnan o po-
staci
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T o T
Ju
S LN L AT T T PRt I
Fus 172 17.2 1.0 gu
% 1 hy ko §h2 hoko 5]{32 . FkQ %
Ous 0 1 0 ho ko 0 6§y
—_c Up
Ay 00 1 0  he ks IO Bz
Us 172 172 " ek
ou 1 hg kg §h3 hgkg 5]{33 “e Fkg Up
3 —
e 0 1 m lhy mhy (ks+mhs) ... mLEE~! %ﬁgg
U4 = . . . . . .. . dy?
Us .
(9’[1,5
ox
(9’[1,5 ’
By 00 0 1 0 1 L
VQUG
U7 . . . . . . PR .
82U7 i _ OPuq
L On? | L OyP |
(7.198)
co w zapisie macierzowym daje
u=Pa+R; (7.199)

gdzie R; jest reszta wynikajaca z odrzucenia wyrazéw wyzszego rzedu lub
pewng niejednorodnoécia wynikajaca np. z niejednorodnych warunkéw brze-
gowych, ktére chcemy spelnié na etapie lokalnym przy generacji wzoréw réz-
nicowych. W dalszych rozwazaniach pominiemy Rj.

Uklad réwnan (7.199) moze byé¢ nadokreslony. Do rozwiazania go stosuje
siec wtedy metode minimalizacji (wazonych najmniejszych kwadratéw), prze-
mnazajac réwnanie (7.199) przez diagonalna macierz wag zdefiniowana naste-
pujaco:

/ ’ ’ 1 / 1
W= o+ ay + ag 043—1—043?,..., ay +ar——| (7.200)

1 1
1 1 —1
ot b 3 Ph

gdzie p jest odlegtoscia wezla od punktu centralnego. Natomiast wspot-
czynniki 0/1, 0/2, . ,a;@ wyrazaja wplyw innych czynnikéw (niz odleglosé)
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na istotnos¢ danego réwnania w ukladzie (7.199). Wagi zdefiniowane réwna-
niem (7.200) mozna znormalizowaé celem uzyskania lepszego uwarunkowania
uktadu réwnan.

Opuszczajac reszte Ry w réwnaniu (7.199), przenoszac wyrazy na jedna
strone i podnoszac tak powstate residuum réwnania do kwadratu, funkcja
btedu na nieznane wspotczynniki a; przyjmuje znang juz postaé

J:%aa—uﬁwﬂ@a—u) (7.201)

i jest ona typowa mimo skomplikowanej struktury stopni swobody w uktadzie
réwnan (7.198). W réwnaniu (7.201) macierz W moze wystepowaé w poje-
dynczej potedze (nie w kwadracie). Wazymy zatem albo kwadrat bledu, albo
btad.

Po jego minimalizacji wazony uklad réwnan (7.199) mozna zapisa¢ w zna-
nej juz formie

A a=Bu (7.202)
gdzie
A =PT(W)’P =BP, B=PT(W)? (7.203)
co po rozwiazaniu daje
a=Qu, Q=A"B, (7.204)

gdzie Q jest uogdlniong macierzq wzorow roznicowych. Komentarza wyma-
ga posta¢ macierzy A i B, w ktérych wagi sa podniesione do kwadratu (zob.
(7.203)). Mozna uzy¢ wag w pojedynczej potedze, jak to pokazano przy okazji
wyprowadzania wzoréw dla metod najmniejszych kwadratéw. Zostanie jed-
nakze uzyskany nieco inny rezultat.

Wstawiajac wspotczynniki rozwiniecia a do wzoru na aproksymacje funkcji
(7.196), otrzymujemy

w(x) =YY Qijujpi(h) = Ni(h)u; Nj(h) = Qipi(h)  (7.205)
i=1j=1 = =0

gdzie N ; sa funkcjami ksztalttu zapisanymi w ukladzie lokalnym. Rézniczkujac
funkcje ksztattu (7.205), przy zalozeniu, ze wspdlczynniki a; sa stale, otrzy-
mujemy pochodne lokalne. W literaturze angielskiej czesto nazywa sie je po-
chodnymi dyfuzyjnymi — rozmytymi (ang.diffuse derivatives).
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W dowolnym punkcie obszaru bedziemy zatem mieé¢ nastepujaco okreslona
macierz aproksymacji, ktéra jest uogdlnieniem zaréwno znanej macierzy wzo-
réw roznicowych, jak i stanowi podstawowy element innej nieco postaci zapisu
aproksymacji MES niz stosowano dotychczas:

Nl NQ e Nn
ON, 0N, ON,
2% o " o
ON; 9N, ON,
Q(x) =[Q1,Qq,...,Qn] = oy oy oy (7.206)
OPN, 0PN, PN,
L Byp Byp ayp |

za$ wzér aproksymacyjny przyjmie postaé

u

Uy | =Q(x)u (7.207)

i jest on stuszny zaréwno dla MRS, jak i MES — jesli funkcje ksztattu N; zasta-
pimy funkcjami ksztattu MES N;. Dalsze uogdélnienie, zamieszczone w punkcie
7.7, bedzie polegalo na zamianie w zwiazku (7.206) pochodnych lokalnych na
pochodne konsystentne, tj. pochodne ciagte.

Obecnie przejdziemy do rozwiazywania dwuwymiarowych zagadnien brze-
gowych réznymi metodami: MES, UMRS w sformutowaniu lokalnym oraz wa-
riacyjnym.

Wykorzystujac zaréwno lokalne, jak i globalne podejécie MRS rozwiaze-
my szereg zagadnien brzegowych. Jako pierwsze rozpatrzymy skrecanie pre-
ta pryzmatycznego, dyskretyzujac odpowiednie réwnanie rézniczkowe II rzedu
z warunkami brzegowymi Dirichleta. Zastosujemy nieregularng siatke i lokalna
MRS. Nastepnie problem skrecania rozwiazemy MES, a takze technika kom-
binowana MES/MRS, wykorzystujac MES do znalezienia rozwiazania podsta-
wowego, a nastepnie MRS do obliczenia naprezen (pochodnych). Podejscie to
dato szczegdlnie dobre rezultaty.
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Kolejnym zagadnieniem bedzie rozwiazanie problemu stacjonarnego prze-
plywu ciepta ze Zréodtami punktowymi. Zastosujemy lokalna MRS i nieregu-
larne siatki wezléw dla obszaru kwadratowego oraz dla obszaru nieregularnego
z narozami wypuklymi i wklestymi.

Dalsze przyktady beda dotyczy¢ problemu zginania ptyt; przyjmiemy ja-
ko punkt wyjsciowy zasade minimum energii sprezystej. Rozpatrzymy zagad-
nienie zginania swobodnie podpartej ptyty kwadratowej, wykorzystujac ciag
siatek regularnych i nieregularnych. Pokazemy zalety stosowania siatek niere-
gularnych

7 uwagi na to, ze funkcje ksztaltu aproksymacji bezsiatkowej nie spelnia-
ja warunku delty Kroneckera, zatem nie sg funkcjami interpolacyjnymi (nie
spelniaja wiec warunkéw brzegowych Dirichleta), pokazemy jak spenié¢ te wa-
runki za pomoca mnoznikéw Lagrange’a. Sformulujemy odpowiednie zasady
wariacyjne dla probleméw jedno- i dwuwymiarowych. Droga catkowania przez
czescl naturalne warunki brzegowe (warunki statyczne) zostana uwzglednione
w zasadzie wariacyjnej. Skomentujemy jednocze$nie pojawienie si¢ pewnych
cztonéw. Pokazemy rowniez rozwiazanie rozciggania preta obciazonego sila-
mi masowymi, startujac zaréwno ze sformutowania lokalnego i dyskretyzujac
rownania za pomoca lokalnej MRS, jak i korzystajac z wyprowadzonego sfor-
mutowania wariacyjnego, dyskretyzujac je nastepnie MES i bezsiatkowa MRS.
Do wynikéw dotaczymy rezultaty obliczen uzyskanych aproksymacja bezsiat-
kowa. Trudno jest wyciagna¢ glebsze wnioski z prostych testéw, ale jeden jest
wazny i nie podlega dyskusji. Pochodne funkcji sa obliczane w metodach bez-
siatkowych o wiele doktadniej niz w MES, co jest szczegélnie interesujace dla
inzyniera.

Przyktad 7.5. Wymienione metody zastosujemy do analizy skrecania pre-
ta pryzmatycznego o przekroju kwadratowym, rozwazanej w przyktadzie 7.4,
wykorzystujac zaréwno sformutowanie lokalne, jak i wariacyjne problemu oraz
stosujac dowolnie nieregularne siatki weztéw. Symbol MES/MRS oznacza, ze
MRS zastosowano do obrébki wynikéw MES (tzw. postprocessing).

W sformutowaniu lokalnym nalezy znalezé funkcje F(x,y) taka, ze

—V?F =2G6 w obszarze

(7.208)
F =0 nabrzegu 09

gdzie F jest funkcjg naprezenia, zas 6 jednostkowym katem skrecenia.
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Sformutowanie wariacyjne polega na minimalizacji funkcjonatu

1

_HF):1/{§KFQ)2+(EyF]—2G&ﬂ}dQ
Q

przy warunku brzegowym

F=0 na 09

Naprezenia styczne wynosza (z jest wspélrzedna prostopadta do przekroju)

oF oF

TGy VT T ar

W obliczeniach przyjeto przekréj kwadratowy o wymiarach 1 oraz 2G6 =
100. Dla zbadania tempa zbieznosci wykorzystanych metod analizy zastosowa-
no kolejno trzy (nieregularne) siatki o r6znym stopniu zageszczenia (rys.7.60),
identyczne dla MES, MRS-lok i podej$cia MES/MRS. Sa to siatki 170, 565
i 964-wezltowe.

Szczegblowe wyniki zaprezentowano dla siatki nieregularnej 565-weztowej
o parametrach: min. rozmiar oczka 0.025, max — 0.05. Na rys.7.61 pokazano
rzut aksonometryczny oraz warstwice funkcji skrecania otrzymanej lokalna
MRS dla siatki nr 2. Rys.7.62 obrazuje rzuty aksonometryczne oraz warstwice
naprezen 7, dla siatki nr 2.

(a)
1.00 l 1.
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170 weztow 565 weztow 964 wezltow

Rys.7.60. Siatki dla problemu skrecania: siatka nr 1 (a), siatka nr 2 (b), siatka nr
3 (c)

Dla oceny doktadnoéci rozwigzania uzyskanego MRS-lok rozwiazemy na-
stepie problem za pomoca MES, stosujac liniowe elementy tréjkatne i siatke
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Rys.7.62. Skrecanie preta pryzmatycznego, MRS-lok, 7., — widok, i warstwice,
siatka 2

nr 2. Na rys.7.63 pokazano rzut aksonometryczny oraz warstwice funkcji na-
prezen. Otrzymano rozwiazanie o duzej regularnosci oraz liczbowo praktycznie
rownowazne wynikom uzyskanym MRS-lok dla tejze siatki. Natomiast obliczo-
ne w punktach Gaussa naprezenia MES, rys.7.64, maja mniejsza doktadnoéé,
co przejawia sie duza nieregularnoscig wynikéw.

W dalszym ciggu po$wiecimy nieco uwagi technice prowadzenia obliczen
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Rys.7.63. Skrecanie preta pryzmatycznego, MES-T-3, funkcja naprezenia — widok

i warstwice, siatka 2

jednocze$nie dwiema metodami, tzn. MES i MRS. Uwzgledniajac fakt, ze roz-
wiazania dla funkcji naprezenia otrzymane MES i MRS-lok réznig si¢ niewiele
od siebie (rys.7.65), obliczono naprezenia MRS, wykorzystujac funkcje napre-
zenia otrzymana MES. Na rys.7.66 zestawiono wartwice funkcji 7,., uzyskane
MRS-lok oraz kombinowana metoda MES — postprocessing MRS. Rozwiaza-
nia te sa praktycznie identyczne zaréwno jakosciowo, jak réwniez i iloSciowo.

7
4

i

i

i
NI
R,
g
Ui
it

(@)

Rys.7.64. Skrecanie preta pryzmatycznego, MES-T-3, 7.,

siatka 2

e
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widok i warstwice,
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1.00 j 1.00
0.50- - 0.80- B
) (a) MES
0.00 ‘ 0601 i
000 050  1.00

|
1.00 0.40

3’ﬂ
0.50- r B 0.20-

2 J (b) MRS
0.00 0.00

000 050  1.00 7000 020 040 060 080 100

(c¢) Rozwiazanie MES i MRS natozone na siebie

Rys.7.65. Skrecanie preta pryzmatycznego, siatka 2: warstwice funkcji naprezenia
MES-T-3 (a), MRS-lok. (b) oraz MES i MRS (c)

1.00 ! 1.00
\ o 25.00 /
o\ %D 8
% @
0.50 0.50 =
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0.00 : 0.00 ‘
0.00 0.50 1.00 0.00 0.50 1.00
(a) (b)

Rys.7.66. Warstwice 7., siatka 2: MRS-lok, MES/MRS-postproc.

Na rys.7.67 zestawiono wyniki obliczen dla 7., uzyskane kolejno technika
MRS-lok-MES/MRS-postproc. oraz MES/MRS-postproc.-MES. Widaé, ze dla
pochodnych rozwigzania MES jest metoda znacznie mniej doktadna niz MRS,
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lecz okazuje sie, ze postprocessing MRS na wynikach uzyskanych za pomoca
MES daje doskonalte rezultaty.

1.00 1.00

0.50 0.50

0.00 =
0.00 0.50 1.00

@ (b)

0.00

Rys.7.67. Warstwice 7., siatka 2: MRS-lok-MES/MRS-postproc.(a), MES/MRS-
postproc.-MES (b)

Przyklad 7.6. Poshigujac sie uogdlniona MRS, wykonano obliczenia testo-

we dla stacjonarnych probleméw przeptywu ciepta, gdzie rownania przewod-

nictwa redukuja sie do réwnania Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichleta

i Neumanna. Aby sprawdzi¢ dokladno$é metod, rozwiazemy zagadnienie za-

réwno w obszarze regularnym, jak i nieregularnym postawione nastepujaco:
Rozwiaza¢ réwnanie Laplace’a

AT=0 w
z warunkiem brzegowym Neumanna

or
— =0 nabrzegu 00 (A4,B)
on

W punktcie A 24 = 1.0,y4 = 3.0 (rys.7.68) przyjeto warunek brzegowy
Dirichleta (tzw. zrédlo punktowe)

Ty=1
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za$ w punkcie B zp = 2.0,yp = 3.0(rys.7.68) polozono inny warunek punk-
towy
T =0

Odpowiada to warunkom chlodzenia lub ogrzewania ciata przez zrodia
punktowe. Jest to sytuacja czesto spotykana w technice.

Do obliczen zastosowano gwiazdy 9-wezlowe dla lokalnego sformulowa-
nia MRS. Na rys.7.68 zaprezentowano 2 siatki z zageszczeniem wokdt zrodet.
Rys.7.69 pokazuje funkcje temperatury uzyskang lokalng MRS dla réznych sia-
tek. Na rys.7.69a-d pokazano réwniez warstwice funkcji temperatury. Widaé
duza gladko$é¢ rozwiazania.

3001 -+ st
2004
L0000
NESESES i S - | |
0.00 1.00 2.00 3.00 0.00 1.00 2.00 3.00
(a) siatkanr 9 (b) siatka nr 10

Rys.7.68. Siatki dla problemu ze zréodlami: nr 9-761 wezléw (a), nr 10-793 wezly
(b)

Analizujac szczegbéltowo wyniki, stwierdzamy, iz zageszczajac siatke, szcze-
gblnie wokét Zrédel, wyniki poprawialy sie. Na rys. 7.69 tatwo ocenié¢ jako$é
rozwigzania po przebiegu warstwicy T = 0.5, ktéra powinna przebiegaé przez
srodek obszaru z uwagi na to, ze takie jest rozwigzanie Sciste. Ten warunek
dostatecznie doktadnie spelnia dopiero siatka nr 10.

Obliczenia powtorzono dla obszaru nieregularnego, rys.7.70, przyjmujac
zrodlta Ty = 11 Tp = 0. Na rys.7.70 zaprezentowano siatke przyjeta do obli-
czen. Na kolejnych rysunkach (rys.7.71 i 7.72) pokazano warstwice rozwiaza-
nia i rzut aksonometryczny funkcji temperatury. Nastepnie siatke zageszczono
(rys.7.70). Uzyskane rezultaty (rys.7.71 i 7.72) zblizone sa do poprzednich i
swiadczg o uzyskaniu wystarczajacej doktadnosci, aczkolwiek mozna zauwa-
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Rys.7.69. Rozwiazanie problemu ze zrédtami — widok i warstwice — dla siatek: nr

9-761 wezléw (a), nr 10-793 wezly (b)

zy¢ pewne niewielkie nieregularnosci rozwigzania w poblizu zrédel oraz we

wklestych narozach.
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Rys.7.70. Siatka dla problemu ze Zrédtami — obszar nieregularny

Otrzymane wyniki Swiadcza o duzej doktadnosci lokalnej MRS, co stanowi
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larne i nieregularne). Dla niektérych zadan przedstawimy tempo zbieznosci
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postaé

dQ) — /pwdQ — Pw

Dy, 0*w 0w ( 0w )2
Q

_ Pm 2.N2 o1 _
7= 2 Q/(V w)? =21 =v) {83:2 0y? 0x0y

gdzie

(7.209)

D,,, — sztywnosé plytowa (patrz p. 7.5.4),

w — ugiecie plyty,

p — obciazenie ciagte, normalne do powierzchni ptyty,
P — obciazenie skupione.

Przyjeto do dyskretyzacji problemu MRS, zatem aproksymacje wyrazimy
w postaci
Du=Qq, Du={w,w;,wy, Wes,Way, Wyy} (7.210)

gdzie Du jest operatorem réznicowym w punkcie centralnym gwiazdy, Q —
macierza wzoréw réznicowych, za$ q = {wy, we, ..., w,} — wektorem wartosci
wezlowych funkcji ugiecia w. Ukltad réwnan MRS otrzymuje sie, poszukujac
punktu stacjonarnego funkcjonatu J (7.209)

oJ 0J 0Du

7= 34°9~ 3Du aq

=0

Wzér na macierz sztywnosci otrzymujemy, dokonujac drugiej wariacji funk-
cjonatu

9 0J ) Ipcalk o.J Ipcalk o 82J
:ﬁa_q:ﬁ(; m)Qi“z‘: 2 Qgpe e

gdzie a; jest waga wynikajaca z catkowania numerycznego.
0%J

Majac okredlony funkcjonal nalezy obliczy¢ pochodne D
u

Dla przyktadu rozwiazemy plyte czworokatng swobodnie podparta, obcia-
zong obciazeniem ciaglym o statej wartosci.
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Do obliczen przyjeto plyte kwadratowa o wymiarach 1x1 m swobodnie
podparta, obciazong obciazeniem ciaglym oraz stale geometryczne, materia-

kN
lowe i obcigzenie: modul Younga FE = 10000 —; , wspélczynnik Poissona
m

v = 6= 0.1666667, grubos¢ ptyty h = 0.1 m i obciazenie plyty réwnomier-

kN

nie roztozone o intensywno$ci p = 1 —. Ponadto zalozono, ze plyta jest
m

swobodnie podparta wzdtuz catego obwodu.

Przeprowadzono obliczenia dla kilku siatek, przyjmujac siatki regularne
(81, 289 i 2601 wezléw) i nieregularne (223, 299 477 i 757 weztéw). Dwie siatki
o najwiekszej gestosci zaprezentowano na rys.7.73.

(a) (b)
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RSSES05098000006000500
ITIIIIIIIIIIIIIIII
ocx) Om—%&++++++++++++++++++++&
000 0.50 1.00 000 O%O 1.00
. . . . P
siatka regularna 3 — 2601 wegziow siatka nieregularna 4 — 757 weztow
. ) s .
siatki: 81, 289, 2601 weziéw siatki: 223, 299, 477, 757 weztow

Rys.7.73. Przyktadowe siatki przyjete do obliczen dla plyty kwadratowej swobod-
nie podpartej

Wyniki otrzymane MRS wskazuja na szybka zbiezno$é¢ do wynikéw Sci-
stych. W tab.7.4 zamieszczono takze btedy wzgledne dla ugiecia oraz momen-
tow m, i my w srodku ciezkosci plyty.

Wyniki otrzymane MRS wskazuja na szybka zbiezno$¢ do wynikéw Sci-
stych. Na rys.7.74 i 7.75 zaprezentowano tempo zbieznosci rozwigzan dla ugie-
cia i momentu w srodku plyty do wynikow $cistych.

Omawiajac wyniki latwo zauwazy¢, ze otrzymany btad dla momentow jest
istotnie mniejszy od bledu dla ugie¢. Otrzymano tu wiec podobnie nadzbiez-
noé¢ dla pochodnych lokalnych, tym razem dla pochodnych II rzedu.



Siatka | L. wez. — n (n) | blad ugiecia [%] m,, blad my, blad min. i max d g;r;(‘é
00 16 4 0.004185, 2.33 0.0324 , 2.33 | 0.0324 |, xx 0.05 , 0.25 2.0
01 36 6 0.005053, 2.33 0.04799, 2.33 | 0.04799, 2.33 | 0.05 , 0.25 2.0
02 121 6.16 | 0.004862, 2.66 0.0439 , 2.33 | 0.0439 , 2.33 | 0.05 , 0.25 2.0
reg 41 6.45 | 0.004656, 1.69 | 0.0439 . 2.28 | 0.0439 , 2.283 | 0.05 , 0.22 1.0
4 743 6.86 | 0.004769, 0.68 0.0429 , 0.00 | 0.0430 , 0.2 0.015, 0.10 6.5

Tabela 7.4. Plyta kwadratowa swobodnie podparta, obciazona ci$nieniem réwno-
miernie ztozonym.

SYIN euoru[oson) '9°L

G6¢
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1099, 5 Blad wzgledny ugiecia w $rodku phyty [%]
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Rys.7.74. Plyta kwadratowa swobodnie podparta, proces zbieznosci dla ugiecia
w Srodku plyty

10%%%7 Blad wzglgdny momentu w $rodku ptyty: Mx [%]
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Rys.7.75. Plyta kwadratowa swobodnie podparta, proces zbieznosci dla momentow
w Srodku plyty
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7.7. Metody bezsiatkowe — zagadnienia zaawanso-
wane

7.8. Uwagi wstepne

Pierwsza czeé¢ rozdziatu poswiecimy uogdlnionej aproksymacji funkcji, ktora
nas doprowadzi do zdefiniowania pochodnej ciaglej (konsystentnej). Zosta-
nie to wykorzystane w sformutowaniu tzw. bezelementowej metody Galerkina,
ktora jest szczegdlnie uzyteczna w skomplikowanych zagadnieniach mechaniki
(analiza propagacji rysy, duze deformacje cial, zagadnienia lokalizacji odksztal-
cen etc.)

W tym rozdziale opiszemy bezelementowa metode Galerkina bedaca pew-
na wersja wariacyjnej MRS. Na koncu rozdziatu zamiescimy i skomentujemy
sposoby efektywnej generacji pochodnych konsystentnych.

Podstawowym uogdlnieniem, wprowadzonym w niniejszym rozdziale, jest
wprowadzenie tzw. pochodnej konsystentnej (ciaglej). Sama aproksymacja po-
zostaje bez zmian, bo zawsze wynika z lokalnego rozwiniecia funkcji w szereg
w danym punkcie. I nie ma znaczenia, jakie funkcje bazowe zostang uzyte
i w jakim uktadzie okre$lone. Co najwyzej stopien stabilnosci aproksymacji
oraz zbieznos¢ beda lepsze lub gorsze.

Dokonujac rézniczkowania lokalnej aproksymacji, pochodne tej aproksy-
macji beda nieciggle od punktu do punktu, bo w kazdym punkcie mamy inne
rozwiniecie funkcji. Chodzi o to, by uciagli¢ pochodne, a wiec uwzglednié¢ fakt,
ze funkcja aproksymacyjna zmienia sie od punktu do punktu. Jest to istotne
z punktu widzenia teoretycznego, bo w kazdym sformutowaniu wariacyjnym
jest tak, ze z lewej strony réwnania mamy pochodne, z prawej funkcje. Jesli be-
da uzywane pochodne konsystentne, to wtedy stopien ciaglosci lewej i prawej
strony jest porownywalny. Jesli natomiast beda uzywane pochodne lokalne,
wprowadzamy do lewej strony réwnania nieciagltoéci oraz niezgodnos$¢ miedzy
aproksymowang funkcja a jej pochodnymi. Jest rzecza oczywista, ze wlasnosci
schematu aproksymacyjnego z ciaglymi pochodnymi beda inne (m.in. jedno-
stajna zbiezno$¢) niz z pochodnymi lokalnymi.
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7.9. Uogodlnienie aproksymacji funkcji

7.9.1. Metoda ustalonych wielokrotnych najmniejszych kwa-
dratow

Oznaczmy przez i; parametr weztowy funkcji u, przy czym a; # u”(x;) oraz
x; sa wspélrzednymi punktéw weztowych x; = (x;, y;). Obecnie przypomnimy
idee wazonych ruchomych najmniejszych kwadratéw (WRNK). Polega ona na
tym, ze minimalizujemy kwadraty odlegtosci pomiedzy funkcja aproksymacyj-
na 4; a warto$ciami weztowymi u?, mnozac je przez funkcje wagowa, ktéra
uwzglednia wplyw odleglosci rozpatrywanego wezta od punktu, w ktérym po-
szukuje sie aproksymacji, na btad w danym punkcie. Koncepcje metody wa-
zonych ruchomych najmniejszych kwadratéw ilustruje rys.7.76. Waga w jest
zdefiniowana w punkcie X, gdzie nieznana funkcja @ jest obliczana i przyjmu-
je w tym punkcie najwieksza wartos¢. Ma ona zdefiniowany ksztalt i nosnik
w zaleznosci od potozenia punktu X — zob. rys.7.76.

Rys.7.76. Metoda wazonych ruchomych najmniejszych kwadratow

Na tle koncepcji WRNK wprowadzimy metode ustalonych wielokrotnych
najmniejszych kwadratéw (UWNK). W kazdym punkcie obszaru funkcja wagi
powinna by¢ dopasowana do lokalnej gestosci punktow. Dlatego tez trudno
jest zdefiniowaé¢ poprawnie funkcje wagi w dowolnym punkcie obszaru, gdyz
rodzi to nieskonczenie wiele mozliwosci. Z tego powodu zaproponowano nieco
inne podejscie. Idea ta jest zwigzanie funkcji wagowej w; z kazdym weztem
x;, dzieki czemu mozna ograniczy¢ liczbe réznych funkceji wagowych, rys.7.77,
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dostosowujac je do lokalnej gestosci punktéw (zob. réwniez sytuacje dwuwy-
miarowa, rys.7.78).

h
U,
uh ° i+1
o ! (x)
Wi—1 Pt Wil
| \
\
: wi(xk) :
|
\ \
|
\ \
\
w;—1(Xg) —wig1(Xp T
\ _
Xi—1 X=X X, Xi+1

Q

AN

A

Rys.7.78. Nakladanie sie obszarow wplywu dla obszaréw dwuwymiarowych

Funkcje te nastepnie sa uzyte do wazenia kwadratow réznic miedzy aprok-
symacja a wartoscig funkcji w dowolnym punkcie. Jezeli punkty sg roztozone
jednorodnie w obszarze i przyjmiemy, ze funkcja wagi w dowolnym punkcie
obszaru w, nie zmienia ksztaltu od punktu do punktu i jest symetryczna, to
stuszna jest relacja

We (X — X) = wy(x — x) (7.211)

Z kolei zwiazanie tej funkcji z kazdym weztem obszaru powoduje, ze zamieniaja
sie rolami punkty x i xg

Wa Xk — X) = wy(x — Xp)

I to jest waga dla metody UWRK.
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Funkcje u rozwijamy w szereg dookota punktu X. Lokalna aproksymacje
w punkcie X mozemy zapisaé jako

(%, %) =D _pj(x)a;(%) = p’ (x)a(x) (7.212)
j=1

gdzie p(x) jest kompletnym wielomianem rzedu p z m wspdlczynnikami, a —
wektorem wspoélczynnikéw zaleznych od punktu X, okreslonych nastepujaco:

pT(X) = [1? x? y? xQ’ 'Iy’ y2’ AR ’xp’ xkyp_k’ AR 7yp]’ (7 213)
al(x) = [ag(R), a1(R), ..., am(X)] '

Procedura minimalizacji prowadzaca do znalezienia wspoélczynnikow a;(X)
jest opisana wzorami (7.158)—(7.164).
Ponizej zdefiniujemy macierze UWNK: macierz P (prostokatna)

pi pi(x1) pa(x1) ... pm(x1)
P(x) = p‘2 _ pl(.XQ) b2 (X2) e pm(‘XQ) (7.214)
ol | [ pix) pae) - px)
oraz W — diagonalna macierza wag
wy (X — X71) 0 . 0
W(x) = (:) vl . X (:) (7.215)
0 0 coowe(X _ Xp)

Macierze A i B, otrzymane w wyniku minimalizacji funkcjonatu, maja dla
metody UWNK postaé:

A=PTWP —BP = 3 u;(x — x,)p(x;)p" (3))
=1
B =P"W = [w; (X — x1)p(x1), w2(X = X2)P(X2), -+ wn (X = X)) ()]
(7.216)

Przytoczone powyzszymi wzorami sformutowanie jest wazne réwniez dla
metody WRNK, jesli przyjmie sie, ze jest tylko jedna funkcja wagowa w punk-
cie xg, w ktorym poszukuje sie¢ aproksymacji, czyli nalezy przyjaé zalozenie

w;(X —x5) = wi(x; — T) (7.217)
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Aproksymacje UWNK mozna zapisaé¢ jako

ul = Zn: N;(x)u; = Nu (7.218)
i=1
gdzie
Ni(x) =Y p¥)Q;i=p'Q;, Q=A"'B (7.219)
=1

sg funkcjami ksztaltu w metodach bezsiatkowych, zas Q; jest i-ta kolumng
macierzy Q.

Wprowadzajac lokalny uktad wspéirzednych zwiazany z punktem X jako
h; = x; — X i zapisujac w nim zaréwno wektory bazy (w postaci wynikajacej
z szeregu Taylora), jak 1 wagi, macierze A i B mozna wyrazi¢ w postaci

n

A = w;(~h;)p(hy)p" (hy)
1

—_

J

(_
B = [wi(~h1)p(h1), wa(—h2)p(hz), ..., wr(~h,)p(hy)]

Obszary wplywu dla poszczegdlnych weztéw sa na ogdt rézne, stad uktady
lokalne dla wezléw sg rozne, a z uwagi na to, ze funkcje wagi sa zapisane
w ukladach lokalnych, trzeba ten fakt uwzgledni¢ w rézniczkowaniu.

Macierz Q(x) = A~!(x)B(x) jest dobrze znana z MRS macierza wzoréw
aproksymacyjnych, aczkolwiek nie majacg wprost wlasnosci wzoréw roéznico-
wych. Natomiast jesli wykorzystamy lokalny uktad wspotrzednych i funkcje
bazowe beda mialy forme z szergu Taylora, Q bedzie macierza wzoréw rézni-
cowych.

Bezsiatkowe funkcje ksztaltu, podobnie jak funkcje ksztaltu w MES, spel-
niaja warunek kompletnosci

i=1

Pochodne przestrzenne funkcji ksztaltu (np. pochodna 3_) mozna zapisaé
x

jako

Niw=p e A'Bi=p . Qi (7.220)



402 7. Metoda réznic skonczonych

Z uwagi na to, ze przedstawiona procedura aproksymacyjna wynika z me-
tody najmniejszych kwadratow oraz m < n mamy

u(x) = d(x) # ul! (7.221)

tj. funkcja aproksymacyjna nie odtwarza wprost wartosci weztowych. Jednak-

ze dla m = n otrzymuje si¢ po prostu aproksymacje MES, czyli 4(x) = u?
i warunek delty Kroneckera jest ponownie spelniony.
Powracajac do funkcji wagowych, nalezy zauwazy¢, ze podstawowe cechy

funkcji wagi w to
we(X) =1 wi(x)#0 dla xe€Qp oraz wi(x)=0 dla x¢& Q

Noénik funkcji wagowej 2, definiuje obszar wplywu, na funkcjonal btedu me-
tody najmniejszych kwadratéw maja wplyw tylko te wezly, ktére leza w strefie
wplywu wagi (w jej nosniku).

Dla metody RNK funkcja wagowa jest zdefiniowana w uktadzie lokalnym
zwiazanym z punktem X. Dla metody UWRK funkcja wagowa jest zwigzana
z weztem, zatem mozna uwzgledni¢ tu nieco precyzyjniej gestosé siatki.

Jezeli zatozymy, ze waga zalezy od odlegtosci d od punktu X, otrzymamy

w=w(r) d*=(x—-=)(x—X) (7.222)

Na koniec tego rozdziatu przedstawimy klasyfikacje najczesciej spotyka-
nych funkcji wagowych. Do chwili obecnej pojawito sie wiele funkcji wagowych,
wykorzystanych przy wyprowadzaniu wzoréw aproksymacyjnych. Pierwsza by-

ta waga osobliwa

w(d) = é (7.223)

Inna, bardzo czesto uzywana, jest odwrotnoscia reszty szeregu Taylora (pod-
niesiona do kwadratu), gdzie p jest rzedem rozwiniecia (Liszka, Orkisz)

1

Kolejna funkcja wagowa pojawila sie przy okazji aproksymacji danych do-
swiadczalnych (W.Karmowski). Ma ona postaé

4

~(p+1
w(d) = (d? + -2 " (7.225)
d2 +92
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przy czym parametr g decyduje o stopniu ,lokalnosci” aproksymacji. Dla
g = 0 otrzymujemy wage jak poprzednio osobliwa, co oznacza, ze mamy do
czynienia z interpolacja, jesli rozpatrywany punkt jest weztem. Jesli g — oo,
aproksymacja staje sie aproksymacja globalna.

Sposréd réznych funkeji wagowych najwieksza popularnoscia ciesza sie jed-
nak dwie: pierwsza oparta na funkcji sklejanej I11 stopnia

2 4d® + 4d° d<3
w(d)={ 3-4d+4d®> —3d® <d<1 (7.226)
0 d>1

druga oparta na funkcji sklejanej IV stopnia

1—6d?+8d* —3d* d<1
w(d) = { 0 d>1 (7.227)
Waga trdjkatna ma postaé
d
w(d) =1~ ﬁ(l —¢€) |d| < dlmTan (7.228)
w(d) =0 [d > Foa

przy czym przyjeto € = 1072 dla najbardziej odlegtych punktéow.

Narys. 7.79 zaprezentowano kilka przyktadowych funkcji wagowych. Warto
zauwazy¢, ze nie kazda funkcja wagowa ma maksymalng wartosé réwna jeden.

Klasa ciaglosci aproksymacji wynika ze stopnia funkcji bazowych oraz
z klasy ciagtosci wagi. Jezeli funkcja wagowa okreslona jest na nosniku zwar-
tym oraz jej warto$é, a takze wartosci jej pochodnych sg rowne zeru na brzegu
noénika, powoduje to, ze waga ma wysoka klase ciagtosci. Wtedy rowniez funk-
cja aproksymujaca ma odpowiednio wysoka klase ciagltosci, bo dziedziczy klase
ciggloéci wagi. Przyktadowo dla wagi w postaci splajnu I1I rzedu (ciagtoéé C2)
uzyskuje sie dla aproksymacji globalnej klase ciggloéci C?, a wiec jeszcze dru-
gie pochodne sg ciagte. To stanowi jeden z gtéwnych powodéw tak ogromnego
zainteresowania metodami bezsiatkowymi.

Przypadek, w ktérym punkt X zajmuje pozycje dowolnego wezla, jest sytu-
acja szczegblng i wymaga ostroznego potraktowania, jesli waga jest osobliwa,
rys.7.76. Wartoéé¢ aproksymowanej funkcji jest taka sama jak parametru we-
ztowego u” i otrzymujemy interpolacje — funkcja aproksymacyjna odtwarza
doktadnie wartosci weztowe. Warto zwréci¢ uwage, ze nie mamy juz jednego,
globalnego, przepisu na aproksymowana funkcje, jak w metodzie ustalonych
kwadratéw, lecz w kazdym punkcie obszaru przepis na aproksymacje funkcji
jest inny. I to zasadniczo odréznia metody bezsiatkowe od MES.
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nosnik
Typ wagi:
funkcja sklejana 3. stopnia
funkcja sklejana 4. stopnia
funkcja tréjkatna
Rys.7.79. Wagi typu: funkcji sklejanych — szeScienna i czwartego stopnia oraz waga
tréjkatna

7.9.2. Aproksymacja globalna

Lokalna aproksymacje w punkcie X, dla metod ruchomych i ustalonych wielo-
krotnych kwadratéw, zapisang jako (zob. wzér (7.212))
T —

(

u(x,X) = p- (x)a(x)

mozemy uogdlni¢. Przeprowadzmy teraz nastepujace rozumowanie. Zmierza-
jac z punktem x — X, mamy X = x, tzn. zadamy obliczenia wartoéci funkcji
ksztattu N(x, X) w tym samym punkcie, w ktérym obliczyliémy macierz aprok-
symacji lokalnej, czyli z krzywej aproksymacji lokalnej pozostawiamy tylko 1
punkt; otrzymujemy

T T(x)a(x) (7.229)

u(%,%) = ulx,x) = u(x) = pT(X)a(%) = p

Parametry a; (wspélezynniki aproksymacji) nie sa teraz stale, lecz zmie-
niaja sie ciggle wraz ze zmiang polozenia punktu x, stad odwracanie macierzy
A(x) jest konieczne w kazdym punkcie, w ktérym poszukujemy funkcji .
W ten sposéb dochodzimy do definicji aproksymacji globalnej i globalnych
funkcji ksztattu.

Jesli spelnione sa nastepujace warunki:

a) funkcja wagowa jest ciagla i rézniczkowalna w Qy, czyli Vx € Q istnieja
odpowiednie pochodne,
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b) funkcja wagowa znika na brzegu obszaru ; oraz poza nim,

c¢) liczba punktéw n wewnatrz obszaru Qy jest réwna lub wigksza niz pa-
rametr m oznaczajacy liczbe funkcji bazowych we wszystkich punktach
x € Q,

wtedy definicja globalnych funkcji ksztaltu jest jednoznaczna. Dla dowolnego
punktu x maja one postaé

sz x)Qij(x) = p' (2)Q(x) (7.230)

oraz

Q(x) = A~ (x)B(x) (7.231)

W zwiazku z tym pochodne funkeji u” bedg obliczane jako pochodne z ilo-
czynu funkcji

u(x),, = pT(X),x a(x) + pT(x)a(x),:r (7.232)

Tak obliczone pochodne nazywaé¢ bedziemy pochodnymi konsystentnymi,
w odréznieniu od pochodnych lokalnych, co w powyzszym wzorze sprowadzi-
toby sie do pominiecia po prawej stronie drugiego sktadnika.

Rézniczkowanie funkcji ksztaltu bedzie teraz procesem ztozonym, bowiem
A(x), A7!(x) i B(x) sa macierzami zaleznymi od polozenia punktu, zatem
beda podlegaly rézniczkowaniu tak samo jak funkcje bazowe.

Zapiszmy teraz zwiazek na aproksymacje funkcji u

= zn: Nj(x)u! = NTu" (7.233)
j=1
gdzie _
N(x) =p"(x) A" (x)B(x) = p' (x)Q(x) (7.234)

Roézniczkujac relacje (7.234), pochodna funkcji ksztaltu obliczymy jako
(j=2,y)

N(X)vj = pT(X)vj Ail(X)B(X) + pT(X)Ail(X)U‘ B(X) + pT(X)Ail(X)B(X)U’
(7.235)

Pochodne macierzy B(x),, oraz A(x),, maja postac

3w

—(x — x;)p(x;) (7.236)
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" Qw
A(x),, = Z a(x —x)P(xi)p (xi) =
i=1
1 r1 ...y
Ow T x% ooyt
=z (x —x1) +
yi' oy
1 xg R T (7.237)
ow T2 x5 ... T2yy
+ g, (X —x2) : +
AT O L
1 N T
ow Tn x% coo TRyl
Pt .

Macierz A~!(x),; obliczono przez zrézniczkowanie relacji A~1(x)A(x) = I, co
daje
AT (%)= —AT (%)A(x),; AT (%) (7.238)
Przyktadowo

Niye = [pTA_l(X)Bi(X)]ﬂU
T( -1 x)B;(x) + pT(x)A_l(x),x Bi(x) + pT(x)A_l(x)Bi(x),x
+p" (0)Q(X) s

X)e

p A
p'(%),: Q(x)

(7.239)

W dalszym ciggu pokazemy jak mozna efektywnie wykonaé rézniczkowanie
funkcji ksztaltu i w sposéb ekonomiczny obliczyé pochodne wyzszych rzedow,
uzyskujac konsystentng macierz wzoréw réznicowych, a wiec reguty aproksy-
macyjne dla dowolnego rzedu operatora liniowego.

Powyzsze funkcje ksztaltu réwniez spetniajg warunek kompletnosci

D ON;(x) =1
j=1

W matematyce taka relacja czesto nazywa sie podziatem jednosci. Aby
byla prawdziwa, funkcje bazowe musza zawieraé¢ czton rzedu zerowego (czyli
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liczbe 1). Zauwazmy, ze funkcje ksztaltu MWLS nie spelniaja warunku delty
Kroneckera, tj. N;(x;) # di;.

Rozwiazujac problemy inzynierskie, istotne jest czy funkcje ksztattu spet-
niaja warunki kompletnosci zdefiniowane w p. 5.6.4 (ruchu sztywnego oraz
stalego odksztalcenia). OdpowiedzZ jest pozytywna, co dalej wyjasnimy.

7.9.3. Rzad aproksymacji funkcji ksztaltu i warunki komplet-
nosci

W metodzie ustalonych najmniejszych kwadratéw parametry a sa stale w ca-
lym obszarze §2;, wiec rzad aproksymacji jest dokladnie taki sam jak rzad
funkcji bazowych p(z). Natomiast w metodzie ruchomych najmniejszych kwa-
dratéw i ustalonych wielokrotnych najmniejszych kwadratéw parametry a za-
leza od polozenia punktu x, zatem funkcja @ moze zawieraé czltony wyzszego
rzedu niz w funkcjach bazowych p. W literaturze zamieszczono dowédd na to,
ze wprowadzone reguly moga aproksymowaé (Scisle) przynajmniej wszystkie
funkcje uzyte do definicji p, ktory obecnie przytoczymy. Jest on bardzo istotny,
jesli chodzi o zbieznos¢ metody.
Rozwazmy zbiér aproksymacji

u=>3 N;(x)u; (7.240)
i=1
gdzie
u = [t (%), U2(X), ..., Up(X)] (7.241)
oraz
w; = [uly, uly, ol (7.242)

sa lokalnymi wartosciami aproksymacji, tj. u?l sa poszukiwanymi parametrami
odpowiadajacymi funkcji aproksymacyjnej ;. Podstawiajac za kazdg wartosé
u?z wartos¢ wielomianu p;(x;) (tj. I-ty czlon w p), mamy
_ T
u; =p (x5) (7.243)

Teraz, uzywajac definicji funkcji interpolacyjnej, otrzymujemy

u= z": N;(x)pT(x;) = p (X)A'BP (7.244)
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gdzie

P= . oraz p;r = pT(xi) (7.245)

Po wykorzystaniu definicji B (7.216) otrzymujemy
n
u= pT(x)A_1 Z wjp(xj)pT(xj) = pT(x)A_lA =p’ (7.246)
j=1

zatem jest Scidle interpolowana kazda funkcja, ktéra definiuje wektor bazowy
p(z). Oznacza to, ze juz dla liniowej bazy funkcje: zaréwno stala, jak i liniowa
sg odtwarzane $cidle. Tym sposobem réwniez i kryteria ruchu sztywnego oraz
stalych odksztalcenn beda spelnione.

Jak wiadomo podstawa zbieznosci MES jest spelnienie warunkéw komplet-
noéci i zgodnosci. Jak juz podkreslono, warunki kompletnosci spetniaja réw-
niez funkcje ksztaltu metod bezsiatkowych. Czy to wystarczy do zapewnienia
zbieznosci metodzie przy rozwiazywaniu problemu brzegowego, to bedzie moz-
na stwierdzi¢ po aplikacji metody i rozpatrzeniu kilku innych probleméw, np.
faktu, ze funkcje ksztaltu metod bezsiatkowych nie spelniaja warunku delty
Kroneckera, tzn. nie sg interpolantami, lecz tzw. aproksymantami.

W MES warunki kompletnosci sprawdza si¢ w tzw. tescie na latce (ang.
patch test). Dla funkeji ksztaltu (i dwuwymiarowych probleméw) maja one
postaé

n n
ZNi(x) =1 ZNi(x)xi =z ZNi(x)yi =y (7.247)
=1 i=1 i=1

Warunki te sa réwnowazne wynikowi poprzednio przeprowadzonego dowodu
(ktory jest ogdlniejszy).

Warunki kompletnosci dla pochodnych mozna wyprowadzié, rézniczkujac:
(7.247) po z, (7.247)3 po y, (7.247)3 po z i (7.247)3 po y; otrzymujemy
WOWCzZas

Ni(X),x €T, = 1 Ni(x),y Tr; = 0

-
-

~
Il
R
-
I

! (7.248)

Ni(x), 4 =0 Ni(x),yi = 1

-
-

.
I
A
.
I
A
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Warunki (7.247) i (7.248) sa podstawa do zapewnienia zbieznosci metod
bezsiatkowych. Moga by¢ takze wykorzystane do generacji wzoréw aproksy-
macyjnych metod bezsiatkowych.

7.10. Bezelementowa metoda Galerkina

7.10.1. Uwagi ogdlne

Obecnie przedstawimy blizej wersje metody bezsiatkowej, zwang w literaturze
bezelementowq metodg Galerkina (BMG). Jak juz to wezeséniej powiedzielismy,
ta nowa nazwa wariacyjnej MRS wynika z wykorzystania metody Bubnowa-
-Galerkina zastosowanej do wyprowadzenia sformutowania stabego rozwazane-
go problemu. Pewng cecha wyrdzniajaca te metode jest to, ze przy jej formuto-
waniu zwrdcono szczegdlng uwage na koniecznosé mozliwie Scistego spetnienia
warunkéw brzegowych Dirichleta i to zaréwno jednorodnych, jak i niejedno-
rodnych. Konieczno$¢ takiego specjalnego potraktowania tych warunkéw brze-
gowych wynika z cechy metody najmniejszych kwadratow. Zastosowanie meto-
dy najmniejszych kwadratow do aproksymacji funkcji powoduje, ze w uktadzie
réwnan metod bezsiatkowych niewiadomymi nie sa, na ogél, wielkosci poszuki-
wanego pola w wezltach, lecz parametry weztowe tylko w pewnym przyblizeniu
odpowiadajace wartosciom weztowym poszukiwanego pola. Zatem narzucenie
warunkow brzegowych na parametry wezlowe jest dosé istotnym uproszcze-
niem, ktore powoduje brak zbieznoéci, zwlaszcza dla gestych siatek. Czytelnik
zna pojecie wiezu gladkiego w mechanice. Jest to wiez, ktérego praca wirtual-
na jest réwna zeru, np. podpora przegubowa, przegubowo-przesuwna, podpora
z pelnym zamocowaniem. Praca wiezu jest to bowiem praca reakcji na prze-
mieszczeniu punktu podparcia i albo przemieszczenie jest rowne zeru, albo
reakcja — prostopadta do kierunku przemieszczenia punktu podparcia. Jezeli
tego typu zamocowania nie zostang zrealizowane w metodach bezsiatkowych
precyzyjnie, wiezy powyzsze staja sie niegladkie, jest w nich produkowana
pewna dodatkowa praca, bedaca wynikiem przyjetego sposobu aproksymacji,
co powoduje brak zbieznoéci zaréwno w strefie, gdzie nalozono warunki Diri-
chleta, jak i globalnie w obszarze.

Na przyktadach zagadnien brzegowych zostanie wprowadzona koncepcja
BMG. W pierwszej kolejnosci rozpatrzony bedzie przypadek jednowymiarowy.
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7.10.2. BMG w zagadnieniach jednowymiarowych

Obecnie zostanie pokazane jak mozna sformutowaé rownania BMG dla przy-
padku jednowymiarowego na znanym juz przykladzie rozciaganego preta. Zo-
stang okreslone podstawowe parametry BMG, tj. sposob aproksymacji i cal-
kowania. Czytelnik, mamy nadzieje, bedzie mial sposobnos¢ wyrobienia sobie
pogladu na mozliwosci metody oraz na to, jak prowadzi¢ obliczenia, by uzy-
ska¢ maksymalng doktadno$¢ minimalnym kosztem. Do obliczen zastosowano
rowniez klasyczng MRS oraz MES, co pozwolito na poréwnanie wynikéw tych
metod oraz na ocene doktadno$ci BMG.

Przyktad 7.8. Rozwazymy zagadnienie brzegowe deformacji preta rozcig-
ganego rozwiazywane w przyktadzie 7.1 i opisane réwnaniami

d%u
u(0) = u° na brzegu z = 0 (7.249)
du
EAa(L) =P na brzegu z = L

Celem otrzymania dyskretnych réwnan problemu zatézmy, ze funkcje aprok-
symujace u € H', mnozniki Lagrange’a, za pomoca ktérych spetnimy warunki
brzegowe A € HY, dla wszystkich funkcji testujacych

ove H' i 6\e HY

gdzie HY i H' sg przestrzeniami Hilberta rzedu zerowego i pierwszego.
Przemnazajac (7.249); przez funkcje testowa dv i calkujac przez czesci,
pierwszy czton réwnania (7.249); (dla wygody wykorzystamy oznaczenie po-

d
chodnej d_() = ()’) przyjmie forme
x
L L L
/ Sw[AEY" + f(x)]dz = —/ ' AEY dz + SvAEY }OL —|—/ ovf(x)dx
0 0 0
Drugi sktadnik po prawej stronie mozna przeksztatci¢ do postaci

SvABEY | = §u[AEW/ (L) — AEW'(0)] = 6v [P(L) — P(0)] =
= 0vP(L) + 6vA(0)
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gdzie AEW/(L) = P(L) = P, AEW(0) = P(0). Mnoznik A\ ma interpretacje
reakcji, bowiem

A0) = —P(0) =R

Jak juz to wiemy poprzez catkowanie przez czeéci doprowadziliSmy do wcia-
gniecia naturalnego warunku brzegowego (7.249)y do zasady wariacyjnej, co
w konsekwencji oznacza jego spelnienie. Wykorzystujac rezultaty catkowania
przez czesci, otrzymujemy

L L
/ Sw[AEY" + f(x)|dx = —/ v AEu'dx + dvP(L) + duA(0)+
0 0 (7.250)

L
+ /5vf(x)dm + oM —u®) = 0
0

W réwnaniu (7.250) dotozylismy dodatkowo czton §A!(u — uP) | ,—o » ktory
pojawia si¢ dlatego, ze funkcje prébne (aproksymacyjne) nie spelniaja wa-
runku brzegowego Dirichleta. Aby komentarz byl pelny, podkredlmy, iz czion
duA \J::O pojawia sie dlatego, ze funkcje testowe (wagowe) nie spelniaja wa-
runku brzegowego Dirichleta.

Wprowadzajac aproksymacje (przez K oznaczono numer stopnia swobody,
dla ktérego ustalony jest warunek brzegowy Dirichleta; po duzych literach K
nie ma sumowania)

ov = NZ(;’UZ u = Nluz A= N)\KAK oA = N)\K(SAK
oraz wykorzystujac fakt, ze

/ N / N
ov' = N;év; v = Nju;

mamy
L L
5u; / N/AEN!dz uj — NiP(L) — (NiNag) |, — / Nif(2)de| +
0 0
+ s [Nare(=Niws + )] |,_y =0 (7.251)
i dalej

ovi[Kiju; + Gig A — fi] + Ak [Griui + 0A — qi] =0
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7 powyzszego réwnania widaé, ze macierze definiujace problem maja po-
staé

L
Kij = /N{AENJ’-d% Gix = —[NiNxg] |, (7.252)
0
L
fi = +N:P(L) + / N f (2)der g =—[Nau]|_,  (7.253)
0
Ostatecznie uktad réwnan wyglada nastepujaco:
K G u f

gdzie A = [Ag], 0 = [0] oraz q = [gk]| . Jesli podstawowy warunek
brzegowy jest narzucony w wielu weztach, macierze A,0,q rozrastaja sie.

Przedstawiona powyzej dyskretyzacja zagadnienia, w potaczeniu z metoda
najmniejszych kwadratow zastosowanych do generacji funkcji ksztaltu, jest
nazywana bezelementowq metodg Galerkina.

Oprogramowanie réwnan (7.254) jest nieco trudniejsze niz réwnan MES.
Nalezy podkredli¢, ze uklad réwnan (7.254) jest ukladem z tzw. punktami
siodlowymi (zera na przekatnej gléwnej ukladu). Stanowi to konsekwencje
spelnienia podstawowych warunkéw brzegowych poprzez wprowadzenie mnoz-
nikéw Lagrange’a.

Istnieje inna mozliwos¢ spetnienia warunkéw brzegowych w metodach bez-
siatkowych poprzez potaczenie tych metod z MES, co daje automatycznie moz-
liwos¢ wykorzystania interpolacyjnego charakteru funkcji ksztattu MES, a co
za tym idzie — spelnienia a prior: podstawowych warunkéw brzegowych.

Obecnie przedstawimy rozwiazanie numeryczne problemu rozciagganego pre-
ta czterema réznymi metodami: MES, lokalng i wariacyjna MRS oraz BMG.
Analize przeprowadzono za pomoca czterech programéw, nazwanych: MESI,
LOKMRS1, VARMRS i GAL1°. Latwo mozna zatem przypisa¢ program od-
powiedniej metodzie. Stosowanie programoéw jest bardzo proste z uwagi na to,

9Programy te, wyposazone w grafike, napisane zostaty w MATLAB-ie. Uzytkownik moze
je na wlasne potrzeby modyfikowaé, gdyz znajduja si¢ one na stronie internetowej Instytutu
L5, WIL.
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ze gltéwnymi danymi sa: liczba weztéw uzytych do dyskretyzacji, modul Youn-
ga oraz pole przekroju preta. Ponadto w programie GAL1 mozna wybraé typ
aproksymacji, tj. czy aproksymacja metody najmniejszych kwadratéw zdefi-
niowana jest w ukladzie lokalnym, czy globalnym. Ma to duze znaczenie dla
stabilnodci wynikéw.

W otrzymanych wynikach kryje si¢ cala ztozono$é metod numerycznych,
dlatego tez przeanalizujemy szczegélowo ten przyktad.

Na rys.7.80a zaprezentowano proces zbiezno$ci wynikéw aproksymacyj-
nych do $cistych otrzymanych MES, lokalng MRS (wyniki dla MRS waria-
cyjnej sa identyczne) oraz BMG dla siatek: 6, 11, 21, 41, 81, 161, 321, 641,
1281 i 2561-weztowych.

Tempo zbieznosci oraz blad dla wszystkich metod poza BMG sg podobne.
Tempo zbieznoéci BMG jest najwicksze. Zastosowano do catkowania btedu 4.
punktowa kwadrature Gaussa.

Na rys.7.80b pokazano proces zbieznoéci w normie energetycznej, przy
czym tempo zbieznoéci dla BMG jest zdecydowanie najwieksze. Wyniki uzy-
skano przy zalozeniu, ze aproksymacja w bezsiatkowej MRS jest generowana
w uktadzie lokalnym. Nalezy zwréci¢ uwage, ze dopiero dostatecznie doktadne
catkowanie macierzy sztywnosci daje jednostajng zbieznos¢ wynikéw w BMG
(dotyczy to zwlaszcza gestych siatek).

Na rys.7.81a i 7.81b pokazano rezultaty obliczen, przyjmujac rézna do-
ktadno$é catkowania macierzy sztywnosci, tj. catkujac wzorem prostokatow,
przy podziale pojedynczego elementu (przedzialu) calkowania na 1, 2, 4, 8 i
16 podprzedziatow.

Przedstawione na rys.7.81a i 7.81b rezultaty wskazuja na koniecznosé¢ sto-
sowania kwadratur o stosunkowo duzej doktadnosci, ale rezultaty sa bardzo
dobre.

Na rys.7.82a pokazano zbiezno$é¢ rozwiazania w normie Lo dla wzordw
aproksymacyjnych generowanych w uktadzie globalnym. Po przekroczeniu pew-
nego wymiaru siatki (dotyczy to gestych siatek, powyzej 321 weztéw) wyniki
rozbiegaja sie.

Na rys.7.82b zaprezentowano proces zbieznosci w normie energetycznej dla
BMG i aproksymacji generowanej w uktadzie lokalnym oraz globalnym. Roz-
bieznos¢ procesu dla regut aproksymacyjnych generowanych w uktadzie glo-
balnym nastepuje dla gestych siatek. Na tym samym rysunku zaprezentowano
btad dla MRS, catkujac energie 1-punktowa kwadratura z wezlem catkowa-
nia w Srodku elementu catkowania. Stanowi to dowdd na to, ze pochodna
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lokalna jest superzbiezna w tym punkcie. Oczywiscie blad jest obliczony nie-
prawidtowo, ale gdyby tylko wykorzysta¢ srodki elementéow — to tak by sie on
ksztaltowat.

Warto tu przywotaé jeden wazny rezultat obliczen. Ot6z dla gestych siatek,
jesli zastosuje si¢ dostatecznie doktadna kwadrature do catkowania macierzy
sztywnosci oraz uktad lokalny do generacji funkcji ksztattu, otrzymuje sie po-
prawny rezultat. Jednakze préba obliczenia naprezen (pochodnych) dla regut
aproksymacyjnych generowanych w uktadzie globalnym konczy sie niepowo-
dzeniem. Oznacza to silna niestabilno$¢ wzoréw aproksymacyjnych w przypad-
ku, jesli odleglo$¢ miedzy weztami jest mala oraz ich wspoélrzedne okreslone
sag w uktadzie globalnym. Nie mozna przeprowadzi¢ nawet postprocessingu
wynikow.

Zamieszczone przyklady testowe wskazuja na to, ze trzeba by¢ ostroznym
w ocenie metod, bo ich poréwnanie, nawet dla prostego przypadku, jest trud-
ne, gdyz wyniki sa niejednoznaczne. Dokladno$¢ wynikow jest rézna w réz-
nych punktach, to samo dotyczy pochodnych. Uzycie caltkowych norm btedéw
wymaga prolongacji (przedluzenia) rozwiazania z punktéw dyskretnych na
caly przedzial calkowania (element). Sposéb wykonania tej operacji w istot-
ny sposéb wplynie na wyniki i, w konsekwencji, na ich oceng. Tym bardziej,
ze w zaprezentowanym przykladzie nie wystepuje efekt blokady rozwigzania,
w zwiagzku z tym nawet prosta metoda moze da¢ bardzo dobre rezultaty. Dlate-
go nie jest truizmem stwierdzenie, ze kazda metoda jest dobra, jesli tylko daje
dobre wyniki oraz mozliwo$¢ oceny wynikéw przez samq siebie. Ta adaptacyj-
no$¢ metody, zwlaszcza w trudnych zagadnieniach, bedzie czesto przesadzaé
o jej przydatnosci i stosowalnosci. Pod tym wzgledem metody bezsiatkowe sa
wyjatkowe. Bardzo tatwo jest oszacowaé blad rozwigzania oraz podnie$é je-
go jako$¢ przez dogeszczenie siatki w pewnej strefie lub podniesienie rzedu
aproksymacji.

7.10.3. BMG w zagadnieniach dwuwymiarowych

Obecnie pokazemy jak sformutowaé réwnania BMG dla przypadku dwuwy-
miarowego. Obliczenia przykltadowe zostang przeprowadzone dla zginanego
wspornika, obciazonego na koncu obciazeniem pionowym (stycznym do kon-
turu) o rozkladzie parabolicznym. Zostana okreslone podstawowe parametry
BMG, tj. sposéb aproksymacji i catkowania. Obliczenia poréwnamy z wynika-
mi Scistymi, co pozwoli na ocene doktadnosci BMG.
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Przyklad 7.9. Rozwazymy problem zginania wspornika jako dwuwymiaro-
we zagadnienie ptaskiego stanu naprezenia. Sformutowanie wariacyjne proble-
mu otrzymamy, wykorzystujac réwnanie (5.102), ktére w naszym przypadku,
po zastosowaniu zapisu macierzowego, przyjmie postaé

Lo +f(x)=0 w Q (7.255)

gdzie o jest tensorem naprezenia, odpowiadajacym polu przemieszczen u, zas
b(x) — wektorem sil masowych. Warunki brzegowe sa nastepujace: naturalne
(statyczne)

on=ty na I} (7.256)

podstawowe (kinematyczne)
u=u’ na I, (7.257)

gdzie n jest wersorem normalnym do brzegu.

Wariacyjna lub staba postaé¢ réwnan rownowagi moze by¢ otrzymana przez
zastosowanie standardowej procedury Galerkina. Wezmy funkcje prébne u(x) €
H', a mnozniki Lagrange’a A\ € H® dla wszystkich funkcji testowych dv € H'
i 6A € H°. Mozna udowodnié, ze powyzszy komplet réwnan bedzie spelniony,
jesli sformutujemy nastepujaca zasade wariacyjna:

/ 5(VevT) o dQ — / 5vTbdQ — / svTH0dr+
Q Q Iy

- //\T(u —u’)dl — /5VT)\dF =0, Véve H'.oxe H® (7.258)
Ty Ty

przy czym V,v1 jest symetryczng czeécia Vv'. Z uwagi na to, ze funkcje
prébne nie spelniaja podstawowych warunkéw brzegowych, pojawia sie do-

datkowy czlon [ 6)\T(u — u®)drI, ktéry zapewnia spetienie ww. warunkéw.
Fu

Czlon [ 6vTt%dI’ pojawia sie w wyniku calkowania przez czeéci lokalnego sfor-
T
mutowania problemu i zapewnia spelnienie naturalnego warunku brzegowego

(7.256).
Aby otrzymaé dyskretna postaé¢ zasady (7.258), dyskretyzujemy funkcje
prébne u i funkcje testowe dv

u=Nia, 6&v=Ndia
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gdzie N jest macierzg funkeji ksztaltu, zas wektory
[ UI | | Il)l ‘|
u = VvV =
u9 (%)

zawierajg dwie sktadowe. Wektory

Uy U1

Us )
a= . v = .

SN @n

sa wartosciami weztowymi zawierajacymi te zmienne, ktérych wezty wchodza
do definicji funkcji ksztattu.
Podobnie dyskretyzujemy mnozniki Lagrange’a

A=N,(s)A, xeT,
A =N,(s)0A xeT,

gdzie N sg funkcjami interpolacyjnymi metod bezsiatkowych lub Lagran-
ge’a uzytymi do aproksymacji mnoznikéw Lagrange’a, a A — parametrami
aproksymacji. Funkcje ksztaltu Ny dotycza tych wezléw, w ktérych zadane sa
warunki brzegowe Dirichleta. Ostatecznie réwnanie (7.258) po dyskretyzacji
przyjmie postaé

K G 0 f
lGT o HA]: . (7.259)
gdzie
Kij = /BiTDBde Gik = /NiNAKdF
Q Ty
fi= /NitOdF—F/NibdQ qK = —/]\7/\KU-OdF
Iy Q Ty
oraz .
e 0 Ng 0
Bi=| 0 Ny N = l OK N, 1
Ni,y Ni,m "

Macierz moduléw sprezystoéci D wyrazona jest wzorem (5.121).
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Schemat blokowy bedacy podstaws oprogramowania metody bezsiatkowej
dla zagadnien dwuwymiarowych zamieszczono w dodatku B.

Obecnie przedstawimy przyktad zastosowania metody bezsiatkowej. Wy-
niki dotycza zginania wspornika obcigzonego na koficu ci$nieniem stycznym do
konturu o rozkltadzie parabolicznym. Wypadkowa tego ci$nienia ma warto$é
1000 kN, modul Younga wynosi E = 3 - 107, wspétczynnik Poissona v = 0.3.
Uzytkownik kazdej metody dyskretnej oczekuje od niej, ze bedzie ona uniwer-
salna, doktadna, da wyniki przy stosunkowo niewielkim naktadzie czasu pracy
zaréwno cztowieka, jak i komputera. Przedstawiany obecnie przykiad pomoze
rozstrzygnaé, czy BMG spelnia powyzsze wymagania. Obliczenia wykonano
dla szeregu r6znych wymiaréw wspornika, poczawszy od 6 x 12 (bardzo krétki
wspornik — §cinana tarcza — proporcje 1:2), do 1536 x 12 (bardzo dlugi wspor-
nik — proporcje 128:1). Ponadto zastosowano ciagi siatek wezléw o rézniacym
sie¢ module w kierunkach osi « i y. Proporcje oczek siatki zmienialy sie od 1:8
do 8:1.

Na rys.7.83 zaprezentowano proces zbieznosci dla réznej doktadnoéci cal-
kowania.
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Wptyw liczby punktéw catkowania na wyniki:

_ 4 punkty catkowania
——A——— 16 punktéw catkowania
——&—— 36 punktéw catkowania

Rys.7.83. Proces zbieznosci dla wspornika dla réznej dokladnosci catkowania

Z otrzymanych rezultatéw obliczen wynika, ze BMG daje wysokiej klasy
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wyniki. Nawet dla bardzo wydluzonych wspornikéw zaréwno ugiecie maksy-
malne, jak i maksymalne naprezenie normalne bardzo szybko zbiegaly sie do
wynikéw Scistych. Wyniki byly rownowazne tym, jakie otrzymuje sie dla ele-
mentéw skonczonych bardzo wysokiego rzedu (np. trzeciego), przy czy w BMG
zastosowano tylko liniowa baze. Warte podkreslenia jest to, ze otrzymywano
dobre wyniki réwniez dla bardzo wydtuzonych oczek siatki o proporcji 8:1.
I tak dla wspornika 96 x 12 blad ugiecia dla BMG przy siatce kilkudziesieciu
wezléw wynosit ponizej 0.1 %, za$ dla elementu skoficzonego czteroweztowe-
go prawie 40 % 1 przy zageszczaniu siatki poprawial sie bardzo nieznacznie
(z uwagi na efekt blokady rozwiazania).

Przyczyn takiego stanu rzeczy nalezy upatrywaé w nieco innym rozkta-
dzie bltedéw, szczegdlnie dla pochodnych. Ot6z w MES btad dla pochodnych
ma bardzo nieréwnomierny rozktad po elemencie. W jednych punktach jest
maly (ale to sa szczegdlne punkty), w innych zas bardzo duzy. Natomiast w
BMG btad, szczegdlnie dla pochodnych, cechuje réownomierny rozktad, nie ma
punktow uprzywilejowanych, zatem metoda BMG jest bardziej ekonomiczna
niz MES, gdyz inzyniera najbardziej interesuja dobre wyniki dla pochodnych
(naprezenia). Przy tym samym bledzie normy energii dla MES i BMG maksy-
malne btedy dla pochodnych w BMG sa duzo mniejsze i to stanowi o sile tej
metody. Ponadto w BMG nie potrzebujemy wykonywaé postprocessingu wyni-
kéw (dodatkowej obrébki danych), tak jak w MES. Ma to szczegdlne znaczenie
w problemach fizycznie nieliniowych.

7.11. Efektywna generacja funkcji ksztaltu i ich po-
chodnych

Problem obliczania pochodnych konsystentnych funkcji ksztattu jest taki sam
jak juz przedstawiony przy okazji wprowadzania aproksymacji metoda naj-
mniejszych kwadratéw. Obecnie oméwimy sposoby efektywnej generacji tych
pochodnych.

Sposéb 1
Funkcje ksztattu dla wezta ¢ w metodach bezsiatkowych mozna zapisaé¢ jako

Ny = 3" py(x)A (x)Byi(x) = pTA B, = v (x)B, (7.260)
=0
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gdzie zastosowano podstawienie

Av (x)=p (7.261)
(w konsekwencji daje to relacje v = p*A~!, bowiem macierz A jest syme-
tryczna). Pochodna funkcji ksztaltu 9 mozna teraz zapisaé jako
x
Ni(x),e =7 (x),e Bi +7 (X)Bi,s (7.262)

Roézniczkujac zwiazek (7.261) otrzymujemy uklad réwnan na ~ (x),, jako

A7 (X)m: = p(X),w _Aax Y (7263)

Pochodng funkcji ksztattu En mozna wyrazi¢ jako
Yy

Ni(x),y =7 (x),y Bi +7 (x)Bj,y (7.264)
Rézniczkujac zwiazek (7.262), otrzymujemy uktad réwnai na ~ (x),, jako

Ay (x),y =pP(X),y —A,y v (7.265)

2

da?

Druga pochodna funkcji ksztattu dla wezta ¢ uzyskaé¢ mozna réznicz-
kujac zwiazek (7.263).
Do okreslenia pochodnych funkcji ksztaltu potrzebne sg jeszcze pochodne

macierzy A i B

"0
Za— X — X;) p(xz)pT(xz) (7.266)
B;,. = 0 itd 7.267
i = %wz(x—xl)p(xz), ... itd. (7.267)

Zestawmy uklady réwnan na v i jego kolejne pochodne 7 ,;,...,

Ay (x)=p
A~y (X)’JB = p(X)a:B Ay

A~y (X)vy = p(X),y _A7y vy (7.268)
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oraz wzory na funkcje ksztattu i ich pochodne

N;i(x) =~ (x)B;
(X)7J3 ( )73[: B; + ~ (X)Biax (7.269)
(X)7y ( )73/ Bz +v (w)Bzﬁy

Uktady réwnan na « i jej pochodne maja, jak wida¢, taka sama struktu-
re, gdyz réznia sie tylko prawymi stronami. Po rozwiazaniu jednego uktadu
réownan mozemy rozwigzywac kolejny, uzyskujac po kolei v , v .z, v ,y, a wiec
i N;, Nj.o, Nl,y s .., itd.

Uklady rownar’l na wektor v i jego kolejne pochodne rozwiazujemy tyl-
ko raz. Aby uzyskaé¢ funkcje ksztaltu i ich pochodne, wystarczy przemmnozyé
pézniej rezultaty przez wektory B; oraz ich pochodne. Jest to juz malo pra-
cochtonna operacja.

Sposéb 11
Zwiazek definiujacy funkcje ksztaltu ma postaé

N; =pTA™'B; = pTQ; (7.270)

gdzie Q; jest i-ta kolumna macierzy aproksymacyjne;j.
Macierz aproksymacyjna spelnia wiec relacje

AQ; =B; (7.271)
. N 0
Obliczajac pochodne funkcji ksztaltu Ny = 5p, mamy
xJ

Niy=pP ,sQi+p Qs (7.272)
Roézniczkujac zwiazek (7.271) otrzymujemy
AQiy=Bis— A Qi (7.273)

skad obliczamy pochodne Q; j potrzebne w zwiazku (7.272).
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Adaptacja siatki MES, 122
Aproksymacja bezsiatkowa, 358
Aproksymacja metoda ruchomych naj-
mniejszych kwadratéw, 280
Aproksymacja UMRS:
w obszarze dwuwymiarowym, 376
w obszarze jednowymiarowym, 373

Brzegowe réwnanie catkowe, 14, 18

Calki niewlasciwe, 262
Catkowanie przez czesci:
funkcja jednej zmiennej, 33
uogélnione catkowanie, 34
Ciag Cauchy’ego, 28

Dopuszczalne funkcje, 37, 47
Dyskretyzacja skonczenie elementowa,
113

Dystrybucja, 16

Dywergencja, 34

Dziedzina, 37

Element skonczony, 114

belkowy, 168, 171

kratowy, 156

liniowy, 128, (patrz kratowy)

ramowy, 179

tréjkatny, 201

statego odksztalcenia, 223

Elementowe stopnie swobody, 115
Etapy procedury MES, 113-123

Forma

dwuliniowa, 25
w przestrzeni skoniczenie wymia-
rowej, 25
kwadratowa, 27
liniowa, 23
Fouriera réwnanie, 12
Funkcje
bazowe, 21, 62, 82
interpolacyjne
dwuliniowe, 202
Hermita, 146
Lagrange’a, 128
kompletne, 107
ksztaltu, (patrz interpolacyjne)
lokalne, 115
prébme, (patrz testowe)
testowe, 16, 83
wagowe, 83
Funkcje ksztaltu, 258
globalne, 403
Funkcje testowe, 257
Funkcjonat
energii potencjalnej, 10
kwadratowy, (patrz Forma kwadra-
towa), 47, 62
liniowy, (patrz Forma liniowa)
w przestrzeni Hilberta, 37

Globalny stopien swobody, 117

Hilberta przestrzen, (patrz Przestrzen
wektorowa)

H(Q), 33

H™(Q), 33
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HE'(Q), 33

Tloczyn
kartezjanski, 25
skalarny, 31

Jednoznaczno$¢ rozwiazania wariacyj-
nego, 58

Klasyczna MRS, 287, 346
Kompletnosé¢, 119
Kryteria zbieznosci MES, 219

Lagrange’a mnozniki, 80
Lagrangian, 80

Macierz
sztywnosci, 116
transformacji
elementu kratowego, 158
elementu ramowego, 182
Macierz aproksymacyjna, 360
Metoda
agregacji
bezposredniej, 131
symbolicznej, 131
Bubnowa—Galerkina, 83-85
w sformutowaniu stabym, 85, (patrz
Sformulowanie wariacyjne)
elementéw skonczonych, 111
kollokacji
punktowej, 102-103, 148
w podobszarze, 106
komputerowa, 8
mnoznikéw Lagrange’a, 80
najmniejszych kwadratéw, 98-99,
148
Petrowa—Galerkina, 92
Petrowa-Galerkina, 82
Rayleigha—Ritza, 62-65
residuéw wazonych, 81
Treffza, 106
Metoda MEB:

adaptacja, 271
algorytm, 239
calki niewlasciwe, 247
element
brzegowy, 239, 265
Wzorcowy, 265
podejscie wariacyjne, 257
sformutowanie posrednie, 276
test zbieznosci, 243
Metoda réznic skonczonych (MRS), 281,
282
sformutowanie globalne, 285
sformutowanie lokalne, 284
Metoda Trefftza, 278
Metoda ustalonych wazonych najmniej-
szych kwadratéw, 396
Metody bezsiatkowe
bezelementowa metoda Galerkina,
410
Metody rozwigzan przyblizonych, 59
Metryka
naturalna
generowana przez iloczyn skalar-
ny, 31
indukowana przez norme, 29
Model
matematyczny, 9
numeryczny, 9
Modele skonczenie elementowe, (patrz
Skoficzenie elementowa analiza)
Bubnowa—Galerkina, 145, 209
Rayleigha—Ritza, 123, 164, 197

Nieréwnos¢ Cauchy’ego-Schwarza, 31
Nieredukowalne rownanie, 14
Niewiadome MES:

pierwotne, 124

wtorne, 125

Norma
Lo, 29
Lo, 29

w przestrzeni wektorowej, 29
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Operator, (patrz Transformacja)
agregacji, 133
dodatni, 40
dodatnio okreslony, 40
normalny, 39
samosprzezony, 39
sprzezony, 38
symetryczny, 40
Operatorowe rownanie, 36, 62, 82

Pierwotne stopnie swobody, 115
Pochodna dystrybucyjna, 15
Poissona réwnanie, 36
Przestrzen
skoniczenie elementowa, 117
wektorowa
Banacha, 28
domknieta, 19, 30
Hilberta, 32
iloczynu skalarnego, unitarna, 31
liniowa, 19
metryczna, 28
roztaczna, 31
unormowana, 28
zupelna, 28
Pseudofunkcja delta, 15

Rozwiazanie

fundamentalne, 14

przyblizone, 59
Rozwigzanie fundamentalne, 249, 253,
263, 264

Schematy (ilorazy) réznicowe, 288, 290,
293, 298, 299
Sformulowanie

globalne LPTS, 214

lokalne LPTS, 211

stabe, 13, 42, 85

silne, 11

wariacyjne, (patrz Sformulowanie
stabe), 125, 165, 197, 213
Sformutowanie brzegowe, 257

Siatka elementéw skonczonych, 112
Skonczenie elementowa analiza:
probleméw dwuwymiarowych, 195—
210
probleméw jednowymiarowych, 123
uktadéw pretowych, 156-195

Tablica topologii, 112
Tozsamos$é Somigliany, 17, 237, 250, 254
Transformacja, (patrz Operator)

liniowa, 20

w przestrzeni skonczenie wymia-

rowej, 21
Twierdzenie

Frecheta-Riesza, 38

Gaussa, 34

Greena-Gaussa, 34

o minimum funkcjonatu, 47

Uktad wspélrzednych prostokatnych:
globalny, 157
lokalny, 125
Uogdlniona metoda réznic skoficzonych
(UMRS), 347, 348
Ustalony przeplyw ciepta, 11, 203-209

Wezel elementu, 112
Wazona forma catkowa réwnania réz-
niczkowego, 41
Warunek ciggtosci miedzyelementowej,
129
Warunek kompletnosci, 108
Warunki brzegowe
Dirichleta, 53
drugiego rodzaju, (patrz Neuma-
na)
kinematyczne, (patrz Dirichleta)
mieszane, 55
naturalne, (patrz Neumanna)
Neumana, 53
niejednorodne, 56
pierwszego rodzaju, (patrz Dirichle-
ta)
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podstawowe, (patrz Dirichleta)
statyczne, (patrz Neumana)
trzeciego rodzaju, (patrz miesza-
ne)
typy, 55
Warunki istnienia rozwiazania waria-
cyjnego, 58
Warunki kompletnosci aproksymacji, 405
Wektor obciazenia, 116
Wektory abstrakcyjne, 19

Zbieznos¢ MES, 118



