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1 Laboratorium 3: Macierze przeksztalcen jednorodnych

1.1 Cele zajeé

Celem laboratorium jest zapoznanie studentéw z macierzami przeksztalcen jednorodnych oraz
ich zastosowaniem w opisie polozenia i orientacji uktadéw wspoétrzednych w przestrzeni dwuwy-
miarowej i tréjwymiarowe;j.

Podczas zajec¢ studenci naucza sie:

o laczy¢ translacje i rotacje w jednej macierzy,

o interpretowaé geometrycznie przeksztatcenia pomiedzy ukladami wspotrzednych,
o skladaé kolejne przeksztalcenia w tancuch kinematyczny,

e wyznaczaé potozenie punktéw w réznych uktadach odniesienia,

e opisywaé pozycje i orientacje uktadow w przestrzeni 2D i 3D,

o wykorzystywa¢ macierze przeksztatcen jednorodnych w prostych zadaniach z zakresu ki-
nematyki robotéw.

1.2 Wprowadzenie teoretyczne

W robotyce bardzo czesto zachodzi potrzeba jednoczesnego opisu przesuniecia oraz obrotu. Sama
macierz rotacji opisuje wylacznie zmiane orientacji, natomiast sam wektor przesuniecia opisuje
wylacznie zmiane polozenia. Z punktu widzenia analizy kinematyki robotéw wygodniej jest
korzystaé¢ z jednego obiektu matematycznego, ktéry zawiera obie te informacje naraz. Takim
obiektem jest macierz przeksztatcenia jednorodnego.

W niniejszej instrukcji przyjmujemy nastepujaca konwencje zapisu:

z’Hj

Macierz ‘H j opisuje potozenie i orientacj¢ ukladu j wzgledem uktadu . Inaczej mowigc:

o indeks gérny i oznacza uklad odniesienia,

e indeks dolny j oznacza uklad rozpatrywany.

Taka konwencja jest bardzo wygodna, poniewaz od razu wiadomo, wzgledem jakiego uktadu
opisywany jest dany uklad lokalny. Przyktadowo:

OHl
oznacza macierz opisujaca uktad 1 wzgledem ukltadu bazowego 0.
Jezeli chcemy przejsé od uktadu 0 do uktadu 2 przez uktad posredni 1, to sktadanie prze-
ksztalcen zapisujemy jako:
°Hy = °Hy 'H,

Taki zapis jest naturalny, poniewaz Srodkowy indeks sie ,zgadza”: pierwsza macierz konczy
sie na uktadzie 1, a druga zaczyna sie od uktadu 1.

Macierz przeksztalcenia jednorodnego w 2D
W przestrzeni dwuwymiarowej macierz przeksztalcenia jednorodnego ma postaé:
cosp —singp x

iHj: sinp cosp Yy
0 0 1
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gdzie: x i y opisujg przesuniecie poczatku uktadu j wzgledem uktadu ¢, natomiast ¢ opisuje
orientacje uktadu j wzgledem uktadu .
Punkt na plaszczyznie zapisujemy w postaci jednorodnej:

p:

— e 8

Jezeli punkt jest opisany we wspélrzednych uktadu j, to jego wspélrzedne w uktadzie @
wyznaczamy jako:

b="H,%

Macierz przeksztalcenia jednorodnego w 3D
W przestrzeni tréjwymiarowej macierz przeksztalcenia jednorodnego ma postac:
x
J z
0 0 0 1

gdzie iRj jest macierza rotacji 3 x 3, opisujaca orientacje uktadu j wzgledem uktadu ¢,
natomiast x, y, z sa wspélrzednymi poczatku uktadu j wzgledem uktadu <.
Punkt zapisujemy wtedy jako:

N e 8

a transformacja ma postac:
i irr g
p="H;"p

Dlaczego uzywamy wspolrzednych jednorodnych?

Wspélrzedne jednorodne pozwalajag zapisaé translacje i rotacje w jednej macierzy oraz wykony-
wac ich sktadanie za pomocg zwyklego mnozenia macierzy. Jest to bardzo wygodne w robotyce,
poniewaz kazdy kolejny czlon manipulatora, kazdy kolejny uktad lokalny lub kazdy kolejny
element narzedzia moze by¢ opisany przez wlasna macierz, a caly tancuch kinematyczny otrzy-
mujemy przez kolejne mnozenia.

1.3 Cwiczenia — przestrzen 2D
Cwiczenie 1: Transformacja punktu na plaszczyznie

Zaczniemy od najprostszego przypadku, czyli od transformacji pojedynczego punktu na plasz-
czyznie. Celem tego ¢wiczenia jest zrozumienie, ze macierz przeksztatcenia jednorodnego jedno-
czesnie obraca punkt oraz przesuwa go do nowego potozenia.

Najpierw definiujemy funkcje tworzaca macierz przeksztalcenia w przestrzeni 2D.

H2[x_, y_, phi_] := {
{Cos[phi], -Sin[phil, x},
{Sin[phi], Cos[phil, y},
{0, 0, 1}

}
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W powyzszej funkcji: parametry x oraz y odpowiadaja translacji, natomiast parametr phi
odpowiada rotacji.
Rozwazmy punkt zapisany w postaci jednorodnej oraz przyktadowa transformacje:

pLocal = {1, 1, 1};
H = H2[2, 1, Pi/4];
pGlobal = H.pLocal

Wynik pGlobal jest nowym potozeniem punktu po wykonaniu obrotu i przesuniecia.
Aby lepiej zrozumieé¢ wynik, narysujmy punkt przed i po transformacji.

Graphics|[

{
Blue, PointSize[Large], Point[pLocall[1 ;; 2111,
Red, PointSize[Large], Point[pGloball[1 ;; 2]1]1]
Yre

Axes -> True,

GridLines -> Automatic,

PlotRange -> {{-1, 5}, {-1, 5}}

Na wykresie:

e niebieski punkt przedstawia polozenie poczatkowe,

e czerwony punkt przedstawia polozenie po transformac;ji.

W tym ¢éwiczeniu student powinien zauwazyé, ze transformacja nie dziala jak samo przesu-
niecie ani jak sama rotacja, lecz jako ich potaczenie.

Cwiczenie 2: Interpretacja ukladu wspoltrzednych w 2D

W poprzednim ¢wiczeniu transformowaliSmy pojedynczy punkt. Teraz przejdziemy o krok dalej
i pokazemy, ze macierz jednorodna opisuje tak naprawde caty uklad wspélrzednych, a nie tylko
ruch jednego obiektu.

Jezeli mamy macierz "Hy, to oznacza ona polozenie i orientacje uktadu 1 wzgledem ukladu
bazowego 0.

Zdefiniujmy funkcje rysujaca osie uktadu wspoétrzednych w 2D.

axes2[H_] :=
{
Thick, Red, Arrow[{H[[1 ;; 2, 311, H[[1 ;; 2, 311 + H[[1 ;; 2, 1]11}],
Thick, Green, Arrow[{H[[1 ;; 2, 311, HL[1 ;; 2, 311 + H[[1 ;; 2, 2]11}]
}

Wektor kolumny pierwszej odpowiada kierunkowi osi X, wektor kolumny drugiej odpowiada
kierunkowi osi Y, natomiast kolumna trzecia zawiera polozenie poczatku ukladu.
Rozwazmy przyktadowa transformacje:

HO1 = H2[2, 1, Pi/4];

Narysujmy uktad bazowy oraz uktad przeksztalcony.

Graphics|[

{
axes2[IdentityMatrix[3]],
axes2[HO1]

1,

Axes -> True,
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GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-1, 5}, {-1, 5}}
]
Na wykresie wida¢ dwa uktady wspdirzednych:
o uklad bazowy umieszczony w poczatku,
o uklad 1, ktéry zostat obrdocony i przesuniety.

To ¢éwiczenie jest bardzo wazne, poniewaz w robotyce najczesciej nie transformujemy po-
jedynczych punktéw, ale przechodzimy pomiedzy kolejnymi ukltadami zwigzanymi z cztonami
robota.

Cwiczenie 3: Skladanie przeksztalcen w 2D

W praktyce bardzo rzadko wystepuje tylko jedno przeksztalcenie. Znacznie czedciej mamy kilka
kolejnych ukladéw: na przyklad uklad bazowy, uklad pierwszego czlonu oraz uklad drugiego
cztonu.

W takim przypadku korzystamy ze skladania macierzy:

*Hy = °Hy 'H,

Zdefiniujmy dwa przeksztalcenia:

HO1 = H2[1, 0, Pi/6];
H12 = H2[0, 2, Pi/4];
HO2 = HO1.H12;

Macierz HO1 opisuje uktad 1 wzgledem ukladu 0, a macierz H12 opisuje uktad 2 wzgledem
uktadu 1. Ich iloczyn daje potozenie uktadu 2 wzgledem uktadu 0.
Narysujmy wszystkie trzy uktady:

Graphics[
{
axes2[IdentityMatrix[3]],
axes2[HO1],
axes2[H02]
Tre
Axes -> True,
GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-2, 5}, {-1, 5}}

Mozemy takze sprawdzié, jak polozenie punktu zmienia sie po zastosowaniu tych przeksztal-

p2 = {1, 0, 1};

el
o
]

HO2.p2;

Teraz narysujmy punkt lokalny oraz jego obraz w ukladzie bazowym.

Graphics[
{
axes2[IdentityMatrix[3]],
axes2[HO1],
axes2[H02],
Blue, PointSize[Large], Point[HO2[[1 ;; 2, 3111,
Red, PointSize[Large], Point[pO[[1 ;; 2]1]1]
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Te

Axes -> True,

GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-2, 6}, {-1, 5}}

W tym éwiczeniu student powinien zauwazy¢, ze kolejne przeksztalcenia tworza tancuch, a
wynik konicowy zalezy od ich kolejnosci. Mnozenie macierzy transformacji nie jest przemienne,
dlatego zmiana kolejnosci daje inny rezultat.

Cwiczenie 4: Punkt lokalny i punkt globalny w 2D

W tym éwiczeniu chcemy wyraznie odrézni¢ punkt opisany w uktadzie lokalnym od tego samego
punktu opisanego w uktadzie globalnym. Jest to bardzo wazne, poniewaz w robotyce czesto
znamy pozycje punktu we wspotrzednych narzedzia lub czlonu, a chcemy wyznaczy¢ jego pozycje
w ukladzie bazowym.

Przyjmijmy, ze punkt ma wspotrzedne lokalne:

pl = {1, 0.5, 1};

oraz ze uklad 1 jest opisany wzgledem uktadu O przez:

HO1 = H2[2, 1, Pi/3];

Wspoélrzedne globalne punktu obliczamy jako:
pO = HO1l.p1

Aby pokazaé¢, gdzie punkt znajduje sie lokalnie i gdzie pojawia sie w uktadzie globalnym,
narysujmy uktad bazowy, uktad lokalny oraz punkt po transformacji.

Graphics|[
{
axes2[IdentityMatrix[3]],
axes2[HO1],
Blue, PointSize[Large], Point[HO1[[1 ;; 2, 3111,
Red, PointSize[Large], Point[pO[[1 ;; 21]1]
3,
Axes -> True,
GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-1, 5}, {-1, 5}}

Tutaj czerwony punkt nie jest juz opisany w lokalnym uktadzie 1, lecz w uktadzie bazowym
0. To doktadnie ten typ operacji, ktéry wykonuje si¢ podczas wyznaczania potozenia koncéwki
robota.

1.4 Cwiczenia — przestrzen 3D
Cwiczenie 5: Podstawowe macierze przeksztalcen jednorodnych w 3D

Po zrozumieniu przypadku ptaskiego mozemy przej$¢ do przestrzeni tréjwymiarowej. W prze-
strzeni 3D réwniez korzystamy z macierzy przeksztatcen jednorodnych, jednak ich rozmiar wy-
nosi teraz 4 x 4.

W praktyce wygodnie jest budowaé bardziej ztozone przeksztalcenia z prostych, elementar-
nych ruchéw. Dlatego zamiast definiowaé¢ od razu jedng ogdlng macierz, wprowadzimy szes¢
podstawowych macierzy przeksztalcen jednorodnych, z ktérych bedziemy dalej korzystac.

Beda to macierze odpowiadajace:

Katedra Automatyki i Robotyki



Instrukcja do laboratoriéw

7/12

translacji wzdhuz osi X,
o translacji wzdtuz osi Y,
o translacji wzdtuz osi Z,
o rotacji wokét osi X,
e rotacji wokél osi Y,

o rotacji wokét osi Z.

Takie podejscie jest bardziej przejrzyste, poniewaz student od razu widzi, jaki konkretny ruch
opisuje dana macierz. PézZniej z tych prostych przeksztalcen bedziemy budowaé przeksztatcenia

bardziej ztozone.
Zdefiniujmy sze$¢ podstawowych macierzy.

Hx[d_] := {
{1, 0, 0, 4},
{0, 1, 0, O},
{0, 0, 1, 0%},
{0, 0, 0, 1}

};

Hy[d_] :={
{1, 0, 0, 0},
{0, 1, 0, d},
{0, 0, 1, 0},
{0, 0, 0, 1}

g

Hz[d_] := {
{1, o0, 0, 0},
{0, 1, 0, O},
{0, o, 1, d},
{0, 0, 0, 1}

};

Hrx[a_] := {

{1, 0, 0, 0},
{0, Cos[al, -Sin[a], 0},
{0, Sin[a], Cos[al, 0},
{0, 0, 0, 1}
}s;

Hry[a_] := {
{Cos[al], 0, Sin[a], O},
{0, 1, 0, 0},
{-Sin[a], 0, Cos[a], 0},
{0, 0, 0, 1}
};

Hrz[a_] := {
{Cos[a], -Sin[a], 0, 0},
{Sin[a], Cos[al, 0, O},
{0, 0, 1, 0},

{0, 0, 0, 1}

Ig

Rozwazmy teraz punkt zapisany w postaci jednorodne;j:
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plLocal = {1, 0, 0, 1};

Wykonajmy przeksztalcenie ztozone, w ktorym punkt zostanie najpierw obrécony wokot osi
Z, a nastepnie przesuniety o 1 wzdluz osi X, o 2 wzdluz osi Y oraz o 1 wzdtuz osi Z.

Poniewaz korzystamy z wektoréw kolumnowych, przeksztalcenia wykonywane sg od prawej
do lewej. Oznacza to, ze macierz stojaca najblizej wektora dziala jako pierwsza.

HO1 = Hx[1].Hy[2].Hz[1] .Hrz[Pi/4];
pGlobal = HO1l.pLocal

Wynik pGlobal jest polozeniem punktu w ukltadzie bazowym po wykonaniu wszystkich prze-
ksztatcen.
Aby latwiej zinterpretowaé ten wynik, narysujmy punkt przed i po transformacji.

Graphics3D[

{
Blue, PointSize[Largel, Point[pLocall[1 ;; 3111,
Red, PointSize[Large], Point[pGloball[[1 ;; 3]]1]
1,

Axes -> True,

Boxed -> True,

PlotRange -> {{-2, 3}, {-2, 4}, {-1, 3}}

Na wykresie:
o niebieski punkt przedstawia polozenie poczatkowe,
e czerwony punkt przedstawia polozenie po transformac;ji.

W tym ¢éwiczeniu najwazniejsze jest zrozumienie, ze nawet dos¢ ztozone przeksztalcenie w
przestrzeni mozna zbudowaé z prostych, elementarnych ruchéw.

Cwiczenie 6: Uklady wspélrzednych w 3D

W przestrzeni 3D szczegdlnie istotna jest nie tylko pozycja, ale rowniez orientacja uktadu wspot-
rzednych. Macierz przeksztatcenia jednorodnego opisuje caty ukltad: potozenie jego poczatku oraz
kierunki wszystkich trzech osi.

Aby to zobaczyé, zdefiniujmy funkcje rysujaca uktad wspétrzednych w 3D.

axes3[H_] :=

{
Thick, Red, Arrow[{H[[1 ;; 3, 411, H[L[1 ;; 3, 4]1] + H[[1 ;; 3, 11131,
Thick, Green, Arrow[{H[[1 ;; 3, 411, H[[1 ;; 3, 411 + H[[1 ;; 3, 211}]1,
Thick, Blue, Arrow[{H[[1 ;; 3, 411, H[[1 ;; 3, 411 + H[[1 ;; 3, 3]11}]

}

Kolumny pierwsza, druga i trzecia opisuja kierunki osi uktadu lokalnego, natomiast kolumna
czwarta okresla potozenie poczatku tego ukladu.

Zbudujmy teraz przeksztalcenie jako zlozenie elementarnych translacji i rotacji. Nie korzy-
stamy tutaj z zadnej ogdlnej funkcji, lecz wylacznie z wezesniej zdefiniowanych szesciu macierzy.

HO1 = Hx[1] .Hy[1] .Hz[1] .Hrz[Pi/4] .Hry[Pi/6];
W tej transformacji: uktad zostaje najpierw obrécony, a nastepnie przesuniety. Ponownie na-
lezy pamietac, ze przy wektorach kolumnowych rzeczywista kolejno$¢ wykonywania przeksztat-

cen jest od prawej do lewej.
Narysujmy uktad bazowy oraz uktad przeksztatcony.
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Graphics3D[
{
axes3[IdentityMatrix[4]],
axes3[HO1]
e
Axes -> True,
Boxed -> True,
PlotRange -> {{-2, 3}, {-2, 3}, {-2, 3}}

Na wykresie widoczne sg dwa uklady wspoélrzednych:
o uklad bazowy,
o uktad przeksztalcony.

Cwiczenie to pokazuje, ze orientacje uktadu w przestrzeni 3D mozna budowaé przez sktadanie
prostych rotacji wokét osi, a potozenie poczatku uktadu przez sktadanie prostych translacji.

Cwiczenie 7: Skladanie przeksztalcen w 3D

Podobnie jak w przestrzeni 2D, réwniez w przestrzeni 3D mozemy skladaé¢ kolejne transformacje.
Jest to szczegdlnie wazne w robotyce, poniewaz kazdy kolejny czlon manipulatora moze by¢
opisany przez osobna macierz przeksztalcenia.

Rozwazmy dwa kolejne przeksztalcenia zbudowane wytacznie z elementarnych translacji i
rotacji.

HO1 = Hx[1].Hrz[Pi/4];
H12 = Hy[1] .Hz[1] .Hrx[Pi/6];
HO2 = HO1.H12;

Macierz HO1 opisuje uktad 1 wzgledem ukladu 0, macierz H12 opisuje uklad 2 wzgledem
uktadu 1, a ich iloczyn HO2 opisuje uktad 2 wzgledem uktadu 0.
Narysujmy wszystkie trzy uktady wspétrzednych.

Graphics3D[
{
axes3[IdentityMatrix[4]],
axes3[HO1],
axes3[H02]
De
Axes -> True,
Boxed -> True,
PlotRange -> {{-2, 3}, {-2, 3}, {-2, 3}}

]
Aby jeszcze lepiej zrozumiec¢ sens tego ztozenia, rozwazmy punkt lokalny zwiazany z uktadem
2:
p2 = {0.5, 0, 0, 1};
p0 = HO2.p2

Punkt p2 jest opisany we wspoélrzednych uktadu 2, natomiast wynik p0 przedstawia ten sam
punkt w ukladzie bazowym 0.
Zaznaczmy go na wykresie.
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Graphics3D[
{
axes3[IdentityMatrix[4]],
axes3[HO1],
axes3[HO02],
Black, PointSize[Large], Point[pO[[1 ;; 3]]1]
1,
Axes -> True,
Boxed -> True,
PlotRange -> {{-2, 3}, {-2, 3}, {-2, 3}}

W tym ¢wiczeniu student powinien zwréci¢ uwage na to, ze caly logike budowania tancucha
przeksztalcen w 3D mozna oprzeé¢ wylacznie na prostych macierzach elementarnych. Kazda z
nich opisuje pojedynczy, tatwy do interpretacji ruch, a ich iloczyn daje przeksztalcenie koncowe.

1.5 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Ponizsze zadania maja na celu utrwalenie sposobu opisu polozenia i orientacji z wykorzysta-
niem macierzy przeksztalcen jednorodnych. W kazdym zadaniu nalezy wykonaé obliczenia, a
nastepnie przygotowaé¢ odpowiednia wizualizacje.

Zadanie 1 — transformacja punktu

Rozwaz punkt:

p= (172)

oraz transformacje:

cos4b°® —sin4h® 2
H = |sin45° cos45° 1
0 0 1

Oblicz nowa pozycje punktu oraz przedstaw wynik graficznie.

Zadanie 2 — skladanie transformacji

Zdefiniuj dwie transformacje:

Hi: z=1,y=0, ¢ =30°

Hy: 2=0,y=2, ¢p=60°
Nastepnie:
e oblicz macierz °Ho,
o zastosuj otrzymane przeksztalcenie do punktu (1,0),
e poréwnaj wynik z wykonaniem transformacji krok po kroku,

o przedstaw wszystkie etapy na wykresie.
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Zadanie 3 — wizualizacja ukladéw wspéirzednych
Narysuj dwa uklady wspotrzednych na plaszczyznie:

o uktad bazowy,

o uklad przeksztalcony o translacje (2,1) i rotacje 45°.

Nastepnie opisz, jak zmienilo sie potozenie poczatku ukladu oraz jak zmienita sie orientacja
jego osi.

Zadanie 4 — robot 2DoF

Rozwaz robota planarnego o dwoch stopniach swobody.

Rysunek 1: Robot 2DoF — schemat (nalezy uzupelnié)

Zaltoz:
h=1 Il=1
oraz katy:
01, 02
Nastepnie:

o zdefiniuj macierz °Hy,

e zdefiniuj macierz 'Ho,

« oblicz macierz koricowa °Ha,
e wyznacz pozycje efektora,

e wyznacz orientacje efektora,

wykonaj wizualizacje dla wybranych wartosci 61 1 5.

Zadanie 5 — animacja ruchu robota
Dla robota z poprzedniego zadania:

e utworz animacje zmiany 6 i s,

e mnarysuj trajektorie koncéwki robota,

e sprébuj okresli¢ obszar roboczy manipulatora.

Zadanie 6 — transformacja punktu w przestrzeni 3D
Rozwaz punkt:
p=(1,11)
Wykonaj jego transformacje w przestrzeni 3D dla macierzy sktadajacej sie z:
e rotacji wokot osi Z o 45°,

o translacji o wektor (1,2, 1).

Nastepnie:
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e oblicz nowe wspotrzedne punktu,
e narysuj punkt przed transformacja,
e narysuj punkt po transformacji,

o zinterpretuj geometrycznie otrzymany wynik.

Zadanie 7 — wizualizacja ukladéw wspdlrzednych w 3D
Narysuj dwa uktady wspétrzednych w przestrzeni:
o uklad bazowy,
o uklad przeksztalcony przez wybrang translacje oraz ztozenie dwdch rotacji.
Sprébuj odpowiedzieé¢ na pytanias:
o jak zmienia sie orientacja osi uktadu,
e czy kolejnos¢ wykonywania rotacji ma znaczenie,
e ktére elementy macierzy odpowiadajg za potozenie,

e ktoére elementy macierzy odpowiadajg za orientacje.
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