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1 Laboratorium 2: Reprezentacja pozycji i orientacji w prze-
strzeni

1.1 Cele zajec

Celem laboratorium jest zapoznanie studentéw z metodami opisu polozenia i orientacji w prze-
strzeni, ktore sa podstaws analizy kinematyki robotéw manipulacyjnych.
Podczas zajeé studenci naucza sie:

e reprezentowaé punkty i wektory w przestrzeni,

 interpretowaé geometrycznie wektory w uktadzie wspotrzednych,
e stosowaé macierze rotacji na plaszczyznie,

o stosowal macierze rotacji w przestrzeni trojwymiarowej,

o wizualizowaé rotacje wektoréw i uktadow wspoétrzednych,

¢ stosowaé macierze transformacji jednorodnych.

1.2 Wprowadzenie

W robotyce polozenie punktéw w przestrzeni opisuje sie za pomoca wektoréow wspoétrzednych.
Na plaszczyznie punkt zapisujemy jako

Wektor mozna interpretowaé¢ geometrycznie jako strzatke prowadzaca z poczatku uktadu
wspotrzednych do danego punktu.
Zmiana orientacji uktadu wspoélrzednych opisywana jest przez macierze rotacji.

1.3 Cwiczenie 1: Reprezentacja punktu i wektora

W pierwszym ¢éwiczeniu zobaczymy w jaki sposéb punkt na plaszczyznie mozna interpretowad
jako wektor.
Rozwazmy punkt

p = {2,1}

Wspoélrzedne punktu okreslajg jego polozenie wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
Najpierw przedstawmy punkt na wykresie.

Graphics[

{

Red, PointSize[Large], Point[p]
Te

Axes -> True,
GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-3,3},{-3,3}}
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Na wykresie:

e czerwony punkt — potozenie punktu p

o osie — uktad wspélrzednych

o siatka — ulatwia odczyt wspotrzednych

Ten sam punkt mozna przedstawié¢ jako wektor.

Graphics[

{

Thick, Blue, Arrow[{{0,0},p}]
1,

Axes -> True,

GridLines -> Automatic,
PlotRange —> {{-3,3},{-3,3}}

Na wykresie:

o niebieska strzatka — wektor prowadzacy z poczatku ukltadu do punktu p

1.4 Cwiczenie 2: Rotacja punktu na plaszczyznie

W robotyce bardzo czesto zachodzi potrzeba obrotu punktéow lub wektorow.
Rotacje punktu na plaszczyznie opisuje macierz rotacji

cosp —siney

(o) = sinp cose

Macierz ta obraca punkt wokoét poczatku uktadu wspétrzednych.
Zaimplementujmy macierz rotacji w Mathematica.

R2[phi_] := {
{Cos[phil,-Sin[phil},
{Sin[phi],Cos[phil}

}

Obréémy punkt o kat 45°.
p = {2,1}
angle = Pi/4

p2 = R2[angle].p

Wizualizacja:

Graphics[
{
Thick, Blue, Arrow[{{0,0},p}],
Thick, Red, Arrow[{{0,0},p2}]
e
Axes -> True,
GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-3,3},{-3,3}}

Na wykresie:
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e niebieski wektor — punkt przed rotacja

e czerwony wektor — punkt po rotacji

1.5 Cwiczenie 3: Animacja rotacji

Rotacje mozna przedstawié¢ jako proces ciagly.

p = {2,1};

Animate[
Graphics[
{
Thick, Blue, Arrow[{{0,0},R2[t].p}]
e
Axes -> True,
GridLines -> Automatic,
PlotRange -> {{-3,3},{-3,3}}
1g
{t,0,2 Pi}
]

Podczas animacji wektor obraca sie wokét poczatku uktadu wspoétrzednych.

1.6 Cwiczenie 4: Macierze rotacji w przestrzeni

W przestrzeni tréjwymiarowej istnieja trzy podstawowe macierze rotacji:

e rotacja wokot osi X
e rotacja wokot osi Y
e rotacja wokot osi Z
Implementacja macierzy rotacji:

Rx[a_] := {
{1,0,0},
{0,Cos[a] ,-Sin[a]l},
{0,8in[a] ,Cos[a]l}

}

Ry[b_] := {
{Cos[b],0,Sin[b]l},
{0,1,0},
{-Sin[b],0,Cos[bl}

}

Rzlc_ ] := {

{Cos[c],-Sin[c],0},
{Sin[c],Cos[c],0},
{0,0,1}

}
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1.7 Cwiczenie 5: Rotacja wektora w przestrzeni

Rozwazmy wektor

v ={1,1,0}

Obréémy go wokoét osi Z.

angle = Pi/4
v2 = Rz[angle] .v

Wizualizacja:

Graphics3D[

{
Thick, Blue, Arrow[{{0,0,0},v}],
Thick, Red, Arrow[{{0,0,0},v2}],
Black, Arrow[{{0,0,0},{0,0,2}}]

Ye

Axes -> True,

Boxed -> True,

PlotRange —> {{-2,2},{-2,2},{-2,2}}

Na wykresie:

o niebieski wektor — wektor przed rotacja
e czerwony wektor — wektor po rotacji

e czarna strzalka — o$ rotacji

1.8 Cwiczenie 6: Rotacja ukladu wspoirzednych

W poprzednich przyktadach obracaliSmy pojedyncze wektory. W robotyce bardzo czesto zacho-
dzi jednak potrzeba opisania orientacji calego uktadu wspélrzednych.

Uktad wspéirzednych mozna przedstawi¢ jako trzy wektory jednostkowe okreélajace kierunki
osi X, Y oraz 7.

Zdefiniujmy funkcje rysujaca uktad wspdlrzednych.

axes[R_] :=

{
Thick, Red, Arrow([{{0,0,0},R.{1,0,0}}],
Thick, Green, Arrow[{{0,0,0},R.{0,1,0}}]1,
Thick, Blue, Arrow[{{0,0,0},R.{0,0,1}}]
}

Kolory odpowiadaja osiom uktadu wspoétrzednych:
e 0§ X — kolor czerwony
e 08 Y — kolor zielony

e 0% Z — kolor niebieski
Ponizsza animacja przedstawia rotacje ukladu wspotrzednych wokét osi Z.
Animate[

Graphics3D[

{
axes[IdentityMatrix[3]],
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axes[Rz[t]]

3,

Axes -> True,

Boxed -> True,

PlotRange —> {{-2,2},{-2,2},{-2,2}}
1 e
{t,0,2 Pi}

]
Na wykresie widoczne sa dwa uklady wspdtrzednych:

o pierwszy uktad — uktad bazowy
e drugi uktad — uktad po rotacji

Animacja pokazuje jak zmienia sie orientacja ukladu w trakcie obrotu.

1.9 Cwiczenie 7: Rotacja wokél dowolnej osi
W wielu zastosowaniach robotyki rotacja odbywa si¢ wokét dowolnej osi w przestrzeni.

axis = Normalize[{1,1,1}]

Animate[

Graphics3D[
{
Thick, Black, Arrow[{{0,0,0},axis}],
axes[RotationMatrix[t,axis]]

Ye

Axes -> True,

Boxed -> True,

PlotRange —> {{-2,2},{-2,2},{-2,2}}
1

{t,0,2 Pi}
]

Czarna strzatka przedstawia o$ rotacji.

1.10 Zadania do samodzielnego rozwigzania

Ponizsze zadania maja na celu utrwalenie sposobu reprezentacji punktéw i wektoréow w prze-
strzeni oraz zrozumienie dzialania macierzy rotacji.
W kazdym zadaniu nalezy nie tylko wykonaé¢ obliczenia, ale réwniez przygotowaé¢ odpowied-

nie wizualizacje.
Zadanie 1 — wizualizacja wektoréw na plaszczyznie

Zdefiniuj trzy wektory:

a=(2,1), b=(-12), c=(1,-2)
Nastepnie:
e narysuj wszystkie trzy wektory na jednym wykresie,
e uzyj roznych koloréw dla kazdego wektora,
e zaznacz punkty koncowe wektoréw,

o ustaw zakres wykresu tak, aby wszystkie wektory byly dobrze widoczne.
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Sprobuj odpowiedzieé¢ na pytanie: ktory z wektoréw ma najwieksza dtugo$é?

Zadanie 2 — rotacja wektora na plaszczyznie
Rozwaz wektor
v=(3,1)
Wykonaj rotacje tego wektora o nastepujace katy:
30°, 60°, 120°
Na jednym wykresie przedstaw:

e wektor poczatkowy,

e trzy wektory po rotacji.

Kazdy wektor powinien mie¢ inny kolor.
Sprobuj odpowiedzie¢ na pytanie: czy dlugosé wektora zmienia si¢ podczas rotacji?
Zadanie 3 — animacja rotacji wektora
Rozwaz wektor
v=1(2,1)
Utwérz animacje pokazujaca jego rotacje wokédt poczatku uktadu wspdirzednych.
Animacja powinna pokazywaé¢ pelny obrét od
0 do 27
Na wykresie powinny by¢ widoczne:
e obracajacy sie wektor,
o siatka,

o uktad wspdtrzednych.

Zastanow sie, jaka krzywa opisuje koncowka obracajacego sie wektora.

Zadanie 4 — rotacja wektora w przestrzeni
Rozwaz wektor
v=(1,2,1)

Wykonaj jego rotacje wokét osi Z o kat 45°.
Nastepnie:

e narysuj wektor poczatkowy,
e narysuj wektor po rotacji,

e zaznacz o$ rotacji.

Na podstawie wykresu spréobuj okresli¢, jak zmienity sie wspolrzedne wektora.
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Zadanie 5 — animacja rotacji w przestrzeni

Rozwaz wektor
v=(1,1,1)

Utwdérz animacje jego rotacji wokot osi Z.
Na wykresie powinny by¢ widoczne:

o wektor obracajacy si¢ w przestrzeni,

o uktad wspdlrzednych,

e 0% rotacji.

Zwrbé uwage na tor ruchu koncéwki wektora.

Jaka krzywa opisuje koncéwka wektora?

Zadanie 6 — rotacja woké6t dowolnej osi

Rozwaz o$ rotacji
u=(1,1,0)

Znormalizuj ten wektor i uzyj go jako osi rotacji.
Nastepnie:

o zdefiniuj wektor v = (1,0, 1),
e obré¢ go o kat 60° wokot osi wu,

e narysuj o$ rotacji oraz oba wektory.

Sprobuj zaobserwowaé, jak zmienia sie orientacja wektora wzgledem osi rotacji.

Zadanie 7 — animacja rotacji uktadu wspétrzednych

W poprzednich ¢éwiczeniach obracaliSmy pojedyncze wektory.
W tym zadaniu nalezy przygotowaé¢ animacje rotacji catego uktadu wspétrzednych wokét osi

Z.

Animacja powinna pokazywaé jednoczeénie:
o uklad bazowy,

» uklad obracajacy sie.

Zastanow sie:

e czy zmienia sie dlugosé osi uktadu,

o ktore osie pozostaja niezmienione podczas rotacji wokot osi Z.

Zadanie 8 — trajektoria koncéwki wektora
Rozwaz wektor
v=(2,0,1)

Utwérz animacje jego rotacji wokot osi Z.
Nastepnie:

o zapisz kolejne pozycje koncowki wektora podczas rotacji,

e narysuj trajektorie tego punktu w przestrzeni.
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Sprobuj odpowiedzie¢ na pytanie:
jaka figure geometryczng tworzy tor ruchu koncéwki wektora?
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